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Рассмотрены чисто реактивная и высокодобротная цепи с одним изменя-
ющимся реактивным параметром. Предложены два базовых вида параме-
трического воздействия, вызывающие переходные процессы базового типа
(аналогичные переходной и импульсной характеристикам в цепях с внешним
возбуждением). В качестве математической модели чисто реактивной цепи
рекомендовано использовать гамильтониан специального вида, явно зависящий
от времени. Каноническое преобразование гамильтониана к новым обобщен-
ным координате и импульсу выполнено с помощью производящей функции, явно
зависящей от времени. Указанные преобразования позволили получить усред-
ненные гамильтоновы уравнения, из которых определены асимптотически вер-
ные импульс (действие) и координата (фаза), и как следствие — переходные
процессы базового типа в исходных переменных состояния. Переходные про-
цессы в цепи с потерями не могут быть получены тем же путем, что и для
чисто реактивной цепи. Предложен другой подход, основанный на существо-
вании двух больших параметров, отражающих плавность изменения емкости
и высокую добротность цепи.

Ключевые слова: переходные процессы, гамильтониан, канонические преобра-
зования, производящая функция, высокодобротная электрическая цепь.
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Purely reactive and high-quality circuits with one changing reactive parameter is
considered. Two base types of parametric interference causing the transient processes
of a base type (analogous for transition and pulse characteristics within externally
excited circuits) is proposed. The time-dependent Hamiltonian of a special type
has been recommended for use as mathematical model of purely reactive circuit.
The canonical transformation of the Hamiltonian to new generalized coordinate
and momentum is carried out using the generating function depending on explicitly
input time. These transformations have allowed obtaining the averaged Hamiltonian
equations, which has determined asymptotically valid impulse (action) and coordinate
(phase) and also as a consequence the base type transients have been described within
the initial variables of a state. Transients for the losses circuits cannot be obtained
in the same path that for the purely reactive circuits. Another approach based on the
existence of two large parameters fixing the smoothness of capacity changing and
the high-quality circuit is proposed.
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Введение. При внешнем воздействии на линейную электрическую
цепь (ЭЦ) выделяют два базовых воздействия: резкий перепад между
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двумя постоянными уровнями и предельно узкий интенсивный им-
пульс. Реакцию ЭЦ на них называют базовыми переходными процес-
сами, или условно переходной и импульсной характеристиками. Если
в цепь введено параметрическое воздействие (например, через измене-
ние одного из реактивных параметров), то оно в определенном смысле
может заменить внешнее воздействие, так как и в этом случае в ЭЦ
поступает энергия стороннего источника. Представляет определенный
практический интерес ввести базовые параметрические воздействия,
вызывающие реакции базового типа. По аналогии с внешними базо-
выми воздействиями выделим следующие базовые параметрические
воздействия: плавный переход между двумя постоянными уровнями;
сглаженный (“плавный”) импульс. Реакции ЭЦ на такие параметри-
ческие воздействия также назовем переходными процессами базово-
го типа. Цель настоящей работы — сформулировать задачу о таких
процессах математически и получить их аналитическое описание в
замкнутом виде (используя для этого только элементарные формулы),
который допускает эффективный расчет на ЭВМ без применения спе-
циальных средств программирования.

Для определенности будем полагать, что в ЭЦ изменяется только
емкость по закону

C−1 (t)C0 = 1 + αf

(
t− t0
T

)

.

Здесь параметры постоянны. Зависимость от времени может быть до-
статочно сильной, но медленной, т.е. характерное время изменения
параметра много больше периода собственных колебаний цепи при
α = 0. Это важное допущение о медленности изменения параметра
соответствует плавному характеру базовых воздействий.

Для сравнения особенностей в описании переходных процессов
выберем две достаточно близкие цепи: чисто реактивную и высоко-
добротную. Покажем, что даже при незначительных потерях метод
описания второй цепи целесообразно выбирать из других соображе-
ний, чем метод получения переходного процесса в чисто реактивной
ЭЦ.

Цепи с плавно изменяющимися параметрами изучались и ранее.
Значительный ряд изданий посвящен, например, исследованию пара-
метрического резонанса, когда параметр изменяется по периодическо-
му закону [1]. Известны работы и по приближенным методам решения
задач с переменным, но непериодическим параметром. Механический
аналог — маятник с переменной длиной. Электрические прототипы ма-
ятника с медленным изменением параметра рассмотрены, например,
в работах [2, 3]. В этом случае основная математическая модель —
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дифференциальное уравнение линейного осциллятора без потерь с
переменной частотой. Применялись различные методы приближенно-
го решения: метод Ван-дер-Поля [4]; метод сведения к нелинейному
уравнению первого порядка (уравнению Риккати) [5]; метод Вентце-
ля – Крамерса – Бриллюэна (метод ВКБ) [6]; метод многих масштабов
[7]. Таким образом, приближенное решение задачи о линейном осцил-
ляторе с плавно изменяющейся частотой можно считать известным.
В то же время представляет интерес и другой, энергетический, подход
к указанной задаче, который в литературе не отражен. Это объясняет-
ся тем, что полная энергия чисто реактивной цепи в указанных усло-
виях не сохраняется. Однако цепь остается гамильтоновой системой
(очевидно, что справедлива теорема Лиувилля о сохранении фазово-
го объема). Поэтому в качестве математической модели цепи можно
попытаться, как и в случае консервативного контура с постоянными
параметрами, выбрать специального вида гамильтониан. С помощью
специальной производящей функции такой гамильтониан должен быть
преобразован к подходящим каноническим переменным. Эта функция
будет выбрана в настоящей работе. Новый гамильтониан допускает
усреднение, что и позволяет получить приближенное решение.

Работы, где рассматривались бы переходные процессы в высокодо-
бротной цепи с потерями и изменяющимся реактивным параметром,
неизвестны автору. Особенность такой задачи заключается в том, что
не только энергия, но и действие не являются адиабатическими ин-
вариантами. Следовательно, использовать гамильтонов подход невоз-
можно, чем объясняется необходимость выбора другого метода. Такие
методы могут быть основаны на преобразованиях независимой и зави-
симой переменных, сводящих модельные уравнения к асимптотически
приближенным уравнениям с постоянными коэффициентами [8]. По-
этому основное внимание будет уделено получению модельных урав-
нений в форме, когда эти преобразования можно применить.

Схемы. Рассмотрим две цепи с одной степенью свободы: одно-
контурная чисто реактивная цепь с переменной емкостью (рис. 1, а);
двухузловая цепь с параллельным соединением емкостного с пере-
менной емкостью, индуктивного и резистивного элементов (рис. 1, б).
Цепи находятся под параметрическим воздействием двух базовых ти-
пов. Закон изменения емкости

C−1 (t)!0 = 1 +
3

π
arcctg

t− t0
T

назовем базовым плавным перепадом (рис. 2, а), закон изменения ем-
кости

C−1 (t)!0 = 2 + cos

(

2arctg
t− t0
T

)
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Рис. 1. Реактивная (а) и диссипативная (б) линейные цепи с изменяющейся
емкостью

— базовым плавным импульсом (рис. 2, б). Плавный характер изме-
нения емкости означает, что для характерной частоты контура ω0 и
характерного масштаба изменения емкости T справедливо соотноше-
ние ω0T � 1. Заданы начальные условия при t = −∞ и поставлена
задача о нахождении переходного процесса, стремящегося к постоян-
ной величине при t =∞.

Переходные процессы в чисто реактивной цепи. Несмотря на
то, что рассматриваемая цепь без потерь консервативной не является,
воспользуемся тем не менее гамильтоновым формализмом. Введем
следующие обозначения: ω20 = 1/ (LC0); ρ =

√
L/C0; η = ω0 (t− t0) —

безразмерное время; (t − t0)/T = η/ (Tω0); Ψ(η) — потокосцепление
катушки; q (η) — заряд конденсатора; Ψ(−∞) = Ψ0, q (−∞) = q0 —
заданные начальные условия.

Запишем гамильтониан цепи в специальном виде

H =
Ψ2

2
+ C−1 (t)C0

(ρq)2

2
. (1)

Можно убедиться в справедливости (1) в качестве гамильтониана, если
составить гамильтоновы уравнения, исходя из (1), и в них перейти к
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Рис. 2. Законы изменения емкости типа базового плавного перепада (а) и
базового плавного импульса (б)

исходному времени и к параметру L. Нетрудно проверить, что эти
уравнения можно представить как обычную систему уравнений для
переменных состояния Ψ(t) , q (t). Таким образом, цепь является га-
мильтоновой системой. В то же время энергия цепи не сохраняется,
что следует из явной зависимости гамильтониана от времени.

Целесообразно перейти от обобщенной координаты Ψ(η) и обоб-
щенного импульса ρq (η) к каноническим переменным: действию I (η)
(новый импульс) и фазе θ (η)(новая координата). Переход к новым
переменным осуществляется с помощью канонического преобразо-
вания [9], которое требует знания производящей функции F . Здесь
зададим производящую функцию как

F (ρq, θ, η) =

√
C (t)−1C0

2
(ρq)2 ctg θ. (2)

Основная особенность функции (2) — ее явная зависимость от време-
ни. Далее используем известную процедуру канонического преобра-
зования [9]:

I = −
∂F

∂θ
=

√
C (t)−1C0

2
(ρq)2

1

sin2 θ
; (3)

Ψ = −
∂F

∂ (ρq)
=

√
C (t)−1C0 (ρq) ctgθ. (4)

Получим из (3)

ρq =

√√
√
√2I

1
√
C (t)−1C0

sin θ, (5)

а из (4) —

Ψ =

√

2I

√
C (t)−1C0 cos θ. (6)
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В новых переменных с использованием (5) и (6) гамильтониан (1)
преобразуется к виду

H = I

√
C (t)−1C0.

Однако гамильтониан после канонического преобразования отличает-
ся от приведенного выше гамильтониана H:

H ′ =
I

√
CC−10

+
∂F (ρq, θ, η)

∂η
. (7)

При вычислении производной следует учитывать, что берется частная
производная времени η:

∂F

∂η
(ρq, θ, η) = −

1

4ω0

√
C−1C0

Ċ

C
(ρq)2 ctgθ. (8)

В (8) точка обозначает производную емкости С по времени t.
Для получения гамильтоновых уравнений из нового гамильтониана

(7) необходимо знать частные производные:

∂

∂I

(
∂F

∂η

)

=
∂

∂I

(

−

√
C−1C0

4ω0

Ċ

C
(ρq)2 ctgθ

)

= −
1

4ω0

Ċ

C
sin 2θ;

∂

∂θ

(
∂F

∂η

)

=
∂

∂ (ρq)

(
∂F

∂η

)
∂ (ρq)

∂θ
+
∂

∂θ

(
∂F

∂η

)

.

(9)

Опуская в последнем выражении из (9) промежуточные вычисле-
ния, получаем

∂

∂θ

(
∂F

∂η

)

= −
1

2ω0

Ċ

C
I cos 2θ.

Гамильтоновы уравнения для канонических переменных в общем виде

dI

dη
= −
∂H ′

∂θ
;
dθ

dη
=
∂H ′

∂I
,

или
dI

dη
= −

∂

∂θ

(
∂F

dη

)

→
dI

dη
=
1

2ω0

Ċ

C
I cos 2θ; (10)

dθ

dη
=
∂H

∂I
+
∂

∂I

(
∂F

dη

)

→
dθ

dη
=
√
C−1C0 −

1

4ω0

Ċ

C
sin 2θ. (11)

Из (10) и (11) следует, что с точностью до малого отношения∣
∣
∣Ċ/ (ω0C)

∣
∣
∣� 1 (эквивалентно ω0T � 1) существуют равенства

θ (η) ≈
√
C−1C0η + θ0;

dI

dη
≈ 0→ I (η) ≈ I0. (12)
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Равенства (12) можно получить более корректно, усредняя (11) и
(12) по “быстрой” фазе θ и полагая плавно изменяющуюся емкость
постоянной. Асимптотически постоянное действие I называют адиа-
батическим инвариантом этой задачи. В цепи с потерями такого инва-
рианта уже не существует.

Получив асимптотически пригодные (приближенные) действие и
фазу, можно вернуться к исходным переменным в силу (5) и (6):

q (η) = ρ−1

√
2I0√
C−1C0

sin
(√
C−1C0η + θ0

)
; (13)

Ψ(η) =

√
2I0
√
C−1C0 cos

(√
C−1C0η + θ0

)
. (14)

Чтобы найти переходной процесс, необходимо в уравнениях (13) и
(14) перейти к заданным начальным условиям при t = −∞. Нетрудно
показать, что

2I0 =
√
C−1 (−∞)C0ρ

2q20 +
(√
C−1 (−∞)C0

)−1
Ψ20; θ0 =

= arcctg

[√
C−1 (−∞)C0

ρq0

Ψ0

]

. (15)

Выражения (13)–(15) совместно с базовыми законами изменения
емкости дают возможность построить переходные процессы на ком-
пьютере (рис. 3).

Переходные процессы в высокодобротной цепи. Цепь с потеря-
ми, возбуждаемая параметрически, гамильтоновой системой не явля-
ется. Переходной процесс стремится к устойчивому состоянию равно-

Рис. 3. Переходной процесс q (η)q (η)q (η) в чисто реактивной цепи при законах
изменения емкости типа плавного перепада (а) и плавного импульса (б)
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весия, т.е. фазовый объем сжимается (несправедлива теорема Лиувил-
ля). В этом случае гамильтониана не существует. Поэтому в качестве
модели выберем приведенное дифференциальное уравнение, которое
следует из очевидной системы уравнений для переменных состояния
(эти уравнения не приводятся к гамильтоновым):

dq

dt
+
Ψ

L
+R−1

dΨ

dt
= 0; q = C

(
t− t0
T

)
dΨ

dt
.

Эта система сводится к уравнению второго порядка (уравнение не ла-
гранжева типа, но близко по форме к самосопряженному уравнению)

d

dt

[
C
(
t−t0
T

)

C0

dΨ

dt

]

+
dΨ

dt
+
Ψ

C0L
= 0.

Введем следующие обозначения: τ = C0R; η = (t−t0)/τ ; ρ =
√
L/C0;

Q = R/ρ � 1 — большая добротность. Тогда приведенное уравнение
примет вид

f2 (η)
d2Ψ

d2η
+ f1 (η)

dΨ

dη
+Q2Ψ = 0, (16)

где f2 (η) =
[
C−1

(
η
τ

T

)
C0

]−1
; f1 (η) = 1 +

df2 (η)

dη
.

В (16) введем новую независимую переменную ζ (η)=

η∫

−∞

√
1

f2 (η)
dη

и новую функцию Ξ (ζ) = Φ (η)Ψ (η), где

Φ (η) = f2 (η)
−
1
4 exp



1
2

η∫

−∞

f1 (η)

f2 (η)
dη



 . (17)

Преобразование независимой переменной и искомой функции,
представленной выше, есть преобразование Лиувилля [8]. Оно приво-
дит уравнение (16) к нормальной форме Лиувилля [8]:

d2Ξ

dζ2
+
[
Q2 + ϕ (ζ)

]
Ξ = 0, (18)

где ϕ (ζ) =
1

2

d

dζ

(
1

f2

)

f 22

dΦ (η)

dζ

Φ (η)
−f2

d2Φ (η)

dζ2

Φ (η)
— функция, ограниченная

по модулю малой величиной, поскольку зависит только от производ-
ных плавно меняющихся функций Φ (η) по безразмерному времени и
не зависит от максимумов модулей последних. Это можно показать,
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получив после несколько громоздких расчетов следующее:

f2

d2Φ (η)

dζ2

Φ (η)
=

−
1

2
f2
df2

dη

dΦ (η)

dη
+ f 22

d2Φ (η)

dη2

Φ (η)

и

1

2

d

dζ

(
1

f2

)

f 22

dΦ (η)

dζ

Φ (η)
= −
1

2
f2 (η)

df2

dη

dΦ (η)

dη

Φ (η)
.

Таким образом, в (18) в диапазоне −∞ < η <∞ имеем пренебрежимо
малую величину |ϕ (ζ)| � Q2, поскольку по условию цепь является
высокодобротной. Уравнение (18) можно решать методом теории воз-
мущений. Ограничившись нулевым приближением, получим прибли-
женно

Ξ (ζ) ≈ Ξ0 cos (Qζ + α0) .

Откуда Ψ(η) = Ξ (ζ (η)) Φ−1 (η). Если подставить в это равенство вве-
денную выше замену ζ (η) и функциональный множитель (17), то име-
ем

Ψ(η) ≈ Ξ0 cos (Qζ (η) + α0) f2 (η)
1
4 exp



−
1

2

η∫

−∞

f1 (η)

f2 (η)
dη



 =

= Ξ0 cos



Q

η∫

−∞

f−12 (η) dη + α0



 f2 (η)
1
4 exp



−
1

2

η∫

−∞

f1 (η)

f2 (η)
dη



 . (19)

Если вернуться к закону изменения емкости, то после очевидных пре-
образований из (19) получим

Ψ(η) ≈ Ξ0 cos



Q

η∫

−∞

√

C−1
(
η
τ

T

)
C0dη + α0




[
C−1

(
η
τ

T

)
C0

]− 1
4
×

× exp



−
1

2

η∫

−∞

[
C−1

(
η
τ

T

)
C0

]
dη



 . (20)

Начальные условия для переходного процесса при η = −∞ будем за-
давать как Ξ0, α0. Отношение τ/T = RC0/T = Q/(Tω0) при большой
добротности (Q� 1) и плавном изменении параметра (Tω0 � 1) мо-
жет быть либо соизмеримым с единицей, либо больше или меньше
единицы. Согласно (20), это влияет на характер переходного процес-
са, что становится очевидным, если выполнить замену переменной
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μ = ητ/T = ηQ/(ω0T ):

Ψ(μ) ≈ Ξ0 cos







ω0T

μ
ω0T
Q∫

−∞

√
C−1 (μ)C0dμ+ α0








[
C−1 (μ)C0

]−1
4 ×

× exp







−
1

2

ω0T

Q

μ
ω0T
Q∫

−∞

[
C−1 (μ)C0

]
dμ







. (21)

По формуле (21) проведен расчет, результаты которого представле-
ны на рис. 4.

Выводы. Аналитически описаны характерные изменения емкости
(монотонно между двумя уровнями и при возврате к исходному уров-
ню), позволяющие корректно сформулировать задачи о двух типах
базовых переходных процессов как реакции на указанные выше изме-
нения.

Показано, что при анализе чисто реактивных ЭЦ с плавно изменя-
ющимися параметрами может быть использован гамильтонов форма-
лизм, что дает возможность приближенно описать переходные процес-
сы в терминах действие–фаза. Указана производящая функция, по ко-
торой выполнен переход к канонически сопряженным переменным для
цепей рассматриваемого класса. Для высокодобротной цепи в форме,
удобной для последующих асимптотически верных преобразований,
определено модельное уравнение. Это позволило найти приближение

Рис. 4. Переходной процесс Ψ(μ)Ψ (μ)Ψ (μ) в высокодобротной цепи при законах измене-
ния емкости типа плавного перепада (а) и плавного импульса (б)
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переходного процесса и для высокодобротной цепи, когда гамильтонов
формализм не правомерен.

Численное определение переходного процесса по исходной (точ-
ной) модели значительно затруднено даже с использованием ЭВМ.
В то же время приближенный анализ, представленный в настоящей
работе, делает получение изображения переходного процесса вполне
доступным, о чем свидетельствуют полученные зависимости.
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