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Разработана математическая модель многоуровневой структуры трехслой-
ного материала с сотовым заполнителем на основе тканевого композита,
позволяющая рассчитывать эффективные упругие и прочностные характе-
ристики материала. Модель основана на использовании метода асимпто-
тического осреднения иерархических периодических структур. Представлены
примеры численных конечно-элементных расчетов сотовых структур. Разра-
ботана технология изготовления трехслойного сотового композиционного ма-
териала на основе стеклотканей, модифицированного винилэфирного связую-
щего и стеклосотопласта с применением метода инфузии. Проведено деталь-
ное компьютерное моделирование напряженно-деформированного состояния
панели из трехслойного сотового материала при четырехточечном изгибе, ко-
торое позволило выявить особенности разрушения такого типа конструкций
вследствие локальных напряжений сдвига в зонах приложения нагрузки.
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Mathematical model of multi-level structure of three-layer sandwich material with
honeycomb core based on woven composite are developed. This model allows
calculating the effective elastic and the strength characteristics of the material. Model
is based on the use of asymptotic homogenization method of hierarchical periodic
structures. Samples of numerical finite element computations of honeycomb structures
are presented. The manufacture technology of sandwich honeycomb composite
material based on glass-fiber clothes, modified vinil-aether binder and glass-fiber-
reinforced honeycomb is developed using infusion method. The detailed computer
simulation of stress-strain state for panel made of three-layer honeycomb material at
four-point bending was performed. It allowed revealing destruction features of such
type of constructions due to local shear stresses within working area of power load.

Keywords: sandwich honeycomb composite material, asymptotic homogenization
method, multi-level structure, computer modeling, finite element method, physical
and mechanical properties, four-point bending, infusion technology.

Введение. Трехслойные (сэндвичевы) конструкции [1, 2], состо-
ящие из внешних силовых обшивок и облегченного заполнителя, в
качестве которого используются сотовые элементы, пенопласты, под-
крепляющие элементы различной геометрической формы широко при-
меняются в различных областях техники (в авиации, судостроении, ма-
шиностроении и др.). Как правило, при проектировании трехслойных
конструкций требуется подобрать такое соотношение толщин обшивок
и заполнителя, которое обеспечило бы заданные значения изгибной
жесткости при минимальной плотности материала и выполнение тре-
бований по отсутствию разрушений в конструкции при комплексном
воздействии изгибных напряжений и напряжений сдвига. В настоящее
время расчет напряженно-деформированного состояния трехслойных
сотовых конструкций осуществляется на основе теории изгиба трех-
слойных пластин [3, 4], а расчет жесткостей и прочности — на основе
приближенных аналитических методов, реализованных на несколь-
ких допущениях относительно характера распределения напряжений
и деформаций в обшивке и заполнителе. Указанные подходы не могут
обеспечить требуемой точности результатов расчетов, особенно проч-
ности на межслойные сдвиг и изгиб. Цель настоящей работы — разра-
ботка методики расчета упруго-прочностных характеристик трехслой-
ных сотовых конструкций (ТСК), проектирование с ее помощью ТСК
на основе стеклопластиковых обшивок и стеклосотопласта, а также
разработка технологии изготовления ТСК с учетом рекомендаций по
результатам моделирования конструкции.

Модель многоуровневой структуры ТСК. Трехслойная сото-
вая конструкция на основе стеклосотопласта имеет ярко выраженную
трехуровневую структуру (рис. 1). Первый уровень представляет мно-
гослойный материал, состоящий из слоев внешней и внутренней об-
шивок, а также сотового заполнителя. Второй структурный уровень
образован ячейками периодичности (ЯП) сотового заполнителя ЯП2а,
а также ячейками периодичности тканевых обшивок ЯП2b, третий
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Рис. 1. Модель трехуровневой структуры ТСК

уровень — ячейками периодичности тканевого композита ЯП3, обра-
зующего стенки сотового заполнителя.

Согласно методу асимптотического осреднения (МАО) для вычи-
сления эффективных упругих и прочностных характеристик много-
уровневых структур каждой ЯП решается специальная локальная за-
дача теории упругости.

Локальная задача Lpq для ЯП3 V ξ1 , представляющей собой фраг-
мент ткани, образованный переплетением двух систем волокон (см.
рис. 1), имеет следующий вид:

σij(pq)/j = 0 в Ṽξ;
σij(pq) = Cijkl(ξs)εkl(pq) в Ṽξ ∪ Σ′s ∪ Σs;

εij(pq) =
1

2

(
Ui(pq)/j + Uj(pq)/i

)
в Ṽξ;

[Ui(pq)] = 0, [σij(pq)]nj = 0 на Σ̃ξαN ,

(1)

68 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 5



где p, q — индексы локальных задач, изменяющиеся в пределах от 1
до 3 (всего девять различных задач Lpq); σij(pq), εkl(pq) — компонен-
ты тензоров напряжений и деформаций в Ṽξ; Ui(pq) (ξs) — компоненты
векторов перемещений (искомые неизвестные функции задачи); ξs —
“локальные” безразмерные декартовы координаты в 1/8 ЯП, значения
которых изменяются на отрезке 0 ≤ ξs ≤ 0,5; /i = ∂/∂ξi — опера-
торы дифференцирования по локальным координатам; [Ui(pq)] — скач-
ки функций на поверхностях раздела Σ̃ξαN компонентов композита,
α = 1, . . . , N − 1 — номер слоя; Cijkl(ξs) — компоненты тензоров мо-
дулей упругости структурных компонентов композита (армирующих
нитей и матрицы).

Компоненты тензора модулей упругости нити в единой системе
координат Oξi ЯП3 вычисляются по формулам

C
(α)
ijkl(ξ

l) = C
(α)
ijkl
′Q
(α)m
i (ξk)Q

(α)n
j (ξk)Q

(α)s
k (ξk)Q

(α)r
l (ξk),

где Q(α)mi (ξk) — матрицы поворота на угол ϕα(ξk) из единой системы
координат к собственной системе Oξ′i, связанной с ориентацией нити;
C
(α)
ijkl
′ — компоненты тензора модулей упругости прямолинейной нити.
Система (1) дополняется граничными условиями на торцевых по-

верхностях Σ′s = {ξs = 0,5} 1/8 ЯП3 [5, 6]:

на Σ′i : Ui(pp) =
1

2
ε̄ppδip, Uj(pp)/i = 0, Uk(pp)/i = 0, i 6= j 6= k 6= i;

на Σ′j : Ui(pq) =
1

4
ε̄pqδip, Uj(pq)/j = 0, Uk(pq) = 0, i, j = {p, q};

на Σ′k : Ui(pq)/k = 0, Uj(pq)/k = 0, Uk(pq) = 0, i 6= j 6= k 6= i, p 6= q.
(2)

Здесь ε̄pq — заданные компоненты осредненного тензора деформации,
являющиеся входными данными для задачи Lpq. Граничные условия
на плоскостях симметрии Σs = {ξs = 0} аналогичны соотношениям
(2), в которых следует принять ε̄pq = 0.

После численного решения задач Lpq находим поля перемещений
Uαi(pq) и напряжений σij(pq)(ξk) в ЯП3 при заданных значениях средних
деформаций ε̄kl. С их помощью можно определить компоненты тензо-
ра эффективных модулей упругости для ЯП3 C̄ijpq = σ̄ij(pq)/ε̄pq (по p
и q суммирования нет), средние напряжения в ЯП3 составляют

〈σij〉 =
3∑

p,q

σ̄ij(pq),

где σ̄ij(pq) =
〈
σij(pq)

〉
=

∫

Ṽξ

σij(pq)(ξk)dVξ.
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Далее рассчитываем эффективный тензор упругих податливостей
Π̄ijpq, являющийся обратным к тензору C̄ijpq.

Компоненты тензоров концентраций напряжений Bαijkl, связываю-
щие микронапряжения в матрице и нитях со средними напряжениями
в композите σ(α)ij (ξk) = B

(α)
ijkl(ξk)σ̄kl, ξk ∈ Ṽξα, α = 1, . . . , 3, вычисляют-

ся по следующим формулам [7–10]:

B
(α)
ijpq(ξk) = σij(kl)(ξk)Π̄klpq, ξk ∈ Ṽξα, α = 1, . . . 3,

где σ(α)ij (ξk) =
3∑

p,q

σij(pq)(ξk). Напряжения в нитях σ(α)ij
′(ξk) в собствен-

ной системе координат Oξ′i находят с помощью матриц поворота:
σ
(α)
ij
′(ξk) = σ

(α)
ln (ξk)Q

(α)l
i (ξk)Q

(α)n
j (ξk).

Критерий прочности изотропной матрицы в составе ЯП3 (вне ни-
тей) выберем в виде модифицированного критерия прочности типа
Писаренко – Лебедева [10], который образован совокупностью трех от-
дельных критериев разрушения: при разрушении и сжатии прочность
описывается критерием Мизеса; при совместном нагружении — кри-
терием типа Ягна:

σ(3)u = σTm, если σ(3) > σTm; σ
(3)
u = σCm, если σ(3) < −σCm;

B1σ
(3) + B0σ

(3)2 + B2σ
(3)2
u = 1, если − σCm < σ

(3) < σTm,

где B1 =
σCm − σTm
σCmσTm

, B0 =
1

σCmσTm
−

1

3σ2Sm
, B2 =

1

3σ2Sm
— коэф-

фициенты; σ(3) = σ(3)ii и σ(3)u — первый и второй инварианты тензора
напряжений [11]; σCm, σTm, σSm — пределы прочности матрицы на
сжатие, растяжение и сдвиг.

Критерий прочности α нити формулируется в собственной системе
координат [12]: z(α)1 (σ

(α)
ij
′) = 1 или z(α)2 (σ

(α)
ij
′) = 1, где z(α)1 , z(α)2 — па-

раметры, описывающие накопление повреждений вследствие разрыва
отдельных моноволокон в нити и растрескивания матрицы в составе
нити без разрушения моноволокон соответственно,

z
(α)
1 =

∣
∣
∣σ(α)αα ′

∣
∣
∣+ σ(α)αα ′

2σT l
+

∣
∣
∣σ(α)αα ′

∣
∣
∣− σ(α)αα ′

2σCl
, α = 1, 2;

z
(α)
2 =

1

12σ2St

(
Y 22 + 12kY Y

2
4 + 3Y

2
3

)
+

+

(
1

σ2Ct
−
1

3σ2St

)

Y 2− +

(
1

σ2Tt
−
1

3σ2St

)

Y 2+.

(3)

Здесь обозначены инварианты тензора напряжений σ(α)ij
′ относительно
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группы трансверсальной изотропии [13]

Y2 = σ
(α)
33
′+σ

(α)
ββ
′; Y 23 =

(
σ
(α)
33
′ − σ(α)ββ

′
)2
+4σ

(α)2
3β

′; Y 24 = σ
(α)2
3α

′+σ
(α)2
12

′;

(4)

Y± =
|Y2| ± Y2
2

; kY =

(
Bm3

Bm1

)2
.

В формулах (3) σTt, σCt, σSt, σSl, σCl, σT l — прочности нити при попе-
речном растяжении; поперечном сжатии, поперечном сдвиге, продоль-
ном сдвиге, продольном сжатии, при продольном растяжении. Пере-
численные величины определяют по формулам, приведенным в рабо-
те [12].

Для предельных значений средних напряжений σ̄kl, при которых
происходит первое микроразрушение в матрице или в нитях в какой-
либо одной точке ξk∗ ∈ Ṽξα в момент времени t∗, реализуем процесс
линейного нагружения σ̄kl(t) = σ̃klt композита, где σ̃kl — компоненты
тензора скоростей изменения напряжений. Тогда из (3) и (4) получаем
условие первоначального разрушения композита

max{z(α)1 (Q
(α)l
i (ξ

∗
r )Q

(α)n
j (ξ∗r )B

(α)
lnkm(ξ

∗
r )σ̄km(t

∗)),

z
(α)
2 (Q

(α)l
i (ξ

∗
r )Q

(α)n
j (ξ∗r )B

(α)
lnkm(ξ

∗
r )σ̄km(t

∗),

z(3)(B
(3)
lnkm(ξ

∗
r )σ̄km(t

∗))} = 1,

(5)

где ξ∗r — координаты точки в ЯП, в которой происходит выполнение
условия (5); t∗ — момент времени, при котором впервые выполняется
условие (5); σ̄km(t∗) — предельные напряжения, при которых проис-
ходит первичное разрушение композита. По мере дальнейшего увели-
чения значений средних напряжений σ̄km(t) условие разрушения (5)
выполняется в большем числе точек ξ∗r ЯП, т.е. происходит процесс
распространения микроразрушения. При тех значениях σ̄km(t∗∗), при
которых реализуется условие

max{z(α)2 (Q
(α)l
i (ξ

∗∗
r )Q

(α)n
j (ξ∗∗r )B

(α)
lnkm(ξ

∗∗
r )σ̄km(t

∗∗))} = 1,

происходит частичное разрушение нитей за счет разрушения находя-
щейся в них части матрицы. При значениях σ̄km(t∗∗∗), при которых
выполняется условие

max{z(α)1 (Q
(α)l
i (ξ

∗∗∗
r )Q

(α)n
j (ξ∗∗∗r )B

(α)
lnkm(ξ

∗∗∗
r )σ̄km(t

∗∗∗))} = 1,

происходит полное разрушение композита вследствие разрыва моно-
волокон в нитях.

Нагружаем композит по девяти различным лучам нагружения: по
трем главным направлениям в пространстве напряжений σ̃αα > 0
(положительное и отрицательное направления), остальные σ̃kl = 0,
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α = 1, . . . , 3; и по трем направлениям сдвига σ̃αβ 6= 0 (α 6= β),
остальные σ̃kl = 0, α = 1, . . . , 3. Рассчитывая с учетом методики, при-
веденной выше, предельные значения соответствующих напряжений
σ̄km(t

∗∗∗) вдоль каждого луча, находим девять эффективных пределов
прочности тканевого композита, соответствующего ЯП3:

σTα = σ̄αα(t
∗∗∗) при σ̃αα > 0;

σCα = |σ̄αα(t
∗∗∗)| при σ̃αα < 0, σSαβ = σ̄αβ(t

∗∗∗).

Методика расчета упругих и прочностных характеристик тканевых
обшивок МПКМ ДКЗ для ЯП2b совершенно аналогична изложенной
методике для ЯП3.

Для расчета эффективных упругих характеристик для ЯП2а также
используется решение локальной задачи (1), (2), в которой вместо пор
сотового заполнителя рассматривается фиктивная упругая изотропная
среда с модулем упругости, в 3 раза меньшим модуля упругости ма-
трицы тканевого сотового заполнителя. Алгоритм решения локальных
задач аналогичен представленному выше.

Результаты численного моделирования. Численные расчеты
упруго-прочностных характеристик проводились для тканевого ком-
позита с простейшим сатиновым типом переплетения. Матрица ком-
позита — эпоксидная c характеристиками [12] σmT = 0,016ГПа,
σmC = 0,025ГПа, σmS = 0,015ГПа, Em = 3,3ГПа; νm = 0,35.
Моноволокна в нитях — стеклянные со характеристиками [12, 14]
σ̄f = 2,2ГПа, γ = 1, β = 3,7, H0 = 3,0, ωf = 0,33, sf = 0,07,
rf = 0,25, Ef = 250ГПа, νf = 0,25.

Расчетная диаграмма деформирования стеклопластиковой обшив-
ки при растяжении в направлении основы показана на рис. 2. На диа-
грамме наблюдается излом, обусловленный появлением микротрещин
в матрице, экспериментально эти поперечные к направлению растяже-
ния микротрещины хорошо обнаруживаются (рис. 3). После растрес-
кивания матрица воспринимает нагрузки только в направлении, орто-
гональном к направлению плоскости трещин. Согласно рис. 2, имеет
место хорошее совпадение расчетных и экспериментальных данных.

Результаты компьютерного моделирования компонент тензора кон-
центрации напряжений B1111 иB1212 в сотовом заполнителе приведены
на рис. 4, а, результаты расчетов параметра повреждаемости в сотовом
заполнителе — на рис. 4, б. При поперечном растяжении сотового за-
полнителя его разрушение происходит в зонах искривления заполни-
теля вблизи места склейки гофр. При продольном сдвиге разрушение
происходит в месте соединения двух склеенных гофр, а при попереч-
ном сдвиге — в месте их искривления.
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Рис. 2. Расчетная (1) и экспериментальные (2) диаграммы деформирования
образцов стеклопластиковых обшивок при растяжении в направлении основы

Рис. 3. Образцы стеклопластиковых обшивок после испытаний на растяжение

Программное обеспечение, на котором проводилось многомас-
штабное компьютерное моделирование материала МПКС ДКЗ, разра-
ботано в Научно-образовательном центре “Суперкомпьютерное инже-
нерное моделирование и разработка программных комплексов” (НОЦ
СИМПЛЕКС) МГТУ им. Н.Э. Баумана [7, 9, 10].

Разработка технологии изготовления ТСК. Для изготовления
панелей ТСК был выбран метод вакуумной инфузии, который широ-
ко применяется для создания композитных конструкций, в том числе
сложной геометрии. Этот метод заключается в заполнении жидким
полимерным связующим пространства в предварительно отвакууми-
рованном армирующем материале.

В качестве внешних силовых обшивок разрабатываемой ТСК бы-
ло решено изготовить методом вакуумной инфузии стеклопластик
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Рис. 4. Компонента тензора концентрации напряжений B1111B1111B1111 (а) и B1212B1212B1212 (б)
для сотового заполнителя из стеклопластика и области разрушения сотового
заполнителя из стеклопластика (концентрация 0,04) при растяжении по
направлению Oξ1Oξ1Oξ1 (в) и при сдвиге в плоскости ξ1ξ2ξ1ξ2ξ1ξ2 (г)

на основе стеклорогожи STR 024/500/125 и модифицированного ви-
нилэфирного связующего. В качестве дискретно-ортотропного запол-
нителя был выбран сотовый заполнитель — стеклосотопласт ССП-1-
4,2 с открытыми ячейками. Технология изготовления ТСК состояла из
двух этапов:

1) методом вакуумной инфузии изготовляли стеклопластиковые об-
шивки толщиной 2. . . 3 мм (четыре слоя стеклорогожи);

2) с помощью вакуумного мешка обшивки приклеивали к сотовым
панелям различными способами:

— тем же связующим, которое применялось при изготовлении об-
шивок методом вакуумной инфузии, за одну технологическую опера-
цию;

— тем же связующим за две технологические операции (сначала
приклеивалась обшивка с одной стороны, для чего собирался вакуум-
ный мешок, затем приклеивалась обшивка с другой стороны, для чего
собирался новый вакуумный мешок);

— с помощью клея ВК-27 за одну технологическую операцию.
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Клей ВК-27 использовали как клей холодного отверждения, пред-
ставляющий собой эпоксидную композицию, состоящую из смеси
эпоксидных и полиамидных смол, наполнителя, каучука со сшиваю-
щим агентом, модифицированных кремнийорганических соединений.
Этот клей был выбран для приклеивания обшивок к сотовым панелям,
поскольку склеивает при температуре окружающей среды, что важно
при изготовлении крупногабаритных изделий и рекомендован для кле-
евых соединений, работающих в диапазоне температур – 60. . . + 80◦С.

По указанной технологии были получены панели из ТСК габарита-
ми 500×500 мм (рис. 5), за одну технологическую операцию на этапе 1
изготавливали 10 силовых обшивок, а за одну операцию на этапе 2 —
пять панелей ТСК. Далее из панелей были вырезаны плоские образцы
для проведения испытаний на четырехточечный изгиб.

Компьютерное моделирование испытаний панели ТСК при
четырехточечном изгибе. Для идентификации результатов испы-
таний было проведено компьютерное моделирование трехмерного
напряженно-деформированного состояния панели ТСК при четырех-
точечном изгибе. Точечное приложение нагрузки, которое реализуется
в эксперименте в этом виде испытаний, в расчетах моделировалось
распределенной нагрузкой, действующей на площадке шириной 2 мм,
соответствующей толщине обшивки. Конечно-элементная сетка, сге-
нерированная для задачи о четырехточечном изгибе, а также поля
продольного (изгибного) напряжения σxx и напряжения сдвига σxy в
панели из ТСК показаны на рис. 6.

Результаты трехмерного компьютерного моделирования показали,
что максимальные значения изгибных и касательных напряжений σxx
реализуются в зоне приложения нагрузки и действия опор (рис. 5 и
рис. 6, а), причем эти локальные максимумы напряжений превосхо-
дят “инженерные теоретические” (балочные) значения изгибающих
напряжений σxx и касательных напряжений σxy, возникающих в се-
редине панели, примерно в 2,3 раза. Это означает, что разрушение

Рис. 5. Панель ТСК на этапе сборки обшивок и сотового заполнителя перед
вакуумированием
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Рис. 6. Поле продольного напряжения σxxσxxσxx (а) в обшивках ТСК (сотовый запол-
нитель не показан) и поле напряжения сдвига σxyσxyσxy (б) в сотовом заполнителе
ТСК (показан только заполнитель без обшивок) при четырехточечном изгибе

панели из ТСК в испытаниях на четырехточечный изгиб происходит
не вследствие отслоения обшивки от сотового заполнителя в середине
панели, а в результате локального нарушения адгезии в зоне контакта
с опорой. Полученные в эксперименте значения изгибной прочности
от растяжения σB1 и от сдвига σBS1 панели из ТСК не являются харак-
теристиками материала. Они относятся только к конкретной панели с
конкретными размерами при испытаниях на четырехточечный изгиб,
и при переходе к испытаниям панелей иных размеров и при другом
нагружении должны определяться из дополнительных экспериментов,
либо рассчитываться по разработанной компьютерной модели. Таким
образом, разработка компьютерной модели материала и ее применение
для расчета прочностных характеристик материала в составе крупно-
габаритных конструкций — составная часть общего процесса проек-
тирования изделий из ТСК.

Сравнительные экспериментальные и расчетные диаграммы де-
формирования (зависимость нагрузки P от прогиба w) панели из
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Рис. 7. Расчетная (1) и экспери-
ментальная (2) диаграммы де-
формирования ТСК при четы-
рехточечном изгибе

ТСК (склейка клеем ВК-27) при че-
тырехточечном изгибе приведена на
рис. 7. Результаты компьютерного мо-
делирования обеспечивают достаточ-
но хорошее совпадение с эксперимен-
том как по самому наклону диаграммы
P (w), так и по предельным значени-
ям нагрузки, при которых происходит
разрушение панели. Расчетные значе-
ния укладываются в диапазон стати-
стического разброса эксперименталь-
ных значений.

Выводы. Разработана математическая модель многоуровневой
структуры трехслойного материала с стеклосотовым заполнителем и
обшивками на основе тканевого композита. Модель, основанная на
МАО иерархических многоуровневых периодических структур, по-
зволяет определять эффективные упругие и прочностные характери-
стики трехслойного материала. В целях валидации указанной модели
приведены примеры численных конечно-элементных расчетов сото-
вых структур. Создана технология изготовления трехслойного сотово-
го композиционного материала на основе стеклотканей, модифициро-
ванного винилэфирного связующего и стеклосотопласта с использо-
ванием метода инфузии. Проведенное компьютерное моделирование
напряженно-деформированного состояния панели из трехслойного со-
тового материала при четырехточечном изгибе позволило выявить осо-
бенности разрушения такого типа конструкций, вызванного локаль-
ными напряжениями сдвига в зонах приложения нагрузки. Сравнение
расчетной диаграммы деформирования ТСК при изгибе с эксперимен-
тальной диаграммой показало достаточно высокую точность матема-
тической модели и разработанной вычислительной технологии.
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