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Продолжено исследование математической задачи оптимального управления,
сформулированной на основе закрытой динамической модели трехсекторной
экономики. Состояние системы описано набором функций удельного капита-
ла в каждом секторе; параметр управления — величина, характеризующая
объем удельных инвестиций фондосоздающего сектора, играющего ключевую
роль в экономической системе. Решение поставленной задачи оптимального
управления основано на использовании принципа максимума Понтрягина. Для
основных видов функции управления, удовлетворяющих условию максимума,
получены явные аналитические представления для решений системы уравне-
ний дифференциальной связи относительно функций состояний, а также для
системы сопряженных уравнений. С учетом аналитических результатов раз-
работана процедура определения оптимального управления, которая может
быть реализована численными методами.
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The research of a math problem of the optimum control, formulated based on closed-
form dynamic model of three-sector economy is continued. State of the system is
described by set of specific capital functions in each sector; control parameter is
a value characterizing the amount of specific investments of fund-generating sector,
which is the key factor in economic system. Solution of assigned problem of optimal
control is based on usage of Pontryagin’s maximum principle. For the main types of
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of optimum control was developed. The procedure can be realized by numerical
techniques.
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Введение. В работе [1] была поставлена математическая задача
оптимального управления инвестициями в закрытой динамической
модели трехсекторной экономики. Эта задача была сформулирована
в виде классической задачи оптимального управления на заданном
конечном интервале времени с закрепленным левым концом траек-
тории. Теоретическую основу исследования составил принцип мак-
симума Понтрягина. Общая теория оптимального управления, соста-
вляющая содержание принципа максимума, изложена в работах [2–5],
а вопросы, связанные с применением принципа максимума в зада-
чах управления экономическими системами, — в работах [6–9]. Бы-
ло проанализировано основное условие, входящее в принцип макси-
мума, — условие максимума функции Понтрягина. Установлено, что
функции u1∗(t), задающие оптимальное управление, имеют аналити-
ческое устройство, определяемое соотношением (9), приведенным в
работе [1], и зависят от знака некоторой вспомогательной функции
Q(t) = Q(p0(t), p1(t), p2(t)), называемой функцией переключений, ко-
торая в свою очередь аналитически выражается через сопряженные
переменные p0(t), p1(t), p2(t).

Основная особенность дальнейшего исследования рассматрива-
емой задачи оптимального управления заключается в том, что со-
пряженные переменные, а следовательно, и функция переключений
Q(t), зависят от функции управления u1(t). Таким образом, возникает
весьма сложная система взаимосвязанных соотношений, состоящая из
уравнений дифференциальной связи ((4) см. [1]), сопряженных урав-
нений ((6) см. [1]) и условий трансверсальности ((7) см. [1]). В на-
стоящей работе эта система будет аналитически исследована при сле-
дующих дополнительных предположениях: функция переключений
меняет знак в конечном числе изолированных точек и не существует
интервалов положительной длины, на которых эта функция тожде-
ственно равна нулю. С позиции характера управления это означает,
что функция, задающая оптимальное управление, кусочно-постоянна,
принимает только два возможных значения (0 или 1), а переключения
управления, т.е. изменения этих значений, происходят конечное чи-
сло раз на заданном интервале времени [0, T ]. Отметим, что именно
такие управления являются оптимальными в некоторых классических
задачах теории управления [3, 4, 6, 8–10]. В результате проведенного
исследования будет разработана численно-аналитическая процеду-
ра определения функций состояний k0(t), k1(t), k2(t) и управления
u1(t), удовлетворяющих необходимым условиям экстремума в форме
принципа максимума.

Сделаем некоторое предварительное замечание об особенностях
проводимого аналитического исследования.

102 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4



Обозначим через τ1, τ2, . . . , τr, 0 < τ1 < ∙ ∙ ∙ < τr < T , 1 ≤ r < ∞,
точки переключения управления на интервале [0, T ]. Тогда можно за-
фиксировать значение функции управления на каждом интервале меж-
ду соседними точками переключения, а значения в точках переключе-
ния дополнить из условия непрерывности справа. Таким образом, на
каждом интервале между соседними точками переключения будут пол-
ностью заданы правые части уравнений дифференциальной связи.

В моменты переключения управления изменяется вид уравнений
дифференциальной связи. Функции k0(t), k1(t), k2(t) будут задавать-
ся различными аналитическими выражениями на разных интервалах
времени между соседними точками переключения, но сохранят не-
прерывность во всех точках t ∈ [0, T ], включая точки переключе-
ния. Аналогичными особенностями обладают и функции p0(t), p1(t),
p2(t). Такие особенности функций, играющих роль основных и со-
пряженных переменных, будут использованы далее для нахождения
их аналитических представлений. Именно, уравнения дифференци-
альной связи можно решать последовательно на интервалах време-
ни [0, τ1], [τ1, τ2], . . . , [τr, T ]. При решении уравнений на интервале
[τk, τk+1] в качестве граничного условия можно использовать най-
денные на предыдущем шаге значения функций состояний в точке
τk, k = 0, 1, . . . , r, τ0 = 0. Аналогично можно решать и системы
сопряженных уравнений на указанных интервалах между точками
переключений. Такие действия будут выполняться последовательно
на интервалах [τr, T ], [τr−1, τr], . . . , [0, τ1]. При решении уравнений на
интервале [τk, τk+1] в качестве граничного условия следует исполь-
зовать определенные на предыдущем шаге значения сопряженных
переменных в точке τk+1, k = r, r − 1, . . . , 0; τr+1 = T .

Теоретически функция управления может иметь произвольное ко-
нечное число скачков (переключений управления) на конечном интер-
вале времени. Однако в настоящей работе ограничимся рассмотрени-
ем следующих основных вариантов поведения функции управления:
двух вариантов без переключения и двух вариантов с одним пере-
ключением, которое происходит в некоторой фиксированной точке τ ,
0 < τ < T . Отметим, что вариант с произвольным конечным числом
переключений управления может быть аналитически исследован ана-
логично варианту с одним переключением. Перейдем непосредствен-
но к исследованию различных вариантов решений системы сопряжен-
ных уравнений.

Исследование сопряженных уравнений. Сопряженное уравнение
относительно функции p1(t), входящее в систему (6), приведенную в
работе [1], зависит явно от функции управления u1(t). Кроме того,
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в сопряженные уравнения входят функции k1(t), k2(t), выражающие
состояния системы, которые также зависят от функции управления.

Запишем полное решение системы сопряженных уравнений для
вариантов, когда функция управления не имеет переключений.

I. Пусть Q(p0, p1, p2) > 0 при t ∈ [0, T ]. В соответствии с принци-
пом максимума (9) (см. [1]) u1 = 1, t ∈ [0, T ]. В таком варианте система
сопряженных уравнений (6), приведенная в работе [1], принимает вид

ṗ0(t) = λ0p0(t);

ṗ1(t) =
[
λ1 − A1α1k

α1−1
1 (t)

]
p1(t);

ṗ2(t) = λ2p2(t)− B2e
−δtα2k

α2−1
2 (t).

(1)

Запишем решение системы уравнений (1). Отметим, что в данном ва-
рианте управления функции k1(t) и k2(t) сохраняют единую форму.
Сопряженные функции задаются едиными аналитическими выраже-
ниями на всем временно́м интервале [0, T ]:

p0(t) = ψ
(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p1(t) = ψ
(0)
1 (T )e

A1α1
∫ T
t
k
α1−1
1 (z2) dz2+λ1(t−T );

p2(t) = e
λ2t
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T ) + B2

T∫

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
.

(2)

II. Пусть Q(p0, p1, p2) < 0 при t ∈ [0, T ]. В этом случае функция
управления не имеет переключений и задается равенством u1(t) = 0,
t ∈ [0, T ]. Получим систему дифференциальных уравнения для сопря-
женных переменных

ṗ0(t) = λ0p0(t);

ṗ1(t) = λ1p1(t)− A1α1k
α1−1
1 (t)

[
l
(1)
0 ρp0(t) + l

(2)
0 (1− ρ)p2(t)

]
;

ṗ2(t) = λ2p2(t)− B2e
−δtα2k

α2−1
2 (t).

(3)

Следует отметить, что уравнения относительно переменных p0 и
p2 из системы (3) совпадают с соответствующими уравнениями си-
стемы (1). Функция k2(t), входящая в уравнение относительно пере-
менной p2, имеет единое аналитическое представление на временном
интервале [0, T ], хотя определяется при другой функции управления
u1(t). Таким образом, аналитические формы решений уравнений от-
носительно переменных p0 и p2, входящих в систему (3), совпадают
с аналитическими формами решений соответствующих уравнений си-
стемы (1). Получаем решение системы сопряженных уравнений для
второго варианта управления без переключений u1(t) = 0, t ∈ [0, T ]:

104 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4



p0(t) = ψ
(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p1(t)=e
λ1t
[
ψ
(1)
0 (T )e

−λ1T+A1α1

T∫

t

e−λ1z3kα1−11 (z3)
[
l
(1)
0 ρψ

(0)
0 (T )e

λ0(z3−T )+

+ l
(2)
0 (1−ρ)

(
eλ2(z3−T )ψ

(0)
2 (T )+e

λ2z3B2

T∫

z3

e(−δ−λ2)z4kα2−12 (z4) dz4

)]
dz3

]
;

p2(t) = e
λ2t
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T ) + B2

T∫

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
.

(4)

Рассмотрим варианты, когда функция управления имеет одну точ-
ку переключения τ , 0 < τ < T . В этом случае каждая функция pk(t),
k = 0, 1, 2, принимает различные аналитические формы на интер-
валах [0, τ ] и [τ, T ] (обусловлено разными формами функции упра-
вления на указанных интервалах). Введем дополнительные обозна-
чения для функций, задающих каждую сопряженную переменную
pk(t), k = 0, 1, 2, на приведенных интервалах:

pk(t) =






p
(0)
k (t), 0 ≤ t ≤ τ ;

p
(1)
k (t), τ ≤ t ≤ T,

k = 0, 1, 2.

Можно предложить следующий метод аналитического определе-
ния функций p(0)k (t), p

(1)
k (t), k = 0, 1, 2.

1. Рассмотрим систему сопряженных уравнений (6) (см. [1]) на
временно́м интервале [τ, T ] при заданной функции управления u1(t).
Добавим к этой системе условия трансверсальности (7) (см. [1]),
которые представляют собой заданные граничные условия в точке
t = T . Решение полученной задачи Коши образует набор функций
p
(1)
k (t), k = 0, 1, 2; t ∈ [τ, T ].

2. Рассмотрим систему сопряженных уравнений (6) (см. [1]) на вре-
менно́м интервале [0, τ ] при другой форме функции управления u1(t),
соответствующей этому интервалу. Чтобы задать граничные условия к
данной системе, воспользуемся свойством непрерывности сопряжен-
ных переменных в точке переключения управления, в соответствии
которым должны выполняться условия

p
(0)
k (τ) = p

(1)
k (τ), k = 0, 1, 2.

Значения функций p
(1)
k (τ), k = 0, 1, 2, были определены на предыду-

щем этапе. Решение полученной задачи Коши образует набор функ-
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ций p(0)k (t), t ∈ [0, τ ], k = 0, 1, 2. Таким образом, найдем представления
для сопряженных переменных p0(t), p1(t), p2(t) при любых значениях
t ∈ [0, T ].

Перейдем к реализации изложенного метода. Получим явные пред-
ставления для сопряженных переменных для двух вариантов, когда
функция управления имеет одну точку переключения.

III. Пусть функция управления задается формулой

u1(t) =






1 0 ≤ t < τ ;

0 τ ≤ t ≤ T.
(5)

Рассмотрим сначала интервал времени [τ, T ]. Если функция упра-
вления имеет вид (5), то на этом интервале u1(t) = 0, t ∈ [τ, T ]. Тогда
система сопряженных уравнений совпадает по форме с системой (3)
при тех же граничных условиях в точке t = T , которые являются усло-
виями трансверсальности. Таким образом, сопряженные переменные
на указанном интервале задаются формулами (4). При t ∈ [τ, T ]

p
(1)
0 (t) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p1(t)=e
λ1t
[
ψ
(1)
0 (T )e

−λ1T+A1α1

∫ T

t

e−λ1z3kα1−11 (z3)
[
l
(1)
0 ρψ

(0)
0 (T )e

λ0(z3−T )+

+ l
(2)
0 (1−ρ)

(
eλ2(z3−T )ψ

(0)
2 (T )+e

λ2z3B2

∫ T

z3

e(−δ−λ2)z4kα2−12 (z4) dz4

)]
dz3

]
;

p
(1)
2 (t) = e

λ2t
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T ) + B2

∫ T

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
. (6)

Используя (6), зафиксируем значения функций pk(t) в точке t = τ

p0(τ) = p
(1)
0 (τ) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(τ−T ) = p0,τ ;

p1(τ) = p
(1)
1 (τ) =

= eλ1τ
[
ψ
(1)
0 (T )e

−λ1T + A1α1

∫ T

τ

e−λ1z3kα1−11 (z3)
(
l
(1)
0 ρψ

(0)
0 (T )e

λ0(z3−T )+

+ l
(2)
0 (1− ρ)(e

λ2(z3−T )ψ
(0)
2 (T )+

+ eλ2z3B2

∫ T

z3

e(−δ−λ2)z4kα2−12 (z4) dz4)
)
dz3

]
= p1,τ ;

p2(τ)=p
(1)
2 (τ)=e

λ2τ
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T )+B2

∫ T

τ

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
= p2,τ .

(7)

Теперь найдем решение сопряженных дифференциальных уравне-
ний на интервале времени [0, τ ] при функции управления u1(t) = 1,
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0 ≤ t ≤ τ . По форме система сопряженных уравнений на интерва-
ле [0, τ ] совпадает с системой (1). Граничные условия в точке t = τ

определяются из свойства непрерывности сопряженных функций

p
(0)
k (τ) = pk,τ , k = 0, 1, 2.

Тогда сопряженные переменные на интервале [0, τ ] находятся по фор-
мулам, аналогичным формулам (2) при указанных выше граничных
условиях:

p
(0)
0 (t) = p0,τe

λ0(t−τ);

p
(0)
1 (t) = p1,τe

A1α1
∫ τ
t
k
α1−1
1 (z2) dz2+λ1(t−τ);

p
(0)
2 (t) = e

λ2t
[
p2,τe

−λ2τ +B2

τ∫

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1

]
.

(8)

Объединяя соотношения (6) и (8), получаем явные аналитические
представления для сопряженных переменных на всем интервале вре-
мени [0, T ] для варианта, когда функция управления имеет одну точку
переключения τ ∈ [0, T ] и задается формулой (5).

IV. Пусть функция управления имеет вид

u1(t) =

{
0 0 ≤ t < τ ;

1 τ ≤ t ≤ T.
(9)

Как и для предыдущего варианта управления с одним переключени-
ем (5), найдем решения сопряженных уравнений. Рассмотрим снача-
ла интервал [τ, T ], поскольку на этом интервале функция управления
u1(t) = 1, система сопряженных уравнений совпадает с системой (1).
Граничные условия в точке t = T представляют собой условия транс-
версальности. Такая задача Коши уже была решена ранее на всем
временном интервале [0, T ], это решение было представлено форму-
лами (2). Следовательно, решение системы сопряженных уравнений
для функции управления (9) на интервале [τ, T ] также имеет вид (2)
при τ ≤ t ≤ T .

Запишем значения сопряженных переменных в точке t = τ , исходя
из формул (2):

p0(τ) = p
(1)
0 (τ) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(τ−T ) = p̃0,τ ;

p1(τ) = p
(1)
1 (τ) = ψ

(0)
1 (T )e

A1α1
∫ T
τ
k
α1−1
1 (z2)dz2+λ1(τ−T ) = p̃1,τ ;

p2(τ) = p
(1)
2 (τ) = e

λ2τ
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T )+

+B2

∫ T

τ

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
= p̃2,τ .

(10)
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Найдем решения сопряженных уравнений на интервале [0, τ ], где
функция управления u1(t) = 0, система сопряженных уравнений по
форме совпадает с системой (3). Граничные условия в точке t = τ
задаются равенствами

pk(τ) = p
(0)
k (τ) = p̃k,τ , k = 0, 1, 2. (11)

Решение системы сопряженных уравнений для функции управления
u1(t) = 0 на всем интервале [0, T ] было представлено формулами (11).
Следовательно, решение этой системы для функции управления (9) на
интервале времени [0, τ ] также имеет форму (4) с учетом изменения
граничных условий. Таким образом, можно записать полное предста-
вление для сопряженных переменных для варианта, когда функция
управления имеет вид (9):

p
(0)
0 (t) = p̃0,τe

λ0(t−τ);

p
(0)
1 (t) = e

λ1t
[
p̃1,τe

−λ1τ + A1α1

∫ τ

t

e−λ1z3kα1−11 (z3)
(
p̃0,τ l

(1)
0 ρeλ0(z3−τ)+

+ l
(2)
0 (1− ρ)(p̃2,τe

λ2(z3−τ) + eλ2z3B2

∫ τ

z3

e(−δ−λ2)z4kα2−12 (z4) dz4)
)
dz3

]
;

p
(0)
2 (t) = e

λ2t
[
p̃2,τe

−λ2τ +B2

∫ τ

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
, t ∈ [0, τ ];

(12)

p
(1)
0 (t) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p
(1)
1 (t) = ψ

(0)
1 (T )e

A1α1
∫ T
t
k
α1−1
1 (z2) dz2+λ1(t−T );

p
(1)
2 (t) = e

λ2t
[
ψ
(0)
2 (T )e

−λ2T +B2

∫ T

t

e(−δ−λ2)z1kα2−12 (z1) dz1
]
, t ∈ [τ, T ].

(13)

Итак, завершен первый этап исследования сопряженных уравне-
ний. Соотношения (2) и (4) определяют решение этих уравнений, ко-
гда функция управления не имеет переключений, а соотношения (6),
(8) и (12), (13) — когда у функции управления есть одна точка пере-
ключения τ , 0 < τ < T . Во всех вариантах сопряженные переменные
выражаются через функции состояний системы k1(t), k2(t), которые
пока неизвестны. В следующем параграфе будут найдены решения си-
стемы уравнений дифференциальной связи для различных вариантов
функции управления.

Получение представлений для функций удельного капитала
при различных режимах управления. Исследуем систему уравне-
ний дифференциальной связи (4) (см. [1]). В соответствии с приня-
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тыми ранее предположениями рассмотрим четыре основных варианта
поведения функции переключений Q(p0, p1, p2) на интервале [0, T ]:

Q(p0, p1, p2) > 0 при t ∈ [0, T ]; (14)

Q(p0, p1, p2) < 0 при t ∈ [0, T ]; (15)

существует точка τ ∈ [0, T ] такая, что

Q(p0, p1, p2) > 0 при 0 ≤ t < τ ;

Q(p0, p1, p2) < 0 при τ < t ≤ T.
(16)

существует точка τ ∈ [0, T ] такая, что

Q(p0, p1, p2) < 0 при 0 ≤ t < τ ;

Q(p0, p1, p2) > 0 при τ < t ≤ T.
(17)

Для каждого указанного варианта известно выражение для опти-
мального управления, определяемое соотношением (9), приведенным
в работе [1]. С учетом этого соотношения представим решения уравне-
ний дифференциальной связи относительно величин k0(t), k1(t), k2(t)
на заданном временном интервале [0, T ].

I. Пусть функция переключений удовлетворяет условию (14) при
всех t ∈ [0, T ]. Тогда функция управления u1(t) = 1 на всем временном
интервале [0, T ], при этом система дифференциальных уравнений ((4)
см. [1]) (дифференциальная связь) принимает вид

k̇0(t) = −λ0k0(t),

k̇1(t) = −λ1k1(t) + A1k
α1
1 (t),

k̇2(t) = −λ2k2(t).

(18)

Уравнения относительно величин k0(t) и k2(t) системы (18) являются
линейными однородными уравнениями первого порядка, а уравнение
относительно функции k1(t) представляет собой уравнение Бернулли.
Методы решения таких уравнений известны в классической теории
дифференциальных уравнений. Используя эти результаты [11, 12], по-
лучаем решение системы уравнений (18) в явном виде

k0(t) = k0,0e
−λ0t;

k1(t) =

(

e−λ1(1−α1)t
(

k1−α11,0 −
A1

λ1

)

+
A1

λ1

) 1
1−α1

;

k2(t) = k2,0e
−λ2t, t ∈ [0, T ].

(19)

II. Пусть функция переключений удовлетворяет условию (15)
при всех t ∈ [0, T ]. Тогда функция управления задается равенством
u1(t) = 0, а система дифференциальных уравнений ((4) см. [1]) (диф-
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ференциальная связь) принимает вид

k̇0(t) = −λ0k0(t) + l
(1)
0 ρA1k

α1
1 (t);

k̇1(t) = −λ1k1(t);

k̇2(t) = −λ2k2(t) + l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1 (t).

(20)

Уравнение относительно функции k1(t) из системы (20) — линей-
ное однородное уравнение первого порядка, решение которого найдем
с учетом граничного условия k1(0) = k1,0. Подставив полученное ре-
шение в уравнения относительно функций k0(t), k2(t), получим линей-
ные неоднородные уравнения первого порядка с заданной правой ча-
стью, которые также могут быть решены известным методом [11, 12].
Как и в предыдущем варианте, объединим решения отдельных урав-
нений системы (20) в единую запись, следовательно

k0(t) = e
−λ0t

(

k0,0 −
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1

)

+ e−λ1α1t
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1
;

k1(t) = k1,0e
−λ1t;

k2(t) = e
−λ2t

(

k2,0 −
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+ e−λ1α1t
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1
.

(21)

III. Пусть функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетво-
ряет условию (16) (одно переключение). В этом случае функция упра-
вления u1(t), определяемая согласно принципу максимума, задает-
ся формулой (5). Отметим, что в рассматриваемом варианте с од-
ним переключением управления в точке t = τ функции состояний
k0(t), k1(t), k2(t) имеют различную аналитическую форму на интерва-
лах [0, τ ] и [τ, T ]. В связи с этим введем дополнительные обозначения
для таких аналитических форм, аналогичные соответствующим обо-
значениям для сопряженных переменных:

ki(t) =






k
(0)
i (t) 0 ≤ t ≤ τ,

k
(1)
i (t) τ ≤ t ≤ T, i = 0, 1, 2.

Отметим также, что в силу свойства непрерывности функций состоя-
ний k0(t), k1(t), k2(t) при всех значениях t ∈ [0, T ] имеют место равен-
ства

k
(0)
i (τ) = k

(1)
i (τ), i = 0, 1, 2.

Система дифференциальной связи ((4) см. [1]) на интервале 0 ≤ t ≤ τ
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принимает вид

k̇
(0)
0 (t) = −λ0k

(0)
0 (t);

k̇
(0)
1 (t) = −λ1k

(0)
1 (t) + A1[k

(0)
1 (t)]

α1 ;

k̇
(0)
2 (t) = −λ2k

(0)
2 (t).

(22)

Система дифференциальных уравнений (22) совпадает с системой
(18), заданной на всем временно́м интервале 0 ≤ t ≤ T . Граничные
условия для систем (22) и (18) также совпадают. Для системы диффе-
ренциальных уравнений (18) было найдено аналитическое решение,
определяемое по (19). Воспользовавшись этим решением, запишем
решение системы (22), определенной на интервале 0 ≤ t ≤ τ :

k
(0)
0 (t) = k0,0e

−λ0t;

k
(0)
1 (t) =

(

e−λ1(1−α1)t
(

k1−α11,0 −
A1

λ1

)

+
A1

λ1

) 1
1−α1

;

k
(0)
2 (t) = k2,0e

−λ2t.

(23)

В соответствии с соотношением (9), приведенным в работе [1] в
момент переключения τ изменяется характер управления. Посколь-
ку в рассматриваемом варианте функция управления имеет вид (5),
получаем при t ∈ [τ, T ] u1(t) = 0. Тогда система дифференциаль-
ных уравнений ((4) см. [1]) (дифференциальная связь) на интервале
τ ≤ t ≤ T принимает вид

k̇
(1)
0 (t) = −λ0k

(1)
0 (t) + l

(1)
0 ρA1[k

(1)
1 (t)]

α1 ;

k̇
(1)
1 (t) = −λ1k

(1)
1 (t);

k̇
(1)
2 (t) = −λ2k

(1)
2 (t) + l

(1)
2 (1− ρ)A1[k

(1)
1 (t)]

α1 .

(24)

Как уже было отмечено, начальные условия к системе (24) в точ-
ке t = τ определяются из свойства непрерывности функций k0(t),
k1(t), k2(t) при всех значениях t, 0 ≤ t ≤ T . Введем дополнительные
обозначения для фиксированных значений функций k0(t), k1(t), k2(t),
задаваемых формулами (23), в точке t = τ :

k
(0)
0 (τ) = k0,0e

−λ0τ = k0,τ ;

k
(0)
1 (τ) =

(

e−λ1(1−α1)τ
(

k1−α11,0 −
A1

λ1

)

+
A1

λ1

) 1
1−α1

= k1,τ ;

k
(0)
2 (τ) = k2,0e

−λ2τ = k2,τ .

(25)

Величины k0,τ , k1,τ , k2,τ , определяемые по (25), задают начальные
условия в точке t = τ к системе (24). С учетом этих условий найдем
решение системы (24).
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Отметим, что по форме система (24) совпадает с системой (20),
поскольку функция управления u1(t) у них одна и та же. При этом
система (24) рассматривается на другом временном интервале и с дру-
гими начальными условиями. Метод решения системы (24) остается
прежним: сначала решается линейное однородное уравнение первого
порядка относительно функции k

(1)
1 (t), а затем полученное решение

подставляется в уравнения относительно функций k(1)0 (t), k
(1)
2 (t). В ре-

зультате образуются два неоднородных дифференциальных уравнения
первого порядка с заданными правыми частями, которые решаются
стандартным способом [11, 12]. Запишем полученное решение в фор-
ме системы и объединим с решением (23). В результате явное анали-
тическое представление для функций состояний исследуемой системы
(функции удельного капитала) на всем интервале [0, T ] для варианта,
когда функция управления задается формулой (5), имеет вид

k
(0)
0 (t) = k0,0e

−λ0t;

k
(0)
1 (t) =

(

e−λ1(1−α1)t
(

k1−α11,0 −
A1

λ1

)

+
A1

λ1

) 1
1−α1

;

k
(0)
2 (t) = k2,0e

−λ2t, 0 ≤ t ≤ τ ;

k
(1)
0 (t) = e

−λ0t

(

k0,τe
λ0τ +

l
(1)
0 ρA1k

α1
1,τe

λ1τ

λ0 − λ1α1

(

e(λ0−λ1α1)t − e(λ0−λ1α1)τ
))

;

k
(1)
1 (t) = k1,τe

−λ1(t−τ);

k
(1)
2 (t) = e

−λ2t

(

k2,τe
λ2τ+

l
(1)
2 (1−ρ)A1k

α1
1,τe
λ1τ

λ0−λ1α1

(

e(λ2−λ1α1)t−e(λ2−λ1α1)τ
))

,

τ ≤ t ≤ T, (26)

где k0,τ , k1,τ , k2,τ — величины, заданные соотношениями (25).

IV. Пусть функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетво-
ряет условию (17). С учетом структуры оптимального управления ((9)
см. [1]), функция управления u1(t) на интервале 0 ≤ t ≤ T задается
формулой (9).

Решение системы уравнений дифференциальной связи для рас-
сматриваемого варианта с переключением управления аналогично ре-
шению этой системы для предыдущего варианта с переключением.
Опуская технические подробности такого решения, приведем ито-
говый результат. Запишем явные аналитические представления для
функций удельного капитала k0(t), k1(t), k2(t) при указанной функции
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управления:

k
(0)
0 (t) = e

−λ0t

(

k0,0 −
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1

)

+ e−λ1α1t
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1
;

k
(0)
1 (t) = k1,0e

−λ1t;

k
(0)
2 (t) = e

−λ2t

(

k2,0 −
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+

+ e−λ1α1t
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1
, 0 ≤ t ≤ τ ;

k
(1)
0 (t) = k0,τe

−λ0(t−τ);

k
(1)
1 (t) =

(
e−λ1(1−α1)(t−τ)k1−α11,τ +

A1

λ1
[1− eλ1(1−α1)(t−τ)]

) 1
1−α1 ;

k
(1)
2 (t) = k2,τe

−λ1(t−τ), τ ≤ t ≤ T.

Значения функций состояний k0(t), k1(t), k2(t) в точке переключения
управления t = τ определяются, как и ранее, из условия непрерывно-
сти этих функций при всех значениях t ∈ [0, T ]:

k
(0)
0 (τ) = e

−λ0τ

(

k0,0 −
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1

)

+ e−λ1α1τ
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,0

λ0 − λ1α1
= k̃0,τ ;

k
(0)
1 (τ) = k1,0e

−λ1τ = k̃1,τ ;

k
(0)
2 (τ)=e

−λ2τ

(

k2,0−
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+e−λ1α1τ
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1
= k̃2,τ .

(27)

Итак, для каждого основного варианта поведения функций управле-
ния на интервале [0, T ] получены явные представления для функций
удельного капитала k0(t), k1(t), k2(t), являющихся состояниями рас-
сматриваемой динамической экономической системы (формулы (19),
(21), (26), (27)).

Аналитические представления для сопряженных переменных.
Отметим, что полученные решения системы сопряженных уравнений
зависят от функций состояний k0(t), k1(t), k2(t), определены явные
представления для указанных функций состояний как решения систе-
мы уравнений дифференциальной связи ((4) см. [1]) при различных
вариантах структуры функции управления u1(t). Таким образом, по-
является возможность подставить представления для функций k0(t),
k1(t), k2(t) в найденные выражения для сопряженных переменных и
получить для функций p0(t), p1(t), p2(t) явные аналитические пред-
ставления для рассматриваемых вариантов структуры функции упра-
вления. Выполним указанную подстановку для каждого варианта по-
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ведения функции переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)), 0 ≤ t ≤ T , и
соответствующих им четырех основных вариантов структуры функ-
ции управления u1(t).

I. Функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетворяет усло-
вию (14), решение уравнений дифференциальной связи (18), имеющее
вид (19), известно. Из (12) с учетом (19) получим явное представление
для сопряженных переменных

p0(t) = ψ
(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p1(t) = ψ
(0)
1 (T )e

A1α1
∫ T
t

[
e−λ1(1−α1)z2

(
k
1−α1
1,0 −

A1
λ1

)
+
A1
λ1

]−1
dz2+λ1(t−T )

;

p2(t) = e
λ2t

[

e−λ2Tψ
(0)
2 (T ) + B2

kα2−12,0

−δ − λ2α2

(

eT (−δ−λ2α2) − et(−δ−λ2α2)
)]

.

(28)

II. Функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетворяет
условию (15). При этом система уравнений дифференциальной связи
(20) имеет решение, определяемое по соотношениям (21). Подставляя
(21) в (4), получаем

p0(t) = ψ
(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p1(t)=e
λ1t

[

ψ
(1)
0 (T )e

−λ1T+A1α1

∫ T

t

kα1−11,0 e−λ1α1z3
(
l
(1)
0 ρψ

(0)
0 (T )e

λ0(z3−T )+

+ l
(2)
0 (1− ρ)

[

eλ2(z3−T )ψ
(0)
2 (T ) + e

λ2z3B2

∫ T

z3

e(−δ−λ2)z4×

×

(

e−λ2z4
(

k2,0−
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+

+e−λ1α1z4
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)α2−1

dz4

])
dz3

]
;

p2(t) = e
λ2t
[
e−λ2Tψ

(0)
2 (T )+

+B2

∫ T

t

e(−δ−λ2)z1
(

e−λ2z1
(

k2,0 −
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+

+e−λ1α1z1
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)α2−1

dz1

]

. (29)

114 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4



III. Функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетворяет

условию (16). Для этого варианта было получено решение (26) систе-

мы уравнений дифференциальной связи. Подставляя (26) в соотно-

шения (6) и (8), определяем явные представления для сопряженных

переменных:

p
(0)
0 (t) = p0,τe

λ0(t−τ);

p
(0)
1 (t) = p1,τe

A1α1
∫ τ
t

(

e−λ1(1−α1)z2

(

k
1−α1
1,0 −A1

λ1

)

+
A1
λ1

)−1
dz2+λ1(t−τ)

;

p
(0)
2 (t)=e

λ2t

[

p2,τe
−λ2τ−

B2k
α2−1
2,0

δ + α2λ2

(

e−(δ+λ2α2)t−e−(δ+λ2α2)τ
)]

, t ∈ [0, τ ];

(30)

p
(1)
0 (t) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p
(1)
1 (t) = e

λ1t
[
ψ
(1)
0 (T )e

−λ1T + A1α1

∫ T

t

kα1−11,τ e−λ1(z3+(α1−1)(z3−τ))×

×

[

(l
(1)
0 ρψ

(0)
0 (T )e

λ0(z3−T ) + l
(2)
0 (1− ρ)

(

eλ2(z3−T )ψ
(0)
2 (T ) + e

λ2z3B2×

×

T∫

z3

e(−δ−λ2α2)z4
(

k2,τe
λ2τ +

l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,τe

λ1τ

λ0 − λ1α1
×

×

(

e(λ2−λ1α1)z4 − e(λ2−λ1α1)τ
))α2−1

dz4

))

dz3

]

;

p
(1)
2 (t) = e

λ2t

[

ψ
(0)
2 (T )e

−λ2T +B2

T∫

t

e−δz1−λ2α2×

×

(

k2,τe
λ2τ+

l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,τe

λ1τ

λ0 − λ1α1

(

e(λ2−λ1α1)z1 − e(λ2−λ1α1)τ
))α2−1

dz1

]

,

t ∈ [τ, T ]. (31)

где k0,τ , k1,τ , k2,τ ; p0,τ , p1,τ , p2,τ — величины, заданные формулами (25)

и (7).

IV. Функция переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)) удовлетворяет

условию (17). Аналитические выражения для функций состояния

рассматриваемой динамической системы задаются равенствами (27),

подставив которые в соотношения (12) и (13), получаем явные пред-

ставления для сопряженных переменных
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p
(0)
0 (t) = p̃0,τe

λ0(t−τ);

p
(0)
1 (t) = e

λ1t
[
p̃1,τe

−λ1τ + A1α1k
α1−1
1,0

∫ τ

t

e−λ1z3α1
(
p̃0,τ l

(1)
0 ρeλ0(z3−τ)+

+ l
(2)
0 (1− ρ)(p̃2,τe

λ2(z3−τ) + eλ2z3B2

∫ τ

z3

e(−δ−λ2)z4×

×
[
e−λ2z4

(

k2,0−
l
(1)
2 (1−ρ)A1k

α1
1,0

λ2−λ1α1

)

e−λ1α1z4
l
(1)
2 (1−ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

]α2−1
dz4)
)
dz3

]
;

(32)

p
(0)
2 (t)=e

λ2t
[
p̃2,τe

−λ2τ+B2

∫ τ

t

e(−δ−λ2)z1
[
e−λ2z1

(

k2,0 −
l
(1)
2 (1−ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

)

+

+ e−λ1α1z1
l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1,0

λ2 − λ1α1

]α2−1
dz1
]
, t ∈ [0, τ ];

(33)

p
(1)
0 (t) = ψ

(0)
0 (T )e

λ0(t−T );

p
(1)
1 (t) = ψ

(0)
1 (T )×

× e
A1α1

∫ T
t

[

e−λ1(1−α1)(t−τ)k̃
1−α1
1,τ +

A1

λ1
[1−eλ1(1−α1)(t−τ)]

]−1
dz2+λ1(t−T )

;

p
(1)
2 (t) = e

λ2t

[

ψ
(0)
2 (T )e

−λ2T +B2k̃
α2−1
2,τ

eλ1τ(α2−1)

−δ − λ2 − λ1(α2 − 1)
×

×
[
eT (−δ−λ2−λ1(α2−1)) − et(−δ−λ2−λ1(α2−1))

]]

, t ∈ [τ, T ].

(34)

Величины k̃0,τ , k̃1,τ , k̃2,τ , а также p̃0,τ , p̃1,τ , p̃2,τ заданы формулами
(28) и (10).

Отметим еще раз, что структура оптимального управления опреде-
ляется в зависимости от поведения функции переключений Q(p0, p1, p2),
зависящей от сопряженных переменных p0(t), p1(t), p2(t). Основная
трудность проблемы аналитического решения задачи оптимального
управления заключается в том, что сопряженные переменные зависят
от выбранной функции управления. Далее будет изложена процеду-
ра определения функции управления u1∗(t) и соответствующих ей
функций состояний системы (траекторий) k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t), удо-
влетворяющих необходимым условиям экстремума в форме принципа
максимума.
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Описание процедуры определения оптимального управле-
ния и соответствующих функций состояний системы. Резуль-
таты, полученные в предыдущем разделе, фактически определяют
явные аналитические представления для функции переключений
Q(t) = Q(p0(t), p1(t), p2(t)) при указанных вариантах структуры
функции управления. Другими словами, с помощью аналитических
формул можно вычислить значение функции переключений
Q(p0(t), p1(t), p2(t)) при любом фиксированном значении t ∈ [0, T ]
для каждого рассмотренного варианта управления.

Воспользовавшись этим, можно предложить следующую численно-
аналитическую процедуру определения функции управления u1∗(t),
удовлетворяющей необходимым условиям экстремума в форме прин-
ципа максимума.

Для каждого варианта структуры управления следует проанализи-
ровать поведение функции переключений Q(t) на всем временном ин-
тервале t ∈ [0, T ]. Такой анализ целесообразно осуществлять числен-
ными методами с помощью компьютерных программ, вычисляющих
значения функции Q(t) в отдельных точках на интервале t ∈ [0, T ].
При этом в таких программах должны использоватьсся стандартные
подпрограммы, рассчитывающие значения функций p0(t), p1(t), p2(t).
В свою очередь, программы для определения значений сопряженных
переменных должны реализовать формулы (29)–(34).

Если выявленное поведение функции переключений Q(t) соответ-
ствует выбранной структуре функции управления u1(t), то рассма-
триваемый вариант функции управления и соответствующих функций
состояний системы k0(t), k1(t), k2(t) можно полагать управляемым
процессом, удовлетворяющим необходимым условиям экстремума в
форме принципа максимума.

В настоящем исследовании было принято предположение о ко-
нечном числе скачков (переключений управления) функции управле-
ния на конечном временном интервале. Такое предположение вполне
оправдано с позиции его экономического содержания. Следователь-
но, функция переключений Q(t), определяющая структуру функции
управления, только конечное число раз изменяет знак на заданном
конечном интервале t ∈ [0, T ]. Таким образом, структура функций
оптимального управления, определяемая в соответствии с принципом
максимума, допускает лишь конечное число вариантов. Рассматривая
эти варианты последовательно, можно определить тот вариант, в ко-
тором исходное предположение о структуре управления соответствует
определяемому виду функции Q(t). Зафиксируем этот вариант струк-
туры функции управления u1(t) и соответствующие ему представле-
ния для функций состояний системы k0(t), k1(t), k2(t), определяемые

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4 117



из уравнений дифференциальной связи. Тогда управляемый процесс
(u1(t); k0(t), k1(t), k2(t)), заданный на интервале [0, T ], удовлетворя-
ет необходимым условиям экстремума в форме принципа макси-
мума. Нахождение представления для этого процесса в численно-
аналитической форме будет итоговым результатом исследования
поставленной задачи оптимального управления динамической эко-
номической системой.

Заключение. В задаче оптимального управления получены явные
аналитические представления для функций состояний рассматривае-
мой динамической системы и соответствующих сопряженных пере-
менных при различных вариантах функции управления, определяе-
мых на основе принципа максимума. Для заданных конкретных зна-
чений исходных параметров модели можно определить оптимальное
управление численным методом, используя выведенные аналитиче-
ские представления и процедуру определения оптимального упра-
вления и соответствующих функций состояний. В дальнейшем ав-
торами будет проведено более глубокое аналитическое исследование
свойств траекторий управляемого процесса, удовлетворяющего усло-
виям принципа максимума.
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