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Волокна и близкие к ним по форме включения являются достаточно рас-
пространенными армирующими элементами в конструкционных материалах.
Армирование высокопрочными и высокомодульными волокнами повышает меха-
нические и теплофизические характеристики композита. Эффективное значе-
ние коэффициента теплопроводности такого композита зависит от располо-
жения и объемной концентрации волокон. Получены расчетные зависимости,
позволяющие оценить эффективные коэффициенты теплопроводности одно-
направленного трансверсально изотропного волокнистого композита с ком-
бинированными волокнами (волокно и его сердцевина выполнены из разных
материалов). Рассмотрен вариант упорядоченного расположения волокон в
плоскости, перпендикулярной их оси, когда представительный элемент струк-
туры композита можно представить квадратной ячейкой с находящимся в
ее центре поперечным сечением волокна. Представленные расчетные зависи-
мости могут быть использованы для прогноза значений компонент тензора
эффективной теплопроводности однонаправленного трансверсально изотроп-
ного волокнистого композита с комбинированными волокнами.

Ключевые слова: однонаправленный волокнистый композит, комбинированное
волокно, тензор эффективной теплопроводности.
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Fibers and fiber-like inclusions are fairly common reinforcing elements in structural
materials. High-strength and high-modulus fibers reinforcement increases the
mechanical and thermal properties of the composite. The effective value of the thermal
conductivity of the composite depends on the arrangement and volume concentration
of fibers. The dependences allowing us to estimate the effective thermal conductivity
of the unidirectional transversely isotropic fibrous composite with the combined
fibers (fiber and its core are made from different materials) are calculated. A case
of the ordered arrangement of fibers in the plane perpendicular to their axis is
considered provided that the representative structure of the composite element can
be represented as a square cell with the fiber cross-section in the center of it. The
presented calculated dependences can be used to predict the values of the components
of the effective thermal conductivity of the unidirectional transversal isotropic fibrous
composite with the combined fibers.

Keywords: unidirectional fibrous composite, combined fiber, tensor of the effective
thermal conductivity.

76 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4



Введение. Волокнистые композиты вследствие высоких механиче-
ских характеристик и технологических преимуществ при изготовле-
нии из них изделий различного назначения находят широкое примене-
ние в технике в качестве современного конструкционного материала
[1–4]. Большую группу таких композитов составляют однонаправлен-
ные композиты, армированные одинаково ориентированными в про-
странстве волокнами, которые расположены в отвержденном связую-
щем, образующем матрицу композита. Наряду с волокнами из одно-
родного высокопрочного и высокомодульного материала применяют
комбинированные волокна, материал сердцевины которых выполнен
из другого материала (например, волокна, получаемые осаждением
бора на вольфрамовую нить [3, 5]).

Однонаправленные волокнистые композиты применяют для изго-
товления теплонапряженных конструкций, подверженных интенсив-
ным механическим и тепловым воздействиям. Работоспособность та-
ких конструкций кроме механических характеристик зависит и от
теплофизических свойств конструкционного материала (в том числе
от его теплопроводности). Однонаправленный волокнистый композит
по отношению к свойству теплопроводности является анизотропным
материалом, описываемому тензором второго ранга эффективной те-
плопроводности. Компоненты этого тензора зависят от параметров,
которые входят в математическую модель теплового взаимодействия
волокон и матрицы в таком композите. Существуют различные под-
ходы к построению указанной модели применительно к однородным
волокнам [6–11], позволяющие получить оценки компонент этого тен-
зора, причем большинство подходов учитывают лишь объемное со-
держание CV волокон в композите и не рассматривают их взаимное
расположение. Это приводит к значительному разбросу оценок эф-
фективной теплопроводности композита в направлении, перпендику-
лярном волокнам (особенно при большом различии коэффициентов
теплопроводности волокон и матрицы [12, 13]). Модификация модели
теплового взаимодействия волокон и матрицы и учет взаимного рас-
положения волокон позволяют уточнить эти оценки, в том числе и для
композита с комбинированными волокнами.

Математическая модель. Примем, что изотропная матрица одно-
направленного волокнистого композита армирована параллельно рас-
положенными анизотропными волокнами, достаточно длинными по
сравнению с их радиусом и обладающими свойством трансверсальной
изотропии [7] относительно их продольной оси. Коэффициент тепло-
проводности волокна поперек этой оси обозначим λ◦1, вдоль оси — λ◦3,
соответственно коэффициенты теплопроводности сердцевины комби-
нированного волокна λ•1 и λ•3, а коэффициент теплопроводности ма-
трицы λm. Композит также будем считать трансверсально изотропным
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относительно оси, параллельной волокнам. Поэтому одна из главных
осей тензора его эффективной теплопроводности совпадает с этой
осью, причем две независимые компоненты тензора являются эффек-
тивными коэффициентами теплопроводности λ1 и λ3 композита в на-
правлениях поперек и параллельно волокнам.

Наиболее простую и достаточно достоверную оценку λ+3 эффек-
тивного коэффициента теплопроводности λ3 можно получить из соот-
ношений теории смесей [9] в виде

λ̃+3 = λ
+
3 /λm = 1− CV + λ̄3CV (1− r̄

2) + λ̄•3CV r̄
2, (1)

где λ̄3 = λ◦3/λm; λ̄•3 = λ
•
3/λm; r̄ = r0/rv, r0 и rv — радиус серцевины и

наружный радиус волокна. Значение λ+3 при r̄ = 0 достаточно хорошо
коррелирует с немногочисленными экспериментальными данными по
измерению величины λ3 в случае однородных волокон [13, 14]. Обрат-
ным по отношению к коэффициенту теплопроводности является коэф-
фициент термического сопротивления. Тогда из теории смесей следует
менее надежная оценка 1/λ−3 = (1−CV )/λm+C(1− r̄

2)/λ◦3+CV r̄
2/λ•3,

или

λ̃−3 = λ
−
3 /λm = 1/(1− CV + CV (1− r̄

2)/λ̄3 + CV r̄
2/λ̄•3). (2)

Аналогичные оценки для эффективного коэффициента теплопро-
водности λ1 композита имеют вид

λ̃+1 = λ
+
1 /λm = 1− CV + λ̄1CV (1− r̄

2) + λ̄•1CV r̄
2; (3)

λ̃−1 = λ
−
1 /λm = 1/(1− CV + CV (1− r̄

2)/λ̄1 + CV r̄
2/λ̄•1), (4)

где λ̄1 = λ◦1/λm; λ̄•1 = λ
•
1/λm. Верхние индексы “+” и “−” в формулах

(1)–(4) обозначают верхнюю и нижнюю оценки значений λ1 и λ3.
Действительно, опустив нижние индексы 1 и 3, получим

λ̃+ − λ̃− =
(λ̄• + 1/λ̄• − 2)(1− CV )CV r̄2

1− CV + CV (1− r̄2)/λ̄+ CV r̄2/λ̄•
+

+
(λ̄+ 1/λ̄− 2)(1− CV )CV + (λ̄•/λ̄+ λ̄/λ̄• − 2)(1− r̄2)r̄2

1− CV + CV (1− r̄2)/λ̄+ CV r̄2/λ̄•
≥ 0,

так как значение каждой дроби в средней части этого соотношения
при положительном знаменателе и неотрицательном числителе так-
же будет неотрицательным. Сумма этих дробей равна нулю либо при
λ̄• = λ̄ = 1, либо при CV = 0 или при CV = 1 и λ̄• = λ̄, т.е. в случае
однородного материала, когда верхняя и нижняя оценки совпадают и
равны точному значению λ̃3 = λ̄3/λm.

Верхние и нижние оценки значений λ1 и λ3 также можно по-
лучить, если воспользоваться двойственной вариационной формули-
ровкой стационарной задачи теплопроводности в неоднородном теле
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[10, 15–17], включающей в себя минимизируемый и максимизируемый
функционалы, которые достигают на истинном решении задачи совпа-
дающие экстремальные значения. При этом верхняя оценка соответ-
ствует предположению об однородности в представительном элементе
композита векторного поля градиента температуры, а нижняя — поля
вектора плотности теплового потока.

Большое отличие значения λ̄1 от единицы приводит к тому, что
разность верхней и нижней оценок λ̃+1 − λ̃

−
1 отношения λ̃1 = λ1/λm

при промежуточных значениях CV возрастает, что существенно сни-
жает достоверность оценки значения λ1. Более достоверную оценку
можно получить на основе математической модели, описывающей те-
пловое взаимодействие представительного элемента структуры компо-
зита с однородным материалом, коэффициент теплопроводности кото-
рого подлежит определению. Представительный элемент выберем в
виде достаточно протяженной в направлении расположения волокон
цилиндрической составной частицы. Поперечное сечение этой части-
цы включает в себя соответствующий волокну круг радиусом rv с
сердцевиной радиусом r0, окруженный кольцевым слоем матрицы с
наружным радиусом rm. Таким образом, модель структуры композита
содержит четыре фазы: сердцевина волокна; кольцевые слои волок-
на и матрицы; неограниченный массив однородного материала. При
этом для объемной концентрации волокон в композите с учетом слоя
матрицы будет справедливо равенство CV = (rv/rm)2.

Центр поперечного сечения составной частицы поместим в начале
полярной системы координат, обозначив через r и ϕ радиальную и
угловую координату соответственно. Примем, что на большом рассто-
янии r�rm от начала координат задан вектор градиента температур-
ного поля в однородном материале, направленный по оси, от которой
происходит отсчет угловой координаты, т.е. при r →∞ установивше-
еся распределение температуры в этом материале описывает функция
T∞(r, ϕ) = Gr cosϕ, где G — модуль вектора градиента. Указанная
функция удовлетворяет уравнению Лапласа в полярных координатах

1

r

∂

∂r

(

r
∂T

∂r

)

+
1

r2
∂2T

∂ϕ2
= 0. (5)

По мере приближения к составной частице в однородном ма-
териале нарастает возмущение температурного поля, описываемое
также удовлетворяющим уравнению (5) дополнительным слагаемым
ΔT (r, ϕ) = (B/r) cosϕ, где B — подлежащий определению постоян-
ный коэффициент. Следовательно, температурное поле в однородном
материале, удовлетворяющее заданному условию при r → ∞ и урав-
нению (5), описывает функция

T (r, ϕ) = T∞(r, ϕ) + ΔT (r, ϕ) = (Gr +B/r) cosϕ. (6)
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Аналогичные зависимости описывают распределения температуры
в сердцевине волокна

T0(r, ϕ) = (A0r +B0/r) cosϕ, (7)

в его кольцевом слое

Tv(r, ϕ) = (Avr +Bv/r) cosϕ (8)

и в слое материала матрицы

Tm(r, ϕ) = (Amr +Bm/r) cosϕ. (9)

В центре волокна температура ограничена, поэтому в соотноше-
нии (7) B0 ≡ 0. Таким образом, в равенства (6)–(9) входят шесть
неизвестных коэффициентов B, A0, Av, Bv, Am и Bm, подлежащих
определению из граничных условий на цилиндрических поверхно-
стях с радиусами r0, rv и rm в предположении идеальности теплового
контакта на этих поверхностях.

При r = r0 из условий непрерывности распределения температу-
ры и радиальной составляющей вектора плотности теплового потока
следует

T0(r0, ϕ) = Tv(r0, ϕ); λ
•
1∂T0/∂r|r=r0 = λ

◦
1∂Tv/∂r|r=r0 .

Откуда с использованием равенств (7) и (8) при B0 ≡ 0 находим

A0 = Av +Bv/r
2
0; A0 = (λ

◦
1/λ

•
1)(Av − Bv/r

2
0). (10)

Из аналогичных условий при r = rv с учетом формул (8) и (9)
имеем

Av+Bv/r
2
v = Am+Bm/r

2
v; Av−Bv/r

2
v = (λm/λ

◦
1)(Am−Bm/r

2
v). (11)

Наконец, из подобных условий при r = rm и соотношений (6) и (9)
получим

Am+Bm/r
2
m = G+B/r

2
m; Am−Bm/r

2
m = (λ1/λm)(G−B/r

2
m). (12)

Последовательным исключением неизвестных из равенств (10)–
(12) находим

B/(Gr2m) = (λ̃1(1+DCV )−1+DCV )/(λ̃1(1+DCV )+1−DCV ), (13)

где λ̃1 = λ1/λm;

D =
1 + λ̄•1/λ̄1 + (1− λ̄

•
1/λ̄1)r̄

2 − (λ̄1 − λ̄•1) + (λ̄1 − λ̄
•
1)r̄
2

1 + λ̄•1/λ̄1 + (1− λ̄
•
1/λ̄1)r̄

2 + (λ̄1 − λ̄•1)− (λ̄1 − λ̄
•
1)r̄
2
.

Замена составной частицы равновеликим цилиндром с внешним ра-
диусом rm и искомым коэффициентом теплопроводности λ1 приведет
к исчезновению возмущения температурного поля в окружающем ее
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однородном материале с тем же значением λ1. Тогда в равенстве (6)
следует принять ΔT (r, ϕ) = 0, что равносильно условию B = 0, кото-
рое с учетом формулы (13) позволяет записать

λ̃1 = (1−DCV )/(1 +DCV ). (14)

При однородном волокне r0 = 0, тогда из формулы (14) следует

λ̃•1 = (1 + λ̄1 − (1− λ̄1)CV )/(1 + λ̄1 + (1− λ̄1)CV ). (15)

В частном случае неограниченной длины волокон равенство (15) со-
впадает с формулой, полученной в работе [10]. При λ̄•1 → 0 формула
(14) в виде

λ̃◦1 =
2− (1− λ̄1)(1− r̄2)− (2− (1 + λ̄1)(1− r̄2))CV
2− (1− λ̄1)(1− r̄2) + (2− (1 + λ̄1)(1− r̄2))CV

(16)

соответствует случаю полого волокна с круговой цилиндрической по-
лостью радиусом r0. При r0 = 0 формула (16) переходит в равенство
(15). Предельным переходом при λ̄•1 → ∞ из формулы (14) получим
равенство

λ̃∗1 =
1− r̄2 + λ̄1(1 + r̄2)− (1− r̄2 − λ̄1(1 + r̄2))CV
1− r̄2 + λ̄1(1 + r̄2) + (1− r̄2 − λ̄1(1 + r̄2))CV

, (17)

соответствующее случаю бесконечно большой теплопроводности
сердцевины волокна. При r0 = 0 равенство (17) также совпадает
с равенством (15).

Представленные выше оценки и формулы (14)–(17) сохраняют
смысл во всем промежутке изменения от 0 до 1 объемной концен-
трации CV волокон в композите, что предполагает возможность
уменьшения радиуса волокон от некоторого конечного значения r0
до бесконечно малого. При таком предположении сохраняет смысл
значение CV = 1, когда композит будет состоять только из волокон.
Реальный однонаправленный волокнистый композит обычно состо-
ит из волокон примерно одинакового радиуса, что ограничивает их
наибольшую возможную объемную концентрацию значением C∗V < 1.
Предельно плотная укладка цилиндрических волокон с круговым
поперечным сечением одинакового радиуса соответствует значению
CΔV = π/(2

√
3) ≈ 0,907, когда центры поперечных сечений касающих-

ся между собой соседних волокон одинакового радиуса расположены в
вершинах равносторонних треугольников. Однако из условия прочно-
сти при растяжении композита в направлении волокон каждое волокно
должно быть окружено связующим, образующим матрицу [3], поэтому
реальное значение CV < CΔV .

Учет взаимного расположения волокон. Однонаправленный во-
локнистый композит обладает свойством трансверсальной изотропии
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Рис. 1. Квадратная ячейка

по отношению к оси, параллельной
волокнам, если их взаимное располо-
жение является хаотическим, т.е. но-
сит случайный характер. При упоря-
доченном расположении волокон это
свойство будет сохранено, когда цен-
тры их круговых поперечных се-
чений одинаковым радиусом r0 со-
впадают с узлами плоской сетки с
одинаковыми ячейками в виде пра-
вильных многоугольников, поскольку
ось, проходящая через центр таких
многоугольников перпендикулярнa их
плоскости, имеет порядок выше вто-

рого [18]. Ограничимся рассмотрением расположения волокон, соот-
ветствующего сетке с одинаковыми квадратными ячейками.

В случае квадратных ячеек со стороной 2l при касании сосед-
них волокон rv = l и максимально достижимое значение объемной
концентрации волокон составит C�V = π/4 ≈ 0,7854. Тогда заданно-
му значению CV ≤ C�V будет соответствовать относительный ради-
ус волокна r̄∗ = rv/l =

√
4CV /π. С учетом этого повторяющийся

элемент структуры композита представим в координатной плоскости
X1OX2 квадратной ячейкой (рис. 1) с длиной стороны, равной едини-
це. Ячейка содержит четверть кругового поперечного сечения волокна
с центром в начале координат и относительным радиусом r̄∗. Относи-
тельный радиус поперечного сечения сердцевины волокна обозначим
через r̄0 = r0/l. Стороны ячейки x1 = 0 и x1 = 1 примем идеаль-
но теплоизолированными, а на сторонах x2 = 0 и x2 = 1 зададим
температуры, равные нулю и T0 соответственно.

В рассматриваемом случае одну из оценок величины λ1 можно по-
лучить, если принять, что при установившемся температурном состоя-
нии в этой ячейке все изотермы параллельны координатной оси OX1.
Такое распределение температуры допустимо для минимизируемого
функционала [14, 15], входящего в двойственную вариационную фор-
мулировку стационарной задачи теплопроводности в ячейке. Поэтому
соответствующая оценка будет верхней по отношению к величине λ1.

Верхнюю оценку величины λ1 можно представить в виде λ� =
= 1/R−, где R− — нижняя оценка термического сопротивления ячей-
ки (см. рис. 1), которое последовательно включает в себя термическое
сопротивление Rm = (1− r̄∗)/λm полосы единичной длины шириной
1 − r̄∗ с коэффициентом теплопроводности λm матрицы и термиче-
ское сопротивление R двух полос единичной длины шириной r̄∗ − r̄0
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и r̄0. Одна из полос с термическим сопротивлением R◦ содержит
часть поперечного сечения кольцевого слоя волокна с коэффициен-
том теплопроводности λ◦1 и фрагмент поперечного сечения матрицы,
вторая полоса с термическим сопротивлением R• — четверть попереч-
ного сечения сердцевины волокна с коэффициентом теплопроводно-
сти λ•1, часть поперечного сечения кольцевого слоя волокна и остав-
шийся фрагмент поперечного сечения матрицы. Таким образом, R =
= R◦ +R•.

Для вычисления величины R◦ выделим полосу единичной длины
шириной dx2, состоящей из двух участков длиной

√
r̄2∗ − x

2
2 с коэф-

фициентом теплопроводности λ◦1 и длиной 1 −
√
r̄2∗ − x

2
2 с коэффи-

циентом теплопроводности λm (см. рис. 1). Тогда для термического
сопротивления этой полосы получим

dR◦ =
dx2

λ◦1
√
r̄2∗ − x

2
2 + λm(1−

√
r̄2∗ − x

2
2)
,

а для всей полосы шириной r̄∗ − r̄0 —

R◦=
1

λm

r̄∗∫

r̄0

dx2

1+b
√
r̄2∗ − x

2
2

=
2

λmb







arctg

√
1− br̄0
1 + br̄0√

1− (br̄0)2
−
arctg

√
1− br̄∗
1 + br̄∗√

1− (br̄∗)2





,

где b = λ̄1 − 1.

Чтобы вычислить величину R•, выделим полосу единичной дли-
ны шириной dx′2, но включающей в себя три участка (см. рис. 1):

длиной
√
r̄20 − x

2
2 с коэффициентом теплопроводности λ•1; длиной√

r̄2∗ − x
2
2−
√
r̄20 − x

2
2 с коэффициентом теплопроводности λ◦1; длиной

1 −
√
r̄2∗ − x

2
2 с коэффициентом теплопроводности λm. Для термиче-

ского сопротивления этой полосы запишем (опустив штрих у dx2):

dR• =
dx2

λ•1
√
r̄20 − x

2
2 + λ

◦
1(
√
r̄2∗ − x

2
2 −

√
r̄20 − x

2
2) + λm(1−

√
r̄2∗ − x

2
2)
,

а для всей полосы шириной r̄0 —

R• =
1

λm

r̄0∫

0

dx2

1 + b
√
r̄2∗ − x

2
2 + (λ̄

•
1 − λ̄1)

√
r̄20 − x2

.

Таким образом, нижняя оценка суммарного термического сопротивле-
ния квадратной ячейки составит Rm + R, а соответствующая верхняя
оценка ее проводимости, совпадающая в этом случае с верхней оцен-
кой величины λ1, будет равна

λ� = 1/(Rm +R) = λm/(1− r̄0 + λmR
◦ + λmR

•). (18)
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Для построения нижней оценки величины λ1 необходимо исполь-
зовать распределение вектора плотности теплового потока в рассма-
триваемой ячейке, допустимое для максимизируемого функционала
[14, 15], входящего в двойственную вариационную формулировку ста-
ционарной задачи теплопроводности в этой ячейке. Такое распределе-
ние можно получить, если разбить квадратную ячейку (см. рис. 1) си-
стемой адиабатических плоскостей, параллельных координатной оси
OX2. Тогда термическая проводимость ячейки будет суммой прово-
димости Ym = λm(1 − r̄∗) полосы единичной длины шириной 1 − r̄∗
с коэффициентом теплопроводности λm матрицы и проводимости Y
двух полос единичной длины шириной r̄0 и r̄∗ − r̄0. Первая полоса
проводимостью Y • содержит четверть кругового поперечного сечения
сердцевины волокна с коэффициентом теплопроводности λ•1, часть по-
перечного сечения кольцевого слоя волокна с коэффициентом тепло-
проводности λ◦1 и фрагмент поперечного сечения матрицы, а вторая
полоса проводимостью Y ◦ — часть поперечного сечения кольцевого
слоя волокна и оставшийся фрагмент поперечного сечения матрицы.
Таким образом, Y = Y • + Y ◦.

Для вычисления величины Y ◦ выделим полосу единичной дли-
ны шириной dx1, включающей в себя два участка (см. рис. 1) дли-
ной

√
r̄2∗ − x

2
1 с коэффициентом теплопроводности λ◦1 и длиной

1 −
√
r̄2∗ − x

2
1 с коэффициентом теплопроводности λm. Для терми-

ческой проводимости этой полосы запишем

dY ◦ =
dx1√

r̄2∗ − x
2
1/λ

◦
1 + (1−

√
r̄2∗ − x

2
1)/λm

,

а для всей полосы шириной r̄∗ − r̄0 после интегрирования по x1 в
пределах от r̄0 до r̄∗ —

Y ◦=λm

r̄∗∫

r̄0

dx1

1 + b1
√
r̄2∗ − x

2
1

=
2λm
b1







arctg

√
1− b1r̄0
1 + b1r̄0√

1− (b1r̄0)2
−
arctg

√
1− b1r̄∗
1 + b1r̄∗√

1− (b1r̄∗)2





,

где b1 = 1/λ̄1−1. Отметим, что при b1 > 1/r̄0 или только при b1 > 1/r̄∗
в приведенной формуле аргумент арктангенса и знаменатель дроби, в
которую входит арктангенс, станут чисто мнимыми. В этом случае [19]

arctg
√
(1− b1r̄0)/(1 + b1r̄0)√
1− (b1r̄0)2

=
1

2
√
(b1r̄0)2 − 1

ln

√
b1r̄0 + 1 +

√
b1r̄0 − 1√

b1r̄0 + 1−
√
b1r̄0 − 1
(19)

и аналогичная формула с заменой радиуса r̄0 радиусом r̄∗. Такая же
ситуация возникнет при b > 1/r̄0 или только при b > 1/r̄∗ в форму-
ле для термического сопротивления R◦. Тогда следует использовать
равенство (19) с заменой величины b1 величиной b.
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Чтобы вычислить величину Y • выделим полосу единичной дли-
ны шириной dx′1, включающей три участка (см. рис. 1): длиной
1 −

√
r̄2∗ − x

2
1 с коэффициентом теплопроводности λm; длиной√

r̄2∗ − x
2
1−
√
r̄20 − x

2
1 с коэффициентом теплопроводности λ◦1; длиной√

r̄20 − x
2
1 с коэффициентом теплопроводности λ•1. Для термической

проводимости этой полосы запишем (опустив штрих у dx1)

dY •=
dx1√

r̄20−x
2
1/λ

•
1+(
√
r̄2∗−x

2
1/λ∗−

√
r̄20−x

2
1)/λ

◦
1+(1−

√
r̄2∗−x

2
1)/λm

,

а для всей полосы шириной r̄0 —

Y • = λm

r̄0∫

0

dx1

1 + b1
√
r̄2∗ − x

2
1 + (1/λ̄

•
1 − 1/λ̄1)

√
r̄20 − x

2
1

.

В итоге нижняя оценка величины λ1 будет равна

λ� = Ym + Y = λm(1− r̄∗) + Y
◦ + Y •. (20)

Результаты расчетов. Полученные расчетные зависимости ис-
пользуем для оценок значений λ1 и λ3 компонент тензора эффектив-
ной теплопроводности композита с алюминиевой матрицей и борово-
локном. Такое волокно получают осаждением бора из газовой фазы
хлористого бора BCl3 на вольфрамовую нить диаметром около 12 мкм
при высокой температуре [20]. При этом вольфрам переходит в борид

Рис. 2. Зависимости оценок эффектив-
ного коэффициента теплопроводности
композита от объемной концентрации
волокон, построенные по формулам (1),
(2), (14), (18) и (20)

вольфрама W2B5 с коэффи-
циентом теплопроводности
λ•=32Вт/(м∙K) при температуре
300 K [21, 22], а диаметр серд-
цевины волокна возрастает до
15. . . 18 мкм [20]. В зависимости
от параметров технологического
процесса осажденный кольце-
вой слой бора может иметь по-
ликристаллическую или аморф-
ную структуру. В первом случае
коэффициент теплопроводности
бора составляет λ◦=27Вт/(м∙K)
при той же температуре [22], во
втором — значение этого коэффи-
циента может быть на порядок
меньше [21]. Поперечное сече-
ние полученного волокна близко
к круговому и имеет диаметр
100. . . 200 мкм.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4 85



Коэффициент теплопроводности λm алюминиевой матрицы из
сплава АВ примем равным 209 Вт/(м∙K). Поскольку для рассматрива-
емого волокна известны лишь значения λ• и λ◦, характеризующие его
как изотропное по отношению к свойству теплопроводности, формулы
(1) и (2) будут идентичны формулам (3) и (4). Зависимости оценок λ̃+

и λ̃− от объемной концентрации CV (штрихпунктирные и штриховые
линии) при фиксированных значениях r̄ = 0,15, λ̄• = λ•/λm = 0,153
и двух значениях λ̄′ = λ◦/λm = 0,1292, λ̄′ = 0,01292, построенные
по формулам (1) и (2), а также рассчитанная по формуле (14) зави-
симость оценки λ̃1 от объемной концентрации CV (сплошные линии)
приведены на рис. 2. Зависимости для верхней оценки λ̃+ одновремен-
но следует рассматривать как надежное приближение к зависимости
для отношения λ̃3, позволяющее вычислить значение эффективного
коэффициента теплопроводности λ3 композита в направлении распо-
ложения волокон. Зависимостям отношения λ̃� = λ�/λm от объемной
концентрации CV соответствуют построенные по формуле (18) сплош-
ные кривые с черными (для λ̄′) и светлыми (для λ̄′′) квадратами, а
зависимостям отношения λ̃� = λ�/λm от объемной концентрации
CV — построенные по формуле (20) пунктирные кривые с соответ-
ствующими квадратами.

Согласно рис. 2, уменьшение коэффициента теплопроводности во-
локна приводит к заметному увеличению разности двусторонних оце-
нок, которые следуют из теории смесей, тогда как разность таких оце-
нок, полученных с учетом взаимного расположения волокон, возра-
стает менее существенно. Результаты расчетов на основе уточненной
математической модели теплового взаимодействия комбинированного
волокна и матрицы лучше коррелируют с верхней оценкой, учитыва-
ющей взаимное расположение волокон, по сравнению с аналогичной
нижней оценкой.

Заключение. Выведены формулы для двусторонних оценок эф-
фективного коэффициента теплопроводности однонаправленного во-
локнистого композита в плоскости, перпендикулярной волокнам, учи-
тывающие влияние их взаимного расположения. Рассмотрены вари-
анты расположения центров круглых поперечных сечений соседних
волокон в вершинах квадратов. Проведено сравнение значений этих
оценок с результатами расчетов по формулам, которые следуют из
теории смесей и уточненной математической модели теплового вза-
имодействия комбинированного волокна и матрицы. На примере бо-
роалюминиевого композита показано, что результаты вычислений по
этой модели близки к оценкам, учитывающим взаимное расположение
волокон.
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