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Работа посвящена наилучшей аппроксимации случайной величины с помощью
некоторого набора случайных величин. Весьма употребительна аппроксимация
посредством линейных комбинаций упомянутого набора. В настоящей ста-
тье этот прием несколько расширен с использованием также полиномиаль-
ных функций элементов этого набора. Если степени полиномов произвольны,
то это приводит к аппроксимации посредством условного математического
ожидания случайной величины относительно этого набора. Описаны линейные
пространства случайных величин, в которых указанные методы аппроксима-
ции приводят к одному и тому же результату.
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The article deals with the best approximation of a random variable by a set of
random variables. Approximation by means of linear combinations of the above set
is rather common. In the article this approach is extended to use of polynomial
functions of this set elements. If degrees of polynomials are arbitrary then it results
in approximation by means of a conditional mathematical expectation of a random
variable concerning this set. Linear spaces of random variables are described in
which the specified methods of approximation result in the same result.
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Введение. Постановка задачи. Рассмотрим пространство с мерой
(X,P ) и соответствующее гильбертово пространство L2(X). Пусть да-
ны функции f, f1, ∙ ∙ ∙ , fm. Простейший вариант классической задачи
теории приближений состоит в наилучшей аппроксимации функции
f линейной комбинацией функций fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ ,m. Здесь затронуты
только приближения в гильбертовом пространстве; с общими принци-
пами теории приближений можно ознакомиться, например, в работах
[1–3]. Более специальным вопросам теории посвящены книги [4, 5].
Современное состояние теории освещено в работе [6]. Очевидное ре-
шение указанной простейшей задачи — это проекция функции f на
линейную оболочку набора fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ ,m; условимся обозначать эту
проекцию через proj(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm).

Рассмотрим следующий, более общий “механизм” приближения.
Будем считать, что эти функции имеют конечные Lp нормы для всех
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p ≥ 1. Для аппроксимации функции f используем не только линейные
комбинации функций fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ ,m, но и произвольные функции,
полученные как многочлены от функции fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ ,m. Более точ-
но, зафиксируем целое число k, возьмем множество Pk, состоящее из
всевозможных многочленов от m переменных с комплексными коэф-
фициентами, имеющих степень ≤ k (по совокупности переменных);
рассмотрим величину dk(f) = inf ‖f − p(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)‖, p ∈ Pk. При-
мем также d∞(f) = inf ‖f − p(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)‖, p ∈ ∪kPk. Таким образом,
здесь p пробегает совокупность всех многочленов от m переменных
(произвольной степени). Ясно, что

d1(f) ≥ ∙ ∙ ∙ ≥ d∞(f), (1)

в результате приходим к бесконечной цепочке приближений функ-
ции f (включая “финальное” приближение, приводящее к величине
d∞(f)). Возможно, рассмотрение этой цепочки для конкретных клас-
сов функций окажется интересным. Сделаем лишь скромный шаг в
этом направлении: изучим условия, при которых все величины, ука-
занные в (1), совпадают; другими словами, перечисленные способы
аппроксимации не дают преимущества по сравнению с аппроксимаци-
ей посредством линейных комбинаций функций. (Читатель, возможно,
сочтет, что случаи совпадения всех величин из формулы (1) отчасти
“дискредитируют” указанные методы аппроксимации; однако анализ
такой ситуации является достаточно содержательной задачей.)

Изложим точную постановку задачи. Начиная с этого места пред-
положим, что указанная выше мера P является вероятностной, т.е.
P (X) = 1. Будем пользоваться языком и традиционными обозначени-
ями теории вероятностей (нам понадобятся лишь скромные сведения
из этой теории; их можно почерпнуть из книг [7–10]). Таким образом,
указанные выше функции f, f1, ∙ ∙ ∙ , fm — это случайные величины,
имеющие конечные Lp-нормы для всех p ≥ 1. Наша цель — выяс-
нить условия, при которых все величины dk(f), k = 1, 2, ∙ ∙ ∙ , и d∞(f)
совпадают. Это условие равносильно тому, что

d1(f) = d∞(f). (2)

Изучим правую часть равенства (2). Для этого рассмотрим случай-
ную величину M(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm) — условное математическое ожидание
случайной величины f относительно случайных величин fi, i =
= 1, ∙ ∙ ∙ ,m. Напомним, что величину M(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm) можно за-
писать в виде g(f1, ∙ ∙ ∙ , fm), и для любой случайной величины вида
h(f1, ∙ ∙ ∙ , fm) выполняется равенствоM(g(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)h(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)) =
= M(fh(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)); здесь g, h — борелевские функции. Оно озна-
чает, что M(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm) есть проекция случайной величины f на
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замыкание линейного пространства всех случайных величин вида
h(f1, ∙ ∙ ∙ , fm)) с конечной L2-нормой (h(f1, ∙ ∙ ∙ , fm) — борелевская
функция). Итак, правая часть равенства (2) — это расстояние между
вектором f и указанным подпространством, а функция, на которой
достигается это расстояние, — упомянутое условное математическое
ожидание.

Левая часть равенства (2) — расстояние между вектором f и ли-
нейной оболочкой набора f1, ∙ ∙ ∙ , fm; это подпространство является
частью подпространства, о котором только что шла речь. Следова-
тельно, равенство (2) равносильно равенству

M(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm) = proj(f |f1, ∙ ∙ ∙ , fm). (3)

Изучим случаи, когда равенство (3) имеет место. Целесообразно не-
сколько расширить задачу, поставив ее следующим образом.

Задача. Охарактеризовать все конечномерные подпространства
L ⊂ L2(X), такие что выполняется равенство (3) для любых линейно
независимых наборов f, f1, ∙ ∙ ∙ , fm, взятых из подпространства L.

Отметим, что в таких подпространствах аналогичное условие так-
же выполняется для линейно зависимых наборов f, f1, ∙ ∙ ∙ , fm, поэто-
му можно исключить требование линейной независимости из форму-
лировки задачи.

Решение задачи. Изложение результата. Прежде чем присту-
пить к решению поставленной задачи, отметим один общеизвестный
класс подпространств с указанным в ней свойством. Таковыми явля-
ются подпространства, полученные как линейная оболочка гауссова
набора случайных величин, имеющих нулевые математические ожи-
дания [8, 9].

В следующих двух теоремах описаны все подпространства с ука-
занным свойством (и тем самым, дано решение поставленной выше
задачи). Для описания подпространств указаны базисы в них; таким
образом, решение свелось к характеризации базисов, которая особенно
проста для случая ортонормированных базисов (теорема 1). Случай,
когда базис не предполагается ортонормированным, рассмотрен в те-
ореме 2.

Теорема 1. Пусть дано конечномерное подпространство L⊂L2(X)
с ортонормированным базисом ξk, k = 1, ∙ ∙ ∙ , n. Тогда равносильны
следующие условия:

1) для любого линейно независимого набора {fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ , n} из
подпространства L выполняется равенство

M(f1|f2, ∙ ∙ ∙ , fn) = proj(f1|f2, ∙ ∙ ∙ , fn); (4)

2) распределение случайного вектора (ξ1, ∙ ∙ ∙ , ξn) инвариантно от-
носительно любого ортогонального преобразования пространстваRn

20 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4



(т.е. P ((ξ1, ∙ ∙ ∙ , ξn) ∈ E) = P ((ξ1, ∙ ∙ ∙ , ξn) ∈ D(E)) для любого боре-
левского множества E и любого ортогонального преобразования D,
действующего в пространстве Rn);

3) характеристическая функция M(exp(i
n∑

k=1

tkξk)) представима в

виде s(
√
t21 + ∙ ∙ ∙ t2n) (s — функция одной переменной).

В теореме 1 использован ортонормированный базис в подпростран-
стве L. В теореме 2 рассмотрено линейное пространство L случайных
величин, в котором фиксирован произвольный базис μk, k = 1, ∙ ∙ ∙ , n,
в L (возможно, не ортонормированный). Рассмотрим квадратичную
форму Q(t1, ∙ ∙ ∙ , tn) = M(|

∑

1≤k≤n
tkμk|2) и характеристическую функ-

цию F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) =M(exp(i
n∑

k=1

tkμk)).

Теорема 2. Равносильны следующие условия:
1) для любого линейно независимого набора {fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ , n} из

пространства L выполняется равенство (4);
2) характеристическая функция F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) представима в виде

s(Q(t1, ∙ ∙ ∙ , tn)), где s — функция одной переменной.
Отметим, что теорема 2 следует из теоремы 1. Действительно,

набор μk, k = 1, ∙ ∙ ∙ , n, получается из ортонормированного набора с
помощью линейного невырожденного преобразования. При этом ар-
гумент t = (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) функций Q и F подвергается сопряженному
линейному преобразованию, применяя которое к функциям, указан-
ным в условии 3 теоремы 1, приходим к заключению теоремы 2.

Переходя к доказательству теоремы 1, начнем с простых фактов из
теории вероятностей. Примем M(ξ1|ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) = A(ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn).

Лемма. Справедливо равенство

∂F/∂t1(0, t2, ∙ ∙ ∙ , tn) = iM(A(ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) exp

(

i
∑

2≤k≤n

tkξk)

)

(5)

для всех tk.
J Действительно, левая часть равенства (5) есть

iM(ξ1 exp

(

i
∑

2≤k≤n

tkξk)

)

.

Из приведенных выше свойств условного математического ожидания
получаем, что эта величина совпадает с правой частью равенства (5).
Лемма доказана. I

Докажем теорему 1. Начнем с доказательства равносильности
условий 2 и 3. При ортогональном преобразовании случайного вектора
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(ξ1, ∙ ∙ ∙ , ξn) характеристическая функция M
(
exp(i

n∑

k=1

tkξk)
)

подвер-

гается обратному преобразованию переменных. Поэтому инвариант-
ность распределения указанного вектора равносильна инвариантности
характеристической функции, а последнее равносильно тому, что эта
функция представима в виде функции величины

√
t21 + ∙ ∙ ∙ t2n. Этим

доказана равносильность условий 2 и 3 теоремы 1.
Докажем равносильность условий 1 и 2 теоремы 1. Пусть выпол-

нено условие 1 теоремы 1. Применим это условие, взяв в качестве
набора {fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ , n} набор {ξ1, ∙ ∙ ∙ , ξn). Тогда правая часть равен-
ства (4) равна нулю, откуда M(ξ1|ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) = A(ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) = 0.
Из равенства (5) получаем, что ∂F/∂t1(0, t2, ∙ ∙ ∙ , tn) = 0 для всех
t2, ∙ ∙ ∙ , tn. Это равенство можно истолковать так: производная функ-
ции F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) вдоль вектора (1, 0, ∙ ∙ ∙ , 0) равна нулю в любой точ-
ке вида (0, t2, ∙ ∙ ∙ , tn). Отметим, что указанные векторы (1, 0, ∙ ∙ ∙ , 0)
и (0, t2, ∙ ∙ ∙ , tn) ортогональны. Повторим это рассуждение, заменив
набор {ξ1, ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn} набором {Gξ1, Aξ2, ∙ ∙ ∙ , Gξn}, где G — произ-
вольная ортогональная матрица. Получим следующее: производная
функции F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) вдоль произвольного вектора e равна нулю в
любой точке x, такой что векторы e и x ортогональны. Возьмем про-
извольную кривую σ 7→ x(σ), σ ∈ (0, 1), такую что |x(σ)| = r для
фиксированного r. Тогда касательный вектор x′(σ) ортогонален к x(σ)
и, согласно предыдущему выводу, производная функции вдоль векто-
ра x′(σ) равна нулю. Следовательно, функция F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) постоянна
на указанной кривой. Таким образом, функция F (t1, ∙ ∙ ∙ , tn) = F (t)
постоянна на любой сфере |t| = r. Тем самым, она зависит только от
|t|, т.е. выполнено условие 3, а поэтому и равносильное условие 2.
Доказано, что из условия 1 теоремы следует условие 2.

Пусть теперь выполнено условие 2 теоремы 1. Тогда выполнено
и равносильное ему условие 3. Отсюда ∂F/∂t1(0, t2, ∙ ∙ ∙ , tn) = 0 для
всех t2, ∙ ∙ ∙ , tn. Таким образом, обе части равенства (5) равны нулю.
Но правая часть есть преобразование меры Фурье – Стилтьеса, полу-
ченной умножением функции A(x2, ∙ ∙ ∙ , xn) на меру, задающую рас-
пределение случайного вектора {ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn}. По теореме единствен-
ности для преобразования Фурье – Стилтьеса в Rn, определяем, что
A(ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) = 0, т.е. M(ξ1|ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) = 0. Повторив изложенное
для набора, полученного из набора (ξ1, ξ2, ∙ ∙ ∙ , ξn) ортогональным пре-
образованием (условие 2 остается в силе и для этого набора), запишем
следующее: если {νj}, 1 ≤ i ≤ r — произвольная ортонормирован-
ная система, то M(ν1|ν2, ∙ ∙ ∙ , νr) = 0. Этим доказано первое утвер-
ждение теоремы для ортонормированных наборов случайных вели-
чин. Чтобы доказать его для любой линейно независимой системы
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{fi, i = 1, ∙ ∙ ∙ , n}, заменим ее ортонормированным набором, получен-
ным известным процессом ортогонализации, в котором первый вектор
пропорционален вектору f1. Дальнейшие рассуждения вполне очевид-
ны. Теорема доказана.

Замечания и выводы. Доказанная теорема также позволяет ука-
зать простейшие ортонормированные наборы случайных величин, та-
ких, что в линейной оболочке этого набора наилучшая аппроксимация
элемента при помощи линейных комбинаций заданных элементов со-
впадает с аппроксимацией посредством условного математического
ожидания. Чтобы сформировать такой набор следует взять случай-
ную точку, равномерно распределенную на n-мерной единичной сфе-
ре, и набор координат этой точки. Добавим, что характеристическая
функция данного набора выражается через функции Бесселя. Согласно
теореме, любой ортонормированный набор случайных величин, обла-
дающий описанным свойством, получается как “смесь” описанных
простейших наборов.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 11-01-00790а.
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