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Исследована задача о вынужденных краевых колебаниях предвари-
тельно деформированных несжимаемых упругих тел со смешанны-
ми граничными условиями на лицевых поверхностях. Рассмотре-
ны колебания полуполосы, а также соответствующие колебания
трехмерного бруса прямоугольного сечения. В результате сравне-
ния результатов для двумерного и трехмерного случаев отмечено,
что предельный случай подавления явления краевого резонанса в
случае плоской задачи для полуполосы не может иметь места в
случае бруса.
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Краевые колебания и краевой резонанс находят многочисленные
приложения в геодинамике, методах неразрушающего контроля и дру-
гих областях науки и техники. Определение резонансных частот явля-
ется одной из важнейших составляющих оптимизации динамических
параметров элементов конструкций. Явление краевого резонанса бы-
ло впервые отмечено в работе [1] и широко исследовалось [2–6]. В
недавно вышедшей монографии [7] приведен фундаментальный обзор
работ, посвященных исследованию явления краевого резонанса. Сле-
дует отметить аналитический подход, впервые примененный в работе
[8], где в случае смешанных граничных условий на лицевых поверхно-
стях удалось выявить связь между собственными частотами краевых
колебаний и скоростью поверхностной волны. Отметим, что новые
аспекты задачи о краевых колебаниях проявились для предварительно
деформированных упругих тел. Исследование свойств упругих волн в
предварительно деформированных телах особенно активно стало раз-
виваться во второй половине XX века [9–11].

В настоящей работе исследованы вынужденные краевые колеба-
ния в предварительно деформированных упругих телах, в частности в
случае полубесконечной полосы, а также для полубесконечного бруса
прямоугольного сечения. Работа является продолжением исследова-
ний, в которых была показана связь между скоростью поверхностной
волны и краевым спектром в случае свободных колебаний предва-
рительно деформированной упругой полуполосы [12], а также трех-
мерной задачи для полубесконечной пластины [15]. Проведенный в
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настоящей работе анализ показал, что не все характерные черты вы-
нужденных колебаний, имевшие место в плоской задаче, присутству-
ют в трехмерном случае. Возможность полностью исключить явление
краевого резонанса для предварительно деформированной упругой по-
луполосы, отмеченная в работе [12], не может быть реализована в слу-
чае вынужденных колебаний бруса. В то же время предельный случай,
связанный с неограниченным ростом плотности краевого спектра при
определенном сочетании параметров предварительной деформации,
присутствует и в трехмерном случае.

Основные соотношения. Рассматривается модель предварительно
деформированного упругого несжимаемого изотропного тела. Из на-
чального состояния под действием значительной статической нагрузки
тело переходит в состояние равновесия, на которое накладываются пе-
ремещения малой амплитуды, являющиеся предметом изучения. Гео-
метрия полуполосы задается условиями −h ≤ x1 ≤ h, 0 ≤ x2 < ∞, а
в случае бруса −h1 ≤ x1 ≤ h1, −h3 ≤ x3 ≤ h3, 0 ≤ x2 <∞.

Как известно, ненулевые компоненты тензора упругости в случае
несжимаемого изотропного предварительно деформированного мате-
риала имеют форму Biijj , Bijji и Bijij , i, j ∈ {1, 2, 3} [11]. Запи-
шем уравнения движения и линеаризованное условие несжимаемости
в виде

Bjilkuk,lj − p
∗
,i = ρüi, ui,i = 0. (1)

Здесь подразумевается суммирование по повторяющимся индексам; ui
— перемещения, а p∗ — дополнительное давление. Компоненты лине-
аризованного тензора дополнительных напряжений имеют вид

τ
(j)
i = Bjilkuk,l + p̄ uj,i − p

∗ δij , (2)

где p̄ — конечное статическое давление.
Вынужденные колебания полуполосы. Краевые колебания полу-

бесконечной полосы со смешанными граничными условиями на ли-
цевых поверхностях были подробно изучены в работе [12], поэтому в
настоящей работе приводятся лишь некоторые основные результаты.

Pассматривается плоское напряженно-деформированное состоя-
ние, т.е. u3 ≡ 0 и ui = ui(x1, x2), i = 1, 2. Зададим граничные условия
на лицевых поверхностях в виде

u1 = τ
(1)
2 = 0 при x1 = ±h, (3)

ограничивающем продольные перемещения [12]. Обозначим

p1 =
Λn1
h
, Λn1 = nπ, p2 =

Λn2
h
, Λn2 =

(2n− 1)π
2

, n = 1, 2, 3 . . . .

(4)
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Существует два семейства решений задачи (1), (3) относительно пере-
мещений ui и дополнительного давления p∗:

(u1, u2, p
∗) = (U sin(p1x1), V cos(p1x1), p1P cos(p1x1)) e

qx2eiωt;

(u1, u2, p
∗) = (U cos(p2x1), V sin(p2x1), p2P sin(p2x1)) e

sx2eiωt.
(5)

Отметим, что с учетом (4) решения (5) удовлетворяют граничным
условиям (3) автоматически. Приведем основные результаты для пер-
вого семейства решений (5). Анализ результатов в случае второго се-
мейства полностью аналогичен.

Решения представляются в форме линейных комбинаций соответ-
ствующих экспонент, убывающих от края x2 = 0, т.е.

u1 =
2∑

k=1

q̂kV
(k)eq̂kΛ

n
1 ζ sin (Λn1ξ) e

iωt;

u2 =
2∑

k=1

V (k)eq̂kΛ
n
1 ζ cos (Λn1ξ) e

iωt;

p∗ =
2∑

k=1

p1 q̂kV
(k)H(q̂k, Ω̂)e

q̂kΛ
n
1 ζ cos (Λn1ξ) e

iωt,

(6)

где

x1 = hξ; x2 = hζ; H(q,Ω) = Ω
2 + (B1122 +B1221 − B1111) + q

2B2121;

(7)
V (k) — произвольные постоянные; q̂k — корни характеристического
уравнения

γq̂4 +
{
Ω̂2 − 2β

}
q̂2 +

{
α− Ω̂2

}
= 0, (8)

удовлетворяющие условию затухания <(q̂k) < 0;
(
q̂, Ω̂

)
=
(q,Ω)h

Λn1
; α = B1212;

β =
B1111 +B2222

2
− B1122 − B1221; γ = B2121.

(9)

Известно, что скорость поверхностной волны cR действительна в
интервале устойчивости нормального напряжения σ2

γ−
√
γα−

√
2(β
√
γα + γα) < σ2 < γ−

√
γα+

√
2(β
√
γα + γα) (10)

и определяется из кубического уравнения [13]. Как показано в работе
[12], краевой спектр полуполосы связан со скоростью поверхностной
волны и имеет вид

Ω(n) =
Λn1cR
h

. (11)
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Запишем граничные условия на краю (x2 = 0)

τ
(2)
1 = f(x1) ≡ 0; τ

(2)
2 = g(ξ) = σ0

(
1

3
− ξ2

)

eiωt. (12)

В работе [13] получены решения для компонент перемещений и до-
полнительного давления, соответствующих n-й гармонике:

u
(n)
1 =

2∑

m=1

−q̂mV
(m)
n eq̂mΛ

n
1 ζ sin (Λn1ξ) e

iωt;

u
(n)
2 =

2∑

m=1

V (m)n eq̂mΛ
n
1 ζ cos (Λn1ξ) e

iωt;

p∗(n) =
2∑

m=1

p1 q̂mV
(m)
n H(q̂m, Ω̂)e

q̂mΛn1 ζ cos (Λn1ξ) e
iωt,

(13)

где

V (1)n =
4σ0hM(q̂2) (−1)n

(Λn1 )
3S(q̂1, q̂2, Ω̂)

; V (2)n =
4σ0hM(q̂1) (−1)n+1

(Λn1 )
3S(q̂1, q̂2, Ω̂)

; (14)

M(q) = γq2 + (γ − σ2); N (q,Ω) = −q
(
Ω2 + (σ2 − 2β − γ) + γq

2
)
;

S(q1, q2,Ω) =M(q1)N (q2,Ω)−M(q2)N (q1,Ω).
(15)

Как отмечено в работе [13], существуют два предельных случая.
Первый имеет место при стремлении скорости поверхностной волны
к нулю, что может быть достигнуто с помощью выбора соответству-
ющих параметров предварительной деформации. При этом плотность
краевого спектра неограниченно растет. Второй предельный случай
соответствует переходу поверхностной волны в сдвиговую, вследствие
чего не выполняется условие затухания. При этом нарушается лока-
лизация колебаний и амплитуда всплеска стремится к нулю.

Рассмотрим эти предельные случаи на примере энергетического
потенциала Варги (Varga)

W (λ1, λ2, λ3) = μ(λ1 + λ2 + λ3 − 3), (16)

где μ — модуль сдвига, λ1, λ2, λ3 — главные значения предваритель-
ной деформации [11]. На рис. 1, 2 приведены зависимости безразмер-

ного перемещения U1 =
u1

h
от частоты ω, c−1, для потенциала Вар-

ги. Главные значения предварительной деформации приняты равными
λ1 = 2,8 и λ2 = 2,795, тогда из условия несжимаемости λ3 = 0,128.
На рис. 1 приведена зависимость безразмерного перемещения U1 от
частоты ω для первого предельного случая, когда нормальное напря-
жение Коши σ2 стремится к критическому значению, при котором

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 2 69



Рис. 1. Перемещение U1 в случае устремления скорости поверхностной волны
к нулю:
a — cR = 4,305; б — cR = 1,405

скорость поверхностной волны стремится к нулю. В этом случае в
соответствии с выражением (11) резонансные частоты сгущаются и в
пределе плотность краевого спектра неограниченно растет.

70 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 2



На рис. 2 приведен второй предельный случай, когда σ2 = α +
+
√
αγ + δ стремится к критическому значению, соответствующему

переходу поверхностной волны в сдвиговую. Видно, как убывает ам-
плитуда колебаний, что соответствует потере локализации в краевой
зоне.

Таким образом, в случае полубесконечной полосы параметры пред-
варительной деформации могут оказывать весьма существенное вли-
яние на явление краевого резонанса. В первом предельном случае не-
ограниченно увеличивается плотность краевого спектра, вследствие
чего краевой резонанс может возникать почти на любой частоте воз-
действия. Во втором предельном случае явление краевого резонанса
не может иметь места, поскольку теряется эффект локализации коле-
баний вблизи края.

Вынужденные колебания бруса. Рассмотрим вынужденные ко-
лебания полубесконечного предварительно деформированного бруса
прямоугольного сечения. Зададим смешанные граничные условия на
лицевых поверхностях в виде

u1 = 0, τ
(1)
2 = 0, τ

(1)
3 = 0, при x1 = ±h1;

u3 = 0, τ
(3)
2 = 0, τ

(3)
1 = 0, при x3 = ±h3.

(17)

Этот тип граничных условий допускает следующую физическую ин-
терпретацию: брус, окруженный жестким покрытием, моделирующий
вставку. При этом возможны лишь продольные перемещения (вдоль
оси Ox2). Отметим, что это не единственный способ задания гранич-
ных условий, позволяющих найти точное решение для перемещений
и дополнительного давления. По аналогии с [13] могут быть рассмо-
трены случаи нерастяжимой мембраны, а также различные сочетания
данных типов граничных условий на лицевых поверхностях бруса.
Процедура решения в этом случае полностью аналогична, поэтому в
данной работе мы ограничимся рассмотрением случая жесткого по-
крытия (17). По аналогии с решением для полуполосы решения могут
быть найдены в форме четырех семейств, описываемых соответству-
ющими тригонометрическими функциями переменных x1, x3. Рассмо-
трим первое семейство решений

u1 = U sin (n1x1) cos (k1x3) exp {−βx2 + iωt} ;

u2 = V cos (n1x1) cos (k1x3) exp {−βx2 + iωt} ;

u3 = W cos (n1x1) sin (k1x3) exp {−βx2 + iωt} ;

p∗ = n1P cos (n1x1) cos (k1x3) exp {−βx2 + iωt} ,

удовлетворяющее смешанным граничным условиям (17) при

n1 =
Λn1
h1
, k1 =

Λk1
h3
. (18)
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Рис. 2. Перемещение U1 в случае устремления нормального напряжения к
критическому значению, соответствующему переходу поверхностной волны в
сдвиговую:
а — δ = 10−1; б — δ = 10−2; в — δ = 10−3
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Подставляя первое семейство решений в уравнения движения и усло-

вие несжимаемости (1), как и в плоском случае (см. (8)), получаем

характеристическое уравнение

β6γ21γ23 + β
4
{
ω2[γ21 + γ23]− a1(n1, k1)

}
+

+ β2
{
ω4 − ω2a2(n1, k1) + a3(n1, k1)

}
−

−
{
ω2 − a4(n1, k1)

}{
ω2[n21 + k

2
1]− a5(n1, k1)

}
= 0, (19)

где

a1(n, k) = [γ21γ13 + 2β12γ23]n
2 + [γ23γ31 + 2β23γ21] k

2;

a2(n, k) = [γ23 + γ13 + 2β12]n
2 + [γ21 + γ31 + 2β23] k

2;

a3(n, k) = [γ12γ23 + 2β12γ13]n
4 + [γ21γ32 + 2β23γ31] k

4+

+
[
γ12γ21 + γ13γ31 + γ23γ32 + 4β12β23 − μ

2
13

]
n2k2;

a4(n, k) = γ12n
2 + γ32k

2; a5(n, k) = γ13n
4 + γ31k

4 + 2β13n
2k2;

γij = Bijij , βij =
Biiii +Bjjjj

2
− Biijj − Bijji;

μik = βik − βij − βjk.

(20)

Решения относительно перемещений и дополнительного давления

представляются в виде линейных комбинаций экспоненциально зату-

хающих функций

u1 =
3∑

m=1

β(m)n1U(β(m), ω)V (m)

V(β(m), ω)
sin (n1x1) cos (k1x3) e

β(m)x2+iωt;

u2 =
3∑

m=1

V (m) cos (n1x1) cos (k1x3) e
β(m)x2+iωt;

u3 =
3∑

m=1

β(m)k1W(β(m), ω)V (m)

V(β(m), ω)
cos (n1x1) sin (k1x3) e

β(m)x2+iωt;

p∗ =
3∑

m=1

β(m)P(β(m), ω)V (m)

V(β(m), ω)
cos (n1x1) cos (k1x3) e

β(m)x2+iωt,

(21)

где V (m), m = 1, 2, 3, — произвольные постоянные; β(m), m = 1, 2, 3,

— корни характеристического уравнения (19), удовлетворяющие усло-

вию затухания <(β(m)) < 0, а величины U ,V ,W и P определяются из
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следующих соотношений:

U(β, ω) = ω2 + γ23β
2 − γ13n

2
1 + μ12k

2
1;

W(β, ω) = ω2 + γ21β
2 − γ31k

2
1 + μ23n

2
1;

V(β, ω) = U(β, ω)n21 +W(β, ω)k
2
1;

P(β, ω) = U(β, ω)W(β, ω) + n21U(β, ω)×

× [B2233 +B2332 − B1133 − B1331] +

+k21W(β, ω) [B1122 +B1221 − B1133 − B1331] .

(22)

По аналогии с плоским случаем в работе [15] была установлена связь
между краевым спектром бруса и скоростью поверхностной волны в
соответствующей задаче для полупространства:

ω(n1, k1) = cR(n1, k1)
√
n21 + k

2
1. (23)

В случае предварительно деформированного изотропного несжимае-
мого упругого полупространства скорость поверхностной волны на-
ходится из соотношения, включающего зависимость от нормального
напряжения σ2 и угла распространения волны, в нашем случае сфор-
мированного волновыми числами n1 и k1 [15].

Отметим, что в случае изотропного упругого материала скорость
поверхностной волны (волны Релея) постоянна cR(n1, k1) = cR, сле-
довательно, выражение для краевого спектра бруса (23) с учетом (4),
(18) примет вид

ωnk = πcR

√
n2

h21
+
k2

h23
. (24)

Рассмотрим теперь граничные условия на краю (x2 = 0)

τ
(2)
1 = τ

(2)
3 = 0;

τ
(2)
2 =

σ0

h1h2

(
1

3
−
x21
h21

)(
1

3
−
x23
h22

)

eiωt.
(25)

Записывая граничные условия (25) с учетом выражений (21), (2)
и разлагая результат в двойной ряд Фурье, получаем систему линей-
ных алгебраических уравнений для определения постоянных V

(m)
nk ,

m = 1, 2, 3. Полученные в результате собственные функции переме-
щений и дополнительного давления имеют вид
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u1 =
3∑

m=1

∞∑

n=1

∞∑

k=1

β(m)n1U(β(m), ω)V
(m)
nk

V(β(m), ω)
sin (n1x1) cos (k1x3) e

β(m)x2+iωt;

u2 =
3∑

m=1

∞∑

n=1

∞∑

k=1

V
(m)
nk cos (n1x1) cos (k1x3) e

β(m)x2+iωt;

(26)

u3 =
3∑

m=1

∞∑

n=1

∞∑

k=1

β(m)k1W(β(m), ω)V
(m)
nk

V(β(m), ω)
cos (n1x1) sin (k1x3) e

β(m)x2+iωt;

p∗ =
3∑

m=1

∞∑

n=1

∞∑

k=1

β(m)P(β(m), ω)V (m)nk

V(β(m), ω)
cos (n1x1) cos (k1x3) e

β(m)x2+iωt.

Процесс получения собственных функций для оставшихся семейств
решений и в случае других типов смешанных граничных условий на
лицевых поверхностях, допускающих разделение переменных, полно-
стью аналогичен рассмотренному ранее.

Отметим, что интервал устойчивости нормального напряжения σ2,
в котором скорость поверхностной волны будет действительной при
любом направлении распространения в плоскости x1x3, будет отли-
чаться от интервала устойчивости (10) в плоской задаче, соответству-
ющего углу распространению θ = 0 (вдоль оси Ox1). Как показано в
работе [15] при исследовании задачи о распространении поверхност-
ных волн в трехмерном полупространстве, скорость поверхностной
волны будет действительной при условии, что σ2 находится в ин-
тервале между двумя критическими значениями, зависящими от угла
распространения. Обозначим эти критические значения σ−0 (θ) и σ

+
0 (θ),

тогда интервал устойчивости в трехмерной задаче имеет вид

sup
0≤θ≤90◦

σ−0 (θ) < σ2 < inf
0≤θ≤90◦

σ+0 (θ). (27)

Отметим, что нижняя и верхняя грани обычно достигаются при θ = 0◦

или θ = 90◦.
Таким образом, как и в плоской задаче, на границах интервала

устойчивости можно ожидать значительного роста плотности краевого
спектра. Однако в случае, соответствующем переходу поверхностной
волны в объемную, сдвиговую, картина существенно отличается от
наблюдаемой в плоском случае. Поскольку для каждого угла распро-
странения переход волны Релея в объемную соответствует различным
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параметрам предварительной деформации, то невозможно указать па-
раметры, для которых при любой частоте воздействия колебания пере-
стают быть локализованными вблизи края для всех мод. Таким обра-
зом, вторая характерная черта краевых колебаний в плоском случае
для полубесконечной полосы не может иметь места в трехмерной за-
даче для полубесконечного бруса.

Исследования Д.А. Приказчикова выполнены при поддержке гран-
та Президента РФ МК-4234.2010.8.
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