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Введение. Известно, что ламинарное течение в следе за неподвиж-
ным круговым профилем с границей K и диаметром D̄ при обтекании
его равномерным потоком вязкой несжимаемой среды с постоянной
плотностью ρ̄ (Ā — размерная физическая величина; A — соответ-
ствующая ей безразмерная комбинация) характеризуется следующи-
ми режимами [1]: безотрывное стационарное течение; стационарный
отрыв; нестационарное отрывное периодическое течение. При числах
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Рейнольдса Re = V̄∞D̄/ν̄ < 5 (V̄∞ — скорость набегающего пото-
ка; ν̄ — коэффициент кинематической вязкости) обтекание кругового
профиля происходит без отрыва пограничного слоя. Увеличение чи-
сла Рейнольдса приводит к отрыву ламинарного пограничного слоя
от поверхности профиля. При 5 < Re < 60 внутри области отрыва
у кормовой части профиля устойчиво располагаются два вихря (зоны
вращательного движения разных знаков), за которыми вниз по тече-
нию следует извилистый вихревой слой. В этом диапазоне значений
числа Рейнольдса след (область течения позади тела, в которой про-
исходят изменения, обусловленные присутствием тела) полностью ла-
минарный. При 60 < Re < 300 реализуется устойчивый ламинарный
режим течения с регулярной вихревой дорожкой Кармана: вихри за
профилем расположены уже не стабильно, а образуются и отрывают-
ся поочередно то с одной, то с другой стороны. Такой режим течения
характеризуется безразмерной частотой схода вихрей — числом Стру-
халя Sh = f̄ D̄/V̄∞ (f̄ — частота схода вихрей). При бо́льших значениях
числа Рейнольдса возникает турбулизация течения в следе.

Если обтекаемый круговой профиль вращается, то структура те-
чения сильно изменяется, поскольку при обтекании вращающегося
тела образуется сила, воздействующая на тело и направленная пер-
пендикулярно потоку. Это явление известно как эффект Магнуса [2].
Если профиль вращается с постоянной угловой скоростью ω = ω0,
то вихревой след за цилиндром наблюдается только при низких ско-
ростях ω0 и полностью подавляется при критической скорости вра-
щения ωcr

0 , зависящей от числа Рейнольдса. При ω0 > ωcr
0 наблю-

даются два стационарных вихря, которые при возрастании угловой
скорости ω0 становятся более вытянутыми и смещаются в направле-
нии вращения. Если угловая скорость профиля изменяется по закону
ω = ω(t) = ω0 sin(2πSet), где t = t̄ V̄∞/D̄ — безразмерное время; Se —
безразмерная частота вращательных колебаний, то в зависимости от
амплитуды угловой скорости ω0 и величины Se могут наблюдаться
различные режимы течения.

При определенных значениях параметров ω0 и Se наибольший ин-
терес представляют два возможных эффекта: 1) сильное снижение ло-
бового сопротивления, экспериментально установленное в работе [3];
2) стабилизация следа (эффект Танеды), наблюдаемая в эксперимен-
тах [4]. Если ввести понятие “относительная частота вынужденных
колебаний” n = Se/Sh, где Sh — число Струхаля при обтекании непо-
движного профиля, характеризуемом тем же значением числа Re, то
можно утверждать, что первый эффект наблюдается в случае низко-
частотных колебаний (в работе [3] при n < 5), а второй — в случае
высокочастотных (в работе [4] при n > 14). Выбору оптимальных
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значений параметров ω0 и Se в зависимости от числа Re, при кото-
рых вращающийся профиль имеет наименьшее лобовое сопротивле-
ние, посвящены многие расчетные работы, например [5–7].

Поскольку при изучении явления стабилизации следа в работе
[4] принималось ω0 = 0,5π

2Se = 0,5π
2nSh, а значение n достаточ-

но велико, пиковые значения скорости движения границы профиля
v|K = ω0D/2 будут примерно на порядок больше скорости набегаю-
щего потока. Поэтому численное моделирование такого эффекта тре-
бует устойчивости схемы при высоком значении местного числа Re.
Впервые численно эффект Танеды был воспроизведен в работе [8],
в которой использовался бессеточный метод вязких вихревых доме-
нов. Сведений о моделировании этого явления сеточными методами
обнаружить не удалось.

Следовательно, численное моделирование обтекания кругового
профиля, совершающего вращательные колебания при различных
значениях ω0 и Se, является не только актуальной практической зада-
чей, возникающей, например, при расчете нагрузок, действующих на
элементы конструкций ветроэнергетической установки [2], но и хоро-
шим тестом для верификации методов вычислительной аэрогидроди-
намики.

Постановка задачи. Рассмотрим внешнее обтекание кругового
профиля с границей K и диаметром D̄, совершающего вращательные
колебания, равномерным потоком вязкой несжимаемой среды посто-
янной плотностью ρ̄ в расчетной области Ω = [0, 23D̄] × [0, 24D̄]
(рис. 1) с внешней границей Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4.

Математическая постановка задачи в безразмерных переменных
имеет вид

Рис. 1. Схема расчетной области
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v|K = ω
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2
τ ib, ω = ω(t) = ω0 sin(2πSet).

(1)

Здесь x = x̄/D̄, y = ȳ/D̄ — безразмерные координаты; D = 1, n — орт
внешней нормали; nib = (nibx , n

ib
y )

т — орт внутренней нормали к гра-
нице K, τ ib = (niby , −n

ib
x )

т — орт касательной к границе K;
p = p(x, y, t) = p̄/(ρ̄V̄ 2∞) — безразмерное давление; v = v(x, y, t) =
= u ∙ ex + v ∙ ey — безразмерная скорость (u = ū/V̄∞, v = v̄/V̄∞,
V∞ = 1).

Метод LS-STAG. Для численного решения поставленной зада-
чи использован метод LS-STAG [5] (Level Set STAGgered — метод
погруженных границ с функциями уровня для разнесенных сеток).
Метод LS-STAG — один из наиболее эффективных методов погру-
женных границ, не требующих совпадения границ ячеек с границами
расчетной области и позволяющих решать задачи в областях сложной
формы с применением прямоугольных структурированных сеток.

Для описания положения погруженной границы Γib = K профиля
Ωib введем знакопеременную функцию расстояния ϕ(r), r = (x, y)т:

ϕ(r) < 0, r ∈ Ωf = Ω \ {Ωib ∪ Γib};
ϕ(r) = 0, r ∈ Γib;
ϕ(r) > 0, r ∈ Ωib.

(2)

В рассматриваемом случае функция уровня может быть задана ана-
литически:

ϕ(x, y) = 0,5D −
√
(x− 8D)2 + (y − 12D)2. (3)

В расчетной области Ω вводим прямоугольную сетку с ячейками
Ωi,j = (xi−1, xi) × (yj−1, yj), границы которых обозначим Γi,j , а цен-
тры — xci,j = (x

c
i , y

c
j)

т. Ячейки, через которые проходит погружен-
ная граница, являются усеченными, т.е. содержат кроме жидкой ча-
сти области твердую. В каждой усеченной ячейке Ωi,j погруженная
граница представляется отрезком прямой, положения концов которо-
го определяются линейной интерполяцией величины ϕi,j = ϕ(xi, yj).
В двумерном случае усеченные ячейки можно разделить на трапецие-
видные, пятиугольные и треугольные (рис. 2).
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Рис. 2. Примеры усеченных ячеек:
а — северная трапеция; б — северо-западный треугольник; в — северо-западный
пятиугольник

Неизвестные значения скоростей ui,j и vi,j вычисляются в точ-
ках, находящихся в серединах жидких частей граней, которые явля-
ются центрами контрольных объемов Ωui,j = (x

c
i , x

c
i+1) × (yj−1, yj)

и Ωvi,j = (xi−1, xi) × (y
c
j , y

c
j+1) с границами Γui,j и Γvi,j соответственно.

Точка вычисления давления pi,j (см. рис. 2) расположена на пересече-
нии линий, содержащих точки вычисления скоростей. Это выполнено
исключительно для наглядности и не используется при дискретизации
уравнений: давление аппроксимируется кусочно-постоянной функци-
ей на каждой усеченной ячейке. Такой подход приводит к равенству
нулю градиента давления на твердых стенках. Для сохранения пяти-
точечной структуры шаблона также необходимо по-разному аппрок-
симировать потоки нормальных напряжений

∫

Γui,j

∂u

∂x
ex ∙ n dS,

∫

Γvi,j

∂v

∂y
ey ∙ n dS

и касательных напряжений
∫

Γui,j

∂u

∂y
ey ∙ n dS,

∫

Γvi,j

∂v

∂x
ex ∙ n dS.

В жидких и усеченных ячейках с одной твердой гранью нормальные
напряжения рассчитываются в центре ячейки Ωi,j , а касательные —
в правом верхнем углу. Для остальных усеченных ячеек положения
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точек вычисления нормальных и касательных напряжений показаны
на рис. 2. Поскольку нормальные напряжения являются диагональны-
ми элементами тензора напряжений и их среднее значение предста-
вляет собой давление, схема аппроксимации нормальных напряжений
должна быть согласована с аппроксимацией давления. В связи с этим

примем, что
∂u

∂x

∣
∣
∣
i,j

и
∂v

∂y

∣
∣
∣
i,j

имеют постоянные значения в усечен-

ных ячейках и фиксировать точку их вычисления не требуется. Таким
образом, поток нормальных напряжений аппроксимируется аналогич-
но градиенту давления.

Интегрирование по времени получающейся после дискретизации
по пространству дифференциально-алгебраической системы прово-
дится с помощью полунеявного метода, основанного на схеме ти-
па Адамса – Башфорта второго порядка с дифференцированием на-
зад (AB/BDF 2). Шаг предиктора приводит к решению разностного
аналога уравнения Гельмгольца для прогноза скорости, а шаг кор-
ректора — к решению разностного аналога уравнения Пуассона для
поправки давления. Полученные системы линейных алгебраических
уравнений решаются методом BiCGStab (метод бисопряженных гра-
диентов со стабилизацией) с предобуславливанием. Для определения
прогноза скорости используется ILU-предобуславливание, а для вычи-
сления поправки давления — многосеточное предобуславливание [9].

Решение тестовых задач о моделировании обтекания неподвижных
профилей различных форм показало высокую эффективность указан-
ного метода [10].

Вычислительные эксперименты. Приведем результаты решения
задачи (1) методом LS-STAG при различных значениях n = Se/Sh.

1. Вращение профиля с постоянной скоростью: n = 0. Расчеты
выполнялись при значениях Re = 60; 100; 160; 200 на сетке размером
120 × 148 ячеек с шагом по времени Δt = 0,01. Как и в работе [2],
для этих значений числа Рейнольдса получено ωcr

0 = 1,4; 1,8; 1,9; 2,0
соответственно. Начиная с этих значений угловой скорости вихревой
след за цилиндром полностью подавляется.

Безразмерные стационарные аэродинамические коэффициенты ло-
бового сопротивления Cxa и подъемной силы Cya (табл. 1), получае-
мые осреднением по большому промежутку времени нестационарных
нагрузок, определяются по формулам

Cxa(t) =
2Fxa
ρV 2∞D

; Cya(t) =
2Fya

ρV 2∞D
,

где Fxa и Fya — аэродинамические силы, вычисляемые по формулам,
приведенным в работе [10].
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Таблица 1
Значения стационарных аэродинамических коэффициентов Cxa и Cya

профиля, вращающегося с постоянной скоростью ω0, в зависимости от числа
Рейнольдса Re

Re Cxa при ω0 Cya при ω0

0 1 ωcr
0 3 0 1 ωcr

0 3

60 1,424 1,157 0,904 0,238 −0,005 −1,991 −3,077 −7,129

100 1,308 1,043 0,563 0,162 −0,029 −2,059 −4,222 −7,490

160 1,323 1,061 0,520 0,140 −0,038 −2,127 −4,632 −7,762

200 1,330 1,084 0,362 0,263 −0,026 −2,172 −4,619 −7,744

Зависимости коэффициентов Cxa(t) и Cya(t) при Re = 100 и раз-
личных значениях ω0 представлены на рис. 3. При ω0 ≥ ωcr

0 = 1,8
после некоторого момента времени зависимости принимают вид
Cxa(t) = Cxa = const, Cya(t) = Cya = const. Линии тока для Re = 100
при ω0 = 0, 1 и 3 показаны на рис. 4. Согласно рисунку, вращение
цилиндра приводит к ускорению течения на нижней стороне профиля
и замедлению на верхней.

2. Низкочастотные вращательные колебания профиля: 0 < n < 5.
Такое движение было рассмотрено в работе [3], где экспериментально
установлен эффект снижения лобового сопротивления на 80 % при
определенных значениях параметров ω0, Se и Re = 15 000.

Рис. 3. Зависимости коэффициентов Cxa(t) (а) и Cya(t) (б) при Re = 100 и
ω0 = 0 (1), ω0 = 1 (2), ω0 = ωcr

0 = 1,8 (3) и ω0 = 3 (4)

Рис. 4. Линии тока при Re = 100 и ω0 = 0 (а), 1 (б) и 3 (в) в момент времени
t = 100
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Рис. 5. Зависимость коэффициента лобового сопротивления Cxa(t) для
Re = 200 (а) и 1000 (б) при ω0 = 0, Se = 0 (1), ω0 = 6,0, Se = 0,74 (2), при
“базовом” течении (3) и ω0 = 5,5, Se = 0,625 (4)

Для указанных в работах [6, 7] наборов параметров ω0 и Se были
выполнены расчеты течений при Re = 200 и 1000 (n ≈ 3,70 и n ≈ 2,59
соответственно). Отличие расчетов, приведенных в работе [7], от рас-
четов, представленных в работе [6], состоит в использовании менее
трудоемкого алгоритма, основанного на модели более низкого поряд-
ка для решения уравнений Навье – Стокса.

На рис. 5 представлены зависимости коэффициента Cxa(t) для не-
подвижного цилиндра, цилиндра, совершающего вращательные коле-
бания (при оптимальных значениях параметров [6]) и “базового” те-
чения (т.е. стационарного симметричного, но неустойчивого течения,
при котором достигается априори наименьшее значение коэффициен-
та лобового сопротивления Cminxa ). Расчеты осуществлялись на сетке
размером 240× 296 ячеек.

Для этих течений распределения давления и модуля скорости пред-
ставлены на рис. 6 и 7. Для цилиндра, совершающего вращательные
колебания с оптимальными значениями параметров, картина обтека-
ния становится квазисимметричной и существенно отличается от двух
других: наблюдается режим захвата частоты, когда частота схода ви-
хрей становится равной частоте вращательных колебаний; этот режим
сопровождается существенным снижением силы лобового сопроти-
вления, действующей на профиль.

Значения коэффициентов лобового сопротивления, вычисленные
при различных значениях параметров, приведены в табл. 2. Со-
гласно представленным данным, в расчетах, выполненных методом
LS-STAG, максимальное снижение лобового сопротивления наблюда-
ется при оптимальных значениях параметров, указанных в работе [6].

Пиковые значения коэффициента подъемной силы для рассчитан-
ных течений даны в табл. 3.

3. Высокочастотные вращательные колебания профиля: n = 20.
Численное моделирование проводилось для значений Re = 33,7 и 111.
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Рис. 6. Распределение модуля скорости (слева) и давления (справа) при
Re = 200 для случаев ω0 = 0, Se = 0 (a); ω0 = 6,0, Se = 0,74 (б) и для
“базового” течения (в) (pасчеты проводились на сетке 120× 148)

Таблица 2
Значения коэффициентов лобового сопротивления для обтекания профиля,

совершающего вынужденные вращательные колебания

Cminxa

ω0/Se
Cminxa

ω0/Se
Численный метод 0/0 6,0/0,74 8,5/0,74 0/0 5,5/0,625

При Re = 200 При Re = 1000
LS-STAG на сетке:

120×148 0,869 1,330 1,025 (23) 1,047 (21) — — —
240×296 0,864 1,335 0,988 (26) 1,012 (24) 0,422 1,409 0,665 (53)
300×260 [5] 0,864 1,332 0,967 (27) 0,995 (25) – 1,493 0,707 (53)
550×350 [5] 0,864 1,327 0,926 (30) 0,944 (29) – 1,530 0,647 (58)

Предложенный в
работе:

[6] — 1,355 0,949 (30) — — 1,519 0,608 (60)
[7] — 1,390 1,045 (25) 0,990 (30) — 1,505 —

В скобках указано значение относительного снижения лобового сопротивления, %.
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Рис. 7. Распределение модуля скорости (слева) и давления (справа) при
Re = 1000 для случаев ω0 = 0ω0 = 0ω0 = 0, Se = 0Se = 0Se = 0 (a), ω0 = 5,5ω0 = 5,5ω0 = 5,5, Se = 0,625Se = 0,625Se = 0,625 (б) и для “ба-
зового” течения (в) (расчеты проводились на сетке 240× 296240× 296240× 296)

Таблица 3
Пиковые значения коэффициента подъемной силы Cmax

ya в зависимости
от значений ω0 и Se

ω0/Se
Численный

метод
0/0 0/0 6,0/0,74 8,5/0,74 0/0 5,5/0,625

Re = 100 Re = 200 Re = 1000

LS-STAG на сет-
ке:

120×148 0,326 0,638 0,377 0,496 — —

240×296 0,337 0,653 0,364 0,533 1,246 0,072

300×260 [5] 0,348 0,690 0,358 0,510 1,305 0,054

550×350 [5] 0,349 0,710 0,337 0,491 1,482 0,103

Предложенный в
работе [11] 0,333 0,700 — — — —
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В случае неподвижного профиля картины течения различны: при
Re=33,7 за профилем устойчиво располагаются два вихря (рис. 8, а, б);
при Re = 111 образуется вихревая дорожка Кармана (рис. 8, в, г). Од-
нако при высокочастотных вращательных колебаниях профиля, когда
Se = 3,4 (ω0 = 0,5π2Se), течения становятся похожими (рис. 9, 10):
след выглядит стабильным, и только вблизи поверхности течение
нестационарное вследствие вращения профиля.

Линии тока, представленные на рис. 8–10, демонстрируют хоро-
шее согласование результатов численного моделирования методом
LS-STAG с экспериментальными данными [4]: даже при расчетах на
сравнительно грубых (для таких высоких пиковых значений скорости
v|K) сетках (см. рис. 9, рис. 10, е) удается уловить заметное в экспе-
рименте характерное сгущение линий тока в следе непосредственно
у кормовой части профиля и постепенное увеличение расстояния меж-
ду ними при удалении от профиля на расстояние около D. На при-
веденной в работе [8] картине обтекания, пример которой дан на
рис. 10, б, этот эффект незаметен.

Рис. 8. Линии тока при Re = 33,7 (а, б) и 111 (в, г) и Se = 0 (ω0 = 0) для
экспериментальных (а, в) [4] и расчетных (б, г) данных (расчет выполнен на
сетке 120× 148)
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Рис. 9. Линии тока при Re = 33,7Re = 33,7Re = 33,7 и Se = 3,4Se = 3,4Se = 3,4 (ω0 = 0,5π2Seω0 = 0,5π
2Seω0 = 0,5π
2Se):

a — экспериментальные данные [4]; б — расчет на сетке 416 × 408 (Δt = 10−3,
наименьший шаг по пространству hmin = 0,00781)

Рис. 10. Линии тока при Re = 111 и Se = 3,4 (ω0 = 0,5π2Se):
а — экспериментальные данные [4]; б — расчет методом вязких вихревых до-
менов [8]; в — расчет методом LS-STAG на сетке 1568× 1560 (Δt = 5 ∙ 10−4,
hmin = 0,00195), t = 100; г — расчет методом LS-STAG на сетке 1568× 1560
(Δt = 5 ∙ 10−4, hmin = 0,00195), t = 30; д — расчет методом LS-STAG на сетке
1533× 1883 (Δt = 2 ∙ 10−4, hmin = 8 ∙ 10−4), t = 30; е — расчет методом LS-STAG на
сетке 480× 592 (Δt = 10−3, hmin = 0,01562), t = 30; ж — расчет методом LS-STAG
на сетке 800× 792 (Δt = 5 ∙ 10−4, hmin = 0,00390), t = 30

Расчеты методом LS-STAG для Re = 111 проводились на несколь-
ких неравномерных сетках (рис. 10, в–е), в окрестности профиля ис-
пользовался блок равномерной сетки с шагом hmin, принимающим
значения 0,00080. . . 0,01562.
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Заключение. С помощью метода LS-STAG численно исследовано
обтекание кругового профиля, совершающего вращательные колеба-
ния, при различных значениях амплитуды угловой скорости и безраз-
мерной частоты колебаний. Результаты расчетов хорошо согласуются
с экспериментальными [3, 4] и расчетными данными [2, 5, 6, 11] да-
же на сравнительно грубых сетках. Смоделированы наблюдавшиеся
в экспериментах эффекты сильного снижения лобового сопротивле-
ния при низкочастотных колебаниях профиля и стабилизации следа
за профилем, совершающим высокочастотные колебания. Информа-
ция о численном воспроизведении второго эффекта найдена только
в работе [8]. В случае низкочастотных колебаний максимальное сни-
жение лобового сопротивления (на 26 % при Re = 200 и на 53 %
при Re = 1000) наблюдается при оптимальных значениях амплитуды
угловой скорости и безразмерной частоты колебаний, приведенных в
работе [6].
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