
ФИЗИКА

УДК 536.75

СТАЦИОНАРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФЛУКТУАЦИЙ СКОРОСТИ
БРОУНОВСКОЙ ЧАСТИЦЫ В СРЕДЕ С ФЛУКТУИРУЮЩИМ
КОЭФФИЦИЕНТОМ ВЯЗКОГО ТРЕНИЯ

А.Н. Морозов

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Российская Федерация
e-mail: amor59@mail.ru

Описано броуновское движение в среде с флуктуирующим коэффициентом вяз-
кого трения. Рассчитана стационарная функция распределения флуктуаций
скорости броуновской частицы для случая гауссовых случайных изменений ко-
эффициента вязкого трения. Показано, что эта функция в предельных случаях
совпадает с функциями распределения Коши и Максвелла. Выведено уравнение
для характеристической функции флуктуаций скорости броуновской частицы
при воздействии пуассоновского случайного процесса и найдено его решение для
стационарного случая. В первом приближении определена функция распределе-
ния флуктуаций скорости броуновской частицы, а также ее первые четыре мо-
мента и кумулянта. Вычислена асимметрия и эксцесс функции распределения.
Установлена зависимость меры Кульбака от интенсивности пуассоновского
процесса и эксцесса функции распределения. Предложено определять интен-
сивность пуассоновского процесса по результатам долговременных измерений
флуктуаций тока в малых объемах электролита.
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Brownian motion in the medium with the fluctuating viscous friction coefficient is
described. Stationary function of fluctuations distribution of a Brownian particle
velocity for a case of Gaussian random variations of a viscous friction coefficient is
calculated. It is shown that this function in limiting cases coincides with Cauchy and
Maxwell distribution functions. The author deduced the equation for characteristic
function of velocity fluctuations of a Brownian particle on exposure to Poisson
random process, and also the solution of this equation for a stationary case was found.
The distribution function of fluctuations of a Brownian particle velocity and also its
first four moments and cumulant were defined at first approximation. Asymmetry and
kurtosis of distribution function is calculated. The author established the Kullback’s
measure dependence on Poisson process intensity and distribution function kurtosis.
It is proposed to define Poisson process intensity by results of long-term measurements
of current fluctuations in small volumes of electrolyte.
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Традиционное описание броуновского движения основано на ис-
пользовании уравнения Ланжевена для скорости броуновской частицы
и получении на его основе уравнения Фоккера – Планка для функции
распределения флуктуаций указанной скорости [1, 2]. Такой подход
позволяет достаточно адекватно описывать флуктуации скорости в
первом приближении, в том числе и для случаев, напрямую не связан-
ных с описанием броуновского движения [3], но не позволяет учесть
флуктуации коэффициента вязкого трения [4, 5]. Эти флуктуации мо-
гут быть учтены при использовании теории немарковских процес-
сов [6, 7], в частности с применением линейных интегральных пре-
образований [8, 9].

Одной из задач описания броуновского движения в среде с флукту-
ирующим коэффициентом вязкого трения является разработка теории,
с помощью которой можно определять функцию распределения флук-
туаций скорости движения броуновской частицы (в общем случае мо-
жет отличаться от распределения Максвелла) [10]. В настоящей работе
определена функция распределения скоростей броуновской частицы в
стационарном случае для модели флуктуирующего коэффициента вяз-
кого трения, описываемого δ-коррелированным гауссовым случайным
процессом.

Еще одним модельным ограничением, обычно используемым в те-
ории броуновского движения, является предположение о воздействии
на частицу силы Ланжевена, описываемой как производная винеров-
ского процесса [11, 12]. Для учета особенностей взаимодействия бро-
уновской частицы и частиц окружающей среды можно воспользовать-
ся предположением о независимости соударений указанных частиц.
Тогда при микроскопическом описании воздействия частиц среды на
броуновскую частицу необходимо принять, что случайная сила пред-
ставляет собой пуассоновский случайный процесс со скачками, име-
ющими нормальное распределение [13, 14].

Далее в настоящей работе будут найдены стационарные характе-
ристические функции скорости броуновской частицы при различных
способах задания силы Ланжевена в уравнении ее движения.

Рассмотрим броуновское движение частицы, когда флуктуации ко-
эффициента вязкого трения δγ (t) описываются δ-коррелированным
гауссовым случайным процессом. В этом случае уравнение для одно-
мерного движения броуновской частицы может быть записано в виде

m
dV

dt
+mγ (t)V = F (t) + ξ (t) , (1)

где m — масса броуновской частицы; V — скорость этой частицы;
γ (t) = γ0 + δγ (t) — коэффициент вязкого трения, который предста-
вляет собой сумму постоянной γ0 и флуктуирующей δγ (t) величин;
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F (t) — внешняя детерминированная сила; ξ (t) — δ-коррелированный
гауссовый случайный процесс, описывающий силу Ланжевена [1].
Предположим, что средние значения случайных процессов δγ (t) и
ξ (t) равны нулю:

〈δγ (t)〉 = 0; 〈ξ (t)〉 = 0,

а их корреляционные функции составляют

〈δγ (t2) δγ (t1)〉 = 2αδ (t2 − t1) ;

〈ξ (t2) ξ (t1)〉 = 2mγ0kTδ (t2 − t1) ;

〈δγ (t2) ξ (t1)〉 = 0.

Здесь k — постоянная Больцмана; T — абсолютная температура среды.
Представим уравнение (1) в следующем виде:

dV

dt
=

(
F

m
− γ0V

)

+
1

m
ξ (t)− δγ (t)V.

В соответствии с работой [11] можно записать уравнение Фоккера —
Планка для функции распределения f (V, t):

∂f (V, t)

∂t
= −

∂

∂V

((
F

m
− γ0V

)

f (V, t)

)

+

+
∂2

∂V 2

((
γ0kT

m
+ αV 2

)

f (V, t)

)

. (2)

Определим стационарное распределение для скорости броуновской
частицы V . Уравнение Фоккера – Планка для стационарной функции
распределения f (V ) при F (t) = F0 = const принимает вид (см. (2))

d

dV

((
F0

m
− γ0V

)

f (V )

)

−
d2

dV 2

((
γ0kT

m
+ αV 2

)

f (V )

)

= 0. (3)

После интегрирования уравнение (3) может быть записано так:

d

dv

((
γ0kT

m
+ αV 2

)

f (V )

)

=

(
F0

m
− γ0V

)

f (V ) , (4)

где константа интегрирования принята равной нулю.
Представим уравнение (4) в виде

(
A1 + A2V

2
) df (V )

dV
= − (BV − Fm) f (V ) , (5)

где A1 =
γ0kT

m
; A2 = α; B = γ0 + 2α; Fm =

F0

m
. Тогда дифференци-

альное уравнение (5) можно записать в форме

df

f
= −

BV − Fm
A1 + A2V 2

dV. (6)
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Интегрирование выражения (6) дает следующее [15]:

f (V ) = G exp

(

−
B

2A2
ln
(
A1 + A2V

2
)
)

×

× exp

(
Fm√
A1A2

arctg

(√
A2

A1
V

))

, (7)

где G — константа интегрирования, определяемая из условия норми-
ровки функции распределения f (V ). Выражение (7) можно преобра-
зовать к виду

f (V ) =
G

(A1 + A2V 2)
β
exp

(
Fm√
A1A2

arctg

(√
A2

A1
V

))

, (8)

или

f (V ) =
Gmβ

(γ0kT + αmV 2)
β
exp

(
F0√

αγ0mkT
arctg

(√
αm

γ0kT
V

))

.

Здесь

β =
B

2A2
= 1 +

γ0

2α
.

Рассмотрим частные случаи. Если внешняя детерминированная си-
ла отсутствует (F0 = 0), то функция распределения (8) принимает вид

f (V ) =
G

(A1 + A2V 2)
β
. (9)

Используя условие нормировки функции распределения f (V )
∞∫

−∞

f (V ) dV = 1,

определяем константу G [15, 16]:

G−1 =

∞∫

−∞

1

(A1 + A2V 2)
β
dV =

√
πΓ(β − 1/2)
Γ (β)

√
A1

A2

1

Aβ1
,

где Γ (β) — гамма-функция.
С учетом этого функция распределения (9) примет вид

f (V ) =
Γ (β)

√
πΓ (β − 1/2)

√
A2

A1

Aβ1

(A1 + A2V 2)
β
,

или

f (V ) =
Γ (β)

√
πΓ (β − 1/2)

√
αm

γ0kT

(γ0kT )
β

(γ0kT + αmV 2)
β
. (10)
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Если ввести обозначение β = 1 + δ, где δ = γ0/ (2α), и принять
δ � 1, то выражение (10) можно представить в виде распределения
Коши [11]:

f (V ) =
1− Cδ

π (1− (C + 2ln2))

√
αm

γ0kT

(γ0kT )
1+δ

(γ0kT + αmV 2)
1+δ

∣
∣
∣
∣
∣
δ�1

. (11)

Здесь C = 0,577 — постоянная Эйлера и учтены асимптотики гамма-
функции [16].

Если α = 0, то A2 = 0, а β → ∞. В этом случае функция распре-
деления (10) принимает вид распределения Максвелла:

f (V ) =

√
m

2πkT
exp

(

−
mV 2

2kT

)

. (12)

Формулу (12) можно получить путем решения уравнения (4) при α = 0
и F0 = 0. Таким образом, соотношение между параметрами γ0 и α
определяет вид функции распределения. При γ0 � α функция рас-
пределения близка к распределению Коши (11), а при γ0 � α — к
распределению Максвелла (12).

Если β > 5/2 (γ0 > 3α), то формула (10) позволяет определить
кумулянты второго и четвертого порядка флуктуаций скорости бро-
уновской частицы [15]:

k2 =
〈
V 2
〉
=

Γ (β)
√
πΓ (β − 1/2)

√
αm

γ0kT

∞∫

−∞

V 2
(

1 +
αm

γ0kT
V 2
)β dV =

=
γ0

γ0 − α
kT

m
; (13)

k4 =
〈
V 4
〉
=

Γ (β)
√
πΓ (β − 1/2)

√
αm

γ0kT

∞∫

−∞

V 4
(

1 +
αm

γ0kT
V 2
)β dV =

=
3γ20

(γ0 − α) (γ0 − 3α)

(
kT

m

)2
. (14)

Формулы (13) и (14) дают возможность рассчитать эксцесс функ-
ции распределения

κ4 =
k4 − 3k22

k22
=

6α

γ0 − 3α
.

При α→ 0 эксцесс также стремится к нулю (κ4 → 0), что соответству-
ет стремлению функции распределения (10) в указанном предельном
случае к распределению Максвелла (12).
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Полученное выше выражение для функции распределения флукту-
аций скорости броуновской частицы в среде с флуктуирующим ко-
эффициентом вязкого трения позволяет путем экспериментального
определения отличия функции распределения скоростей броуновской
частицы от функции распределения Максвелла устанавливать харак-
теристики флуктуаций коэффициента вязкого трения. Критерием от-
личия может стать мера Кульбака, метод экспериментального опреде-
ления которой предложен в работе [17].

Еще один метод описания флуктуаций коэффициента вязкого
трения — использование модели, в которой предполагается, что на
броуновскую частицу воздействует случайная сила, описывающаяся
пуассоновским процессом. Представим уравнение (1) в виде диффе-
ренциального уравнения Ито [11]:

dV = Fm (t) dt− V dWγ (t) + dWξ (t) , (15)

где Wγ (t) и Wξ (t) — процессы с независимыми приращениями.
Далее примем, что процесс Wγ (t), описывающий флуктуации ко-

эффициента вязкого трения, представляет собой пуассоновский про-
цесс с единичными приращениями [11], характеристическая функция
которого имеет вид

gγ (μγ , t) = exp [(exp (iDγμγ)− 1) ντ t] , (16)

где Dγ = γ0τ0 — дисперсия пуассоновского процесса Wγ (t); ντ — ин-
тенсивность этого процесса. Постоянная времени τ0 = 1/ντ характе-
ризует среднее время между очередными соударениями частиц среды
с броуновской частицей.

Процесс Wξ (t) описывает случайные воздействия частиц среды на
броуновскую частицу и в общем случае представляет собой обобщен-
ный пуассоновский процесс, задаваемый характеристической функ-
цией [11]:

gξ (μξ, t) = exp

[(

exp

(

−
1

2
Dξμ

2
ξ

)

− 1

)

ντ t

]

, (17)

где Dξ =
2γ0
ντ

kT

m
— дисперсия пуассоновского процесса Wξ (t), харак-

теризующая воздействие частицы среды на броуновскую частицу при
единичном соударении.

В традиционном описании полагается, что процесс Wξ (t) предста-
вляет собой винеровский случайный процесс с характеристической
функцией

gξ (μξ; t) = exp

(

−
γ0kT

m
μ2ξt

)

. (18)
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Формула (18) является первым приближением при разложении в ряд

экспоненты exp

(

−
1

2
Dξμ

2
ξ

)

в выражении (17).

В общем случае уравнение для характеристической функции
g (λ; t), описывающей флуктуации скорости броуновской частицы
(см. (15)), имеет вид

∂g (λ; t)

∂t
= iλFm (t) g (λ; t) +

ντ

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞

[

(exp (−iDγλV )− 1)+

+

(

exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

− 1

)]

ei(λ−μ)V g (μ; t) dμdV. (19)

При выводе формулы (19) учтены выражения (16) и (17) для характе-
ристических функций процессов Wγ (t) и Wξ (t).

Нахождение интегралов в формуле (19) позволяет получить урав-
нение для характеристической функции g (λ; t):

∂g (λ; t)

∂t
= iλFm (t) g (λ; t) + ντ (g ((1−Dγ)λ; t)− g (λ; t))+

+ ντ

(

exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

− 1

)

g (λ; t) . (20)

Разложив в ряд функцию g ((1−Dγ)λ; t) при Dγ � 1 и сохранив
только первые три члена, запишем

g ((1−Dγ)λ; t) = g (λ; t)−Dγλ
∂g (λ; t)

∂λ
+
1

2
D2γλ

2∂
2g (λ; t)

∂λ2
. (21)

С учетом формулы (21) в этом приближении уравнение (20) принимает
вид

∂g (λ; t)

∂t
= iλFm (t) g (λ; t) + ντ

(

−Dγλ
∂g (λ; t)

∂λ
+
1

2
D2γλ

2∂
2g (λ; t)

∂λ2

)

+

+ντ

(

exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

− 1

)

g (λ; t) . (22)

Далее будем полагать детерминированную силу постоянной:
Fm (t) = F0/m = const. Тогда можно записать уравнение (22) для

стационарного случая, когда
∂g (λ; t)

∂t
= 0:

iλ
F0

m
g (λ) + ντ

(

−Dγλ
dg (λ)

dλ
+
1

2
D2γλ

2d
2g (λ)

dλ2

)

+

+ντ

(

exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

− 1

)

g (λ) = 0. (23)
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Пренебрегая последним членом в разложении (21), представим урав-
нение (23) в виде

ντDγλ
dg (λ)

dλ
= iλ

F0

m
g (λ) + ντ

(

exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

− 1

)

g (λ) ,

или
dg (λ)

dλ
= i

F0

ντDγm
g (λ) +

1

Dγλ
exp

(

−
1

2
Dξλ

2

)

g (λ)−
1

Dγλ
g (λ) . (24)

Решение уравнения (24) имеет вид [15]

g (λ) =

= exp

[

i
F0

ντDγm
λ+

1

2Dγ
Ei

(

−
1

2
Dξλ

2

)

−
1

Dγ
ln

(√
1

2
Dξλ

)

−
1

2Dγ
C

]

,

или с учетом введенных обозначений

g (λ) = exp

[

i
F0

γ0m
λ+

ντ

2γ0
Ei

(

−
γ0kT

ντm
λ2
)

−

−
ντ

γ0
ln

(√
γ0kT

ντm
λ

)

−
ντ

2γ0
C

]

, (25)

где Ei (z) — интегральная показательная функция. Разложение инте-
гральной показательной функции Ei (z) ] в ряд позволяет представить
решение (25) следующим образом [16]:

g (λ) = exp

[

i
F0

γ0m
λ+

ντ

2γ0

∞∑

n=1

(−1)n
(
γ0kT

ντm

)n
λ2n

n ∙ n!

]

. (26)

Сохраняя только первый член суммы в формуле (26), в первом при-
ближении имеем

g (λ) = exp

(

i
F0

γ0m
λ−

kT

2m
λ2
)

.

Обратное преобразование Фурье позволяет определить функцию рас-
пределения скорости броуновской частицы

f (V ) =

√
m

2πkT
exp

[

−
m (V − F0/ (γ0m))

2

2kT

]

. (27)

Проанализируем решение (26) при сохранении двух первых членов
ряда в сумме под экспонентой

g (λ) = exp

[

i
F0

γ0m
λ−

kT

2m
λ2 +

ντ

8γ0

k2T 2

m2
λ4
]

. (28)
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Тогда можно найти первые четыре момента функции распределения
скорости броуновской частицы

D1 =
∂g (λ)

i∂λ

∣
∣
∣
∣
λ=0

=
F0

γ0m
;

D2 =
∂2g (λ)

(i∂λ)2

∣
∣
∣
∣
λ=0

=
kT

m
+

(
F0

γ0m

)2
;

D3 =
∂3g (λ)

(i∂λ)3

∣
∣
∣
∣
λ=0

= 3
kT

m2
F0

γ0
+

(
F0

γ0m

)3
;

D4 =
∂4g (λ)

(i∂λ)4

∣
∣
∣
∣
λ=0

= 3
γ0

ντ

k2T 2

m2
+ 3

k2T 2

m2
+ 6

kT

m

(
F0

γ0m

)2
+

(
F0

γ0m

)4
,

с помощью которых можно получить первые четыре кумулянта [10]

k1 = D1 =
F0

γ0m
; (29)

k2 = D2 −D
2
1 =

kT

m
; (30)

k3 = D3 − 3D2D1 + 2D
3
1 = 0; (31)

k4 = D4 − 4D3D1 + 6D2D
2
1 − 3D

4
1 = 3

γ0

ντ

k2T 2

m2
+ 3

k2T 2

m2
. (32)

Кумулянты (29)—(32) дают возможность вычислить асимметрию
функции распределения

κ3 =
k3

k
3/2
2

= 0

и ее эксцесс

κ4 =
k4 − 3k22

k22
= 3

γ0

ντ
. (33)

Из выражения (28) следует, что экспериментальное определение
эксцесса функции распределения флуктуаций скорости броуновской
частицы позволяет определить интенсивность пуассоновского процес-
са ντ , описывающего взаимодействие частиц среды с броуновской ча-
стицей.

Если F0 = 0, то выражение (33) принимает вид

g (λ) = exp

[

−
kT

2m
λ2 +

ντ

8γ0

k2T 2

m2
λ4
]

,

или, полагая второе слагаемое малым, в первом приближении

g (λ) =

(

1 +
ντ

8γ0

k2T 2

m2
λ4
)

exp

(

−
kT

2m
λ2
)

. (34)

34 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 3



Характеристическая функция (34) позволяет с помощью обратного
преобразования Фурье определить функцию распределения для ско-
рости броуновской частицы

f (V ) =

√
m

2πkT

(

1 +
3γ0
8ντ
−
3γ0
8ντ

mV 2

kT
+

γ0

8ντ

m2V 4

k2T 2

)

×

× exp

[

−
mV 2

2kT

]

, (35)

которая при ντ →∞ совпадает с выражением (27) в случае отсутствия
внешней детерминированной силы (F0 = 0).

С помощью функции распределения (35) можно вычислить меру
Кульбака [18, 19]

H =

∞∫

−∞

f (V ) ln

(
f (V )

f0 (V )

)

dV, (36)

где f0 (V ) — равновесное распределение флуктуаций скорости бро-
уновской частицы,

f0 (V ) =

√
m

2πkT
exp

[

−
mV 2

2kT

]

. (37)

После подстановки выражений (35) и (37) в интеграл (36) и проведения
необходимых вычислений получим

H =
3

16

γ0

ντ
, (38)

или с учетом (33)

H =
κ4

16
. (39)

Согласно формуле (39), в первом приближении мера Кульбака и
эксцесс связаны простым соотношением. Формула (38) для опреде-
ления меры Кульбака через коэффициент вязкого трения γ0 и ин-
тенсивность пуассоновского процесса ντ позволяет проводить оценку
указанных величин по результатам долговременных измерений меры
Кульбака флуктуаций тока в малых объемах электролита [17].

В заключение рассмотрим случай решения уравнения (23) при
F0 = 0 и сохранении только первого значащего слагаемого в разло-

жении экспоненты exp

(

−
1

2
Dξμ

2
ξ

)

в последнем слагаемом этой фор-

мулы. Тогда уравнение (23) преобразуется к виду

λ
d2g (λ)

dλ2
−

ντ

2γ0

dg (λ)

dλ
−
2ντkT

γ0m
g (λ) = 0. (40)
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Решение уравнения (40) имеет вид [20]

g (λ) = λa+1/2Za+1/2

(
i
√
bλ
)
,

где a =
γ0

ντ
; b =

2ντkT

γ0m
; Za+1/2

(
i
√
bλ
)

— цилиндрическая функ-

ция [16].
Следовательно, проведенное в настоящей работе описание бро-

уновского движения в среде с флуктуирующим коэффициентом вязко-
го трения позволило определить стационарные функции распределе-
ния и характеристические функции флуктуаций скорости броуновской
частицы. Полученные выражения для таких статистических параме-
тров флуктуаций скорости броуновской частицы, как кумулянты, асим-
метрия, эксцесс и мера Кульбака, позволяют предложить способ экс-
периментального измерения интенсивности пуассоновского процесса,
описывающего процесс взаимодействия частиц среды с броуновской
частицей.
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