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Изучены свойства распределения чисел плотных F -рекуррентных серий и цепо-
чек заданной длины в последовательности независимых одинаково распределен-
ных случайных величин над конечным алфавитом. С помощью функционального
варианта метода Чена – Стейна получены оценки скорости сходимости рас-
пределения вектора из чисел плотных F -рекуррентных серий заданных длин
к сопровождающему многомерному пуассоновскому распределению (в метрике
расстояния по вариации). Выведены многомерные предельная теорема Пуас-
сона и центральная предельная теорема для чисел плотных F -рекуррентных
серий заданной длины и длины не меньше заданной при подходящем изменении
параметров схемы (длины последовательности и длины серии). Оценки рас-
стояния по вариации также позволяют получить условия сходимости распре-
деления числа плотных F -рекуррентных цепочек заданной длины к сложному
пуассоновскому распределению.
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The work is devoted to studying properties of distribution of dense F-recurrent
series and chains with given length in the sequence of independent identically
distributed random variables over finite alphabet. Using functional modification of
Chen – Stein method we investigate estimators of convergence rate of distribution of
numbers of dense F-recurrent series with given lengths to accompanying multivariate
Poisson distribution (in metric of distance by variance). On the ground of this results
multivariate Poisson limit theorem and central limit theorem for numbers of dense F -
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also allow to derive conditions under which distribution of dense F-recurrent chains
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Введение. Пусть X1, X2, . . . , XT , . . . — последовательность неза-
висимых случайных величин, принимающих значения из алфавита
AN = {0, 1, . . . , N − 1}. Такие случайные величины принято называть
случайными знаками, или просто знаками. Пусть f : AlN → AN .
Согласно работе [1], случайные знаки Xi, . . . , Xi+l+s−1 образуют
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f -рекуррентную цепочку длиной s (s ≥ l + 1), если

Xi+l+k = f(Xi+k, . . . , Xi+l+k−1), k = 0, 1, 2, . . . , s− 1.

Если это соотношение при каждом значении k выполняется хо-
тя бы для одной функции из набора F = {f1, . . . , fK}, то знаки
Xi, . . . , Xi+l+s−1 образуют F -рекуррентную цепочку длиной s. Оче-
видно при K = 1 определения f -рекуррентной и F -рекуррентной
цепочек совпадают.

Так, пусть N = 2, A2 = {0, 1} и F = {f}, где f : A22 → A2,
f(a, b) = a ⊕ b — сложение по модулю 2, a, b ∈ A2. Тогда знаки
1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, ... образуют F -рекуррентную цепочку.

Далее f - и F -рекуррентные цепочки будем называть сплошными
f - и F -рекуррентными цепочками.

В настоящей работе рассмотрим более общую постановку задачи.
Напомним, что знаки X1, X2, . . . , Xs образуют плотную 1-цепочку
длиной s, если 1 ∈ {Xi, Xi+1}, i = 1, . . . , s − 1 [2–4]. По ана-
логии с понятием “плотная цепочка” определим понятие “плотная
F -рекуррентная цепочка”.

Будем утверждать, что знаки Xi, . . . , Xi+s+l−1 образуют плотную
F -рекуррентную цепочку длиной s, если при всех k = 0, 1, . . . , s − 2
найдутся такие функции fk, gk ∈ F , что имеет место хотя бы одно из
равенств

Xi+l+k = fk(Xi+k, . . . , Xi+l+k−1)

или
Xi+l+k+1 = gk(Xi+k+1, . . . , Xi+l+k).

Началом F -рекуррентной цепочки Xi, . . . , Xi+s+l−1 будем считать знак
Xi+l.

Пусть N = 2, A2 = {0, 1} и F = {f}, где f — сложение
по модулю 2. Тогда знаки 1, 0, 1, 1, 1 , 0, 1, 1, 0 не образуют сплош-
ную F -рекуррентную цепочку (курсивом выделен знак, на котором
нарушается свойство F -рекуррентности), но формируют плотную
F -рекуррентную цепочку.

Пусть N = 3, A3 = {0, 1, 2} и F = {f1, f2}, где fi : A23 → A3,
fi(a, b) = i, a, b ∈ A3, i = 1, 2.

Пусть 1 , 2 , 1 , 2 , 0 , 1 , 0 , 2 , 0 , 0 — первые 10 знаков реализации слу-
чайной последовательности X1, X2, . . . Первые девять знаков, выде-
ленные курсивом, образуют плотную F -рекуррентную цепочку. Одна-
ко в нее нельзя включить последний знак. Отметим также, что выде-
ленные знаки не образуют сплошную F -рекуррентную цепочку, так
как на пятом месте нарушается свойство F -рекуррентности (прообра-
зом знака 0 при любом отображении из F будет ∅).

В настоящей работе будет доказана многомерная предельная те-
орема Пуассона для чисел плотных F -рекуррентных серий в после-
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довательности независимых случайных величин с оценками скорости
сходимости.

Пусть ξ1, . . . , ξr — неотрицательные целочисленные случайные ве-
личины. Многомерная предельная теорема Пуассона указывает усло-
вия, при которых для всех k1, . . . , kr ∈ {0, 1, . . .}:

P{ξ1 = k1, . . . , ξr = kr} →
r∏

s=1

(
λkss
ks!

e−λs
)

,

где λ1, . . . , λr > 0 — параметры предельного пуассоновского распре-
деления.

В работе [1] с помощью многомерной теоремы Севастьянова [5, 6]
была доказана предельная теорема пуассоновского типа для чисел
f -рекуррентных s-цепочек, а также для ряда связанных с ними слу-
чайных величин. В работе [7] распределения этих случайных величин
были исследованы с использованием многомерного варианта мето-
да Чена – Стейна [8–11]. Преимущество этого метода по сравнению с
большинством классических методов доказательства предельных тео-
рем пуассоновского типа для сумм зависимых случайных индикаторов
заключается в том, что он позволяет получить оценки скорости схо-
димости в предельных теоремах. Для этого достаточно оценок для
смешанных моментов второго порядка величин из набора случайных
индикаторов (в отличие от других известных методов). Полученные
оценки в некоторых случаях позволяют доказать асимптотическую
нормальность (как результат сближения с пуассоновским распреде-
лением с возрастающим параметром).

Оценки и предельные теоремы. Пусть

Et = {Xt = f(Xt−l, . . . , Xt−1), f ∈ F}, t = 1, 2, . . .

Тогда плотной F -рекуррентной цепочке в последовательности
X1, X2, . . . , XT , . . . соответствует плотная цепочка из единиц в по-
следовательности I{El}, I{El+1}, . . . [2, 3].

Если в последовательности индикаторов I{El}, I{El+1}, . . . воз-
никает плотная цепочка из единиц (плотная 1-цепочка), то на ка-
ждом ее конце будет не более чем по одному нулю. Если к такой
плотной 1-цепочке (с нулями на концах) приписать еще по одно-
му нулю с двух сторон, то ее нельзя продлить ни в одну сторо-
ну. Эту цепочку принято называть плотной 1-серией [2, 3]. Поэто-
му будем утверждать, что знаки Xi−2, . . . , Xi+l+s+1 образуют плотную
F -рекуррентную серию длиной s, если знаки Xi−1, . . . , Xi+l+s образу-
ют плотную F -рекуррентную цепочку наибольшей длины, лежащую
внутри отрезкаXi−2, . . . , Xi+l+s+1. Началом серии будем называть знак
Xi+l, а концом — знак Xi+l+s−1. Плотной F -рекуррентной серии дли-
ной s, образованной знаками Xi−2, . . . , Xi+l+s+1, соответствует плот-
ная 1-серия длиной s, сформированная случайными индикаторами
I{Ei+l−2}, I{Ei+l−1}, . . . , I{Ei+l+s+1}.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 3 13



Пусть событие Bt,s означает, что знаки Xt−2, X2, . . . , XT , . . . обра-
зуют плотную F -рекуррентную серию длиной s; для любого события
E при c ∈ {0, 1}

Ec =

{
E, c = 1;
Ē, c = 0.

Тогда событие Bi,s можно записать как

Bi,s =
⋃

a1,...,as−2

E0i+l−2E
0
i+l−1E

1
i+lE

a1
i+l+1E

a2
i+l+2 . . . E

as−2
i+l+s−2×

×E1i+l+s−1E
0
i+l+sE

0
i+l+s+1, (1)

где объединение ведется по всем числам a1, . . . , as−2 ∈ {0, 1}, которые
образуют плотную цепочку из единиц, т.е. 1 ∈ {ai, ai+1}, i = 1, . . . , s−3.

Пусть ps = P{Bt,s}. Определим вероятность появления плотной
F -рекуррентной цепочки длиной s − 2 (объединение ведется по тем
же наборам, что и в (1)):

qs−2 = P

{
⋃

a1,...,as−2

Ea1i+l+1E
a2
i+l+2 . . . E

as−2
i+l+s−2

}

.

Пусть

Qs,r =
s+r∑

s′=s

qs′ .

Введем событие B̃t,s, состоящее в том, что в момент времени t
в последовательности X1, X2, . . . , XT , . . . началась плотная F -рекур-
рентная серия длиной не меньше s. Тогда

p̃s = P{B̃t,s} =
∞∑

k=0

P{Bt,s+k} =
∞∑

k=0

ps+k.

Пусть ξs,T =
T∑

t=1

I{Bt,s} — число плотных F -рекуррентных серий

длиной s и ξ̃s,T =
T∑

t=1

I{B̃t,s} — число плотных F -рекуррентных серий

длиной не меньше s.
В соответствии с определениями λs=Eξs,T =Tps, λ̃s = Eξ̃s,T = T p̃s.
Пусть

Ξ =
(
ξs0,T , ξs0+1,T , . . . , ξs0+r−1,T , ξ̃s0+r,T

)
;

Π = (πs0 , πs0+1, . . . , πs0+r−1, π̃s0+r),

где πs0 , πs0+1, . . . , πs0+r−1, π̃s0+r — независимые случайные величины,
каждая из которых распределена по закону Пуассона с параметром
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λs0 , λs0+1, . . . , λs0+r−1, λ̃s0+r соответственно, т.е. при k = 0, 1, 2, . . .:

P{πs0+k = n} =
λns0+k
n!

e−λs0+k , n = 0, 1, 2, . . .

Распределение вектора Π принято называть сопровождающим пуассо-
новским распределением для вектора Ξ.

Через ρ(X,Y ) обозначим расстояние по вариации между распре-
делениями случайных величин X и Y [12]. Для случайных величин X
и Y , принимающих значения из счетного множества C, оно определя-
ется по формуле

ρ(X,Y ) =
1

2

∑

c∈C

|P{X = c} −P{Y = c}|.

Теорема 1. При 1 ≤ l < s0, r ≥ 1, N ≥ 2

ρ(Ξ,Π) = 2T p̃s0 ((l + s0 + r + 2, 5)p̃s0 + (l + 2)Qs0−l,r) . (2)

Замечание 1. Теорема 1 содержит как частный случай теорему,
приведенную в работе [7], в которой была получена оценка для вектора
из чисел сплошных f -рекуррентных серий. Оценка, данная в работе
[7], незначительно отличается от оценки (2) вследствие некоторых
различий в доказательстве.

Замечание 2. Частный случай теоремы 1 — оценка, приведенная в
работе [2] (формула (8)) для плотных a-серий. Оценка (2) несколько
лучше. Это объясняется тем, что в работе [2] метод Чена – Стейна при-
менялся для вывода оценки для вектора (ξs0,T , ξs0+1,T , . . . , ξs0+r−1,T ),
а затем из нее получали оценку для вектора Ξ =

(
ξs0,T , ξs0+1,T , . . .

. . . , ξs0+r−1,T , ξ̃s0+r,T
)
. В настоящей работе метод Чена – Стейна ис-

пользован для вектора Ξ.
Обозначим через ηs,T число плотных F -рекуррентных цепочек дли-

ной s, которые начались до момента T .
Теорема 2. Пусть 1 ≤ l < s0, r ≥ 1, N ≥ 2, и T, s0 → ∞ так,

что
λs0+k → λk ∈ (0,∞), k = 0, 1, . . . , r − 1; (3)

λ̃s0+r → λ̃r ∈ (0,∞), Qs0−l,r → 0. (4)

Тогда
1) случайные величины ξs0,T , ξs0+1,T , . . . , ξs0+r−1,T , ξ̃s0+r,T асимпто-

тически независимы в совокупности и распределены в пределе по за-
кону Пуассона с параметрами λ0, λ1, . . . , λr−1, λ̃r соответственно;
2) распределение случайной величины ηs0,T совпадает в пределе с

распределением выражения
∞∑

j=0

(j + 1)πj , где π0, . . . , πm, . . . — неза-

висимые случайные величины, распределенные по закону Пуассона с
параметрами λ−2, λ−1, λ0, . . . , λm, . . . соответственно.
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Доказательства. Доказательство теоремы 1. Пусть

It,s = Bt,s, s = s0, . . . , s0 + r − 1, It,s0+r = B̃t,s0+r;

U = {(t, s) : t = 1, 2, . . . , s = s0, . . . , s0 + r};

W = {It,s}(t,s)∈U ; π = {πt,s}(t,s)∈U ,

и случайные величины πt,s независимы и распределены по закону
Пуассона с параметрами Eπt,s = P{It,s}.

Определим окрестности при s0 ≤ s ≤ s0 + r − 1:

O(i, s) = {(j, s′) :

s0 ≤ s′ ≤ s0 + r − 1,max{1, i− l − s
′ − 3} ≤ j ≤ i+ l + s+ 3}∪

∪ {(j, s0 + r) : max{1, i− l − s0 − r − 1} ≤ j ≤ i+ l + s+ 3};

O(i, s0 + r) = {(j, s
′) : s0 ≤ s′ ≤ s0 + r− 1, max{1, i− l− s

′ − 3} ≤

≤ j ≤ i+ l + s0 + r + 1} ∪ {(j, s0 + r) :

max{1, i− l − s0 − r − 1} ≤ j ≤ i+ l + s0 + r + 1}.

Построенные окрестности обладают тем свойством, что случайный
индикатор Ii,s не зависит от набора Ij,s′ , (j, s

′) ∈ O(i, s). C учетом
этого многомерный вариант метода Чена – Стейна (теорема 10.А, см.
работу [8]) дает оценку расстояния по вариации между наборами W и
π следующего вида:

ρ(W,π) ≤ S1 + S2,

где
S1 =

∑

(i,s)∈U

∑

(j,s′)∈O(i,s)

P{Ii,s}P{Ij,s′}; (5)

S2 =
∑

(i,s)∈U

∑

(j,s′)∈O(i,s)\{(i,s)}

P{Ii,sIj,s′}. (6)

Теперь необходимо оценить сверху суммы S1 и S2. Начнем с оцен-
ки суммы S1, найденной по (5). С учетом определения окрестностей
O(i, s) имеем

S1 =
T∑

i=1

s0+r∑

s=s0

∑

(j,s′)∈O(i,s)

P{Ii,s}P{Ij,s′} =

=
T∑

i=1




s0+r−1∑

s=s0

∑

(j,s′)∈O(i,s)

P{Ii,s}P{Ij,s′} +
∑

(j,s′)∈O(i,s0+r)

P{Ii,s0+r}P{Ij,s′}



 ≤

≤
T∑

i=1

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s+3∑

j=i−l−s′−3

P{Bi,s}P{Bj,s′}+
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+
i+l+s+3∑

j=i−l−s0−r−1

P{Bi,s}P{B̃j,s0+r}

)

+

+

s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s0+r+1∑

j=i−l−s′−3

P{B̃i,s0+r}P{Bj,s′}+
i+l+s0+r+1∑

j=i−l−s0−r−1

P{B̃i,s0+r}P{B̃j,s0+r}

)

=

=
T∑

i=1

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s+3∑

j=i−l−s′−3

psps′ + p̃s0+r

i+l+s+3∑

j=i−l−s0−r−1

ps

)

+

+p̃s0+r

s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s0+r+1∑

j=i−l−s′−3

ps′ +

i+l+s0+r+1∑

j=i−l−s0−r−1

(p̃s0+r)
2

)

.

Во всех внутренних суммах слагаемые не зависят от индекса j,
тогда

S1≤T

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

(2l+s+s′+7)(psps′)+(2l+s+s0+r+5)psp̃s0+r

)

+

+p̃s0+r

s0+r−1∑

s′=s0

ps′(2l + s0 + r + s
′ + 5) + (2(l + s0 + r) + 3)(p̃s0+r)

2

)

≤

≤ T (2(l+s0+r−1)+7)

(
s0+r−1∑

s=s0

s0+r−1∑

s′=s0

psps′ + 2p̃s0+r

s0+r−1∑

s=s0

ps + p̃
2
s0+r

)

≤

≤ 2T (l + s0 + r + 2, 5)
(
(rps0)

2 + 2rps0 p̃s0+r + (p̃s0+r)
2) =

= 2T (l + s0 + r + 2, 5)

(
s0+r−1∑

s=s0

ps0 + p̃s0+r

)2

=

= 2T (l + s0 + r + 2, 5)p̃
2
s0
. (7)

Перейдем к оценке суммы S2, определяемой по (6). Отметим, что

S2 ≤ 2
∑

(i,s)∈U

∑

(j,s′)∈O(i,s)\{(i,s)}, j>i

P{Ii,sIj,s′} =

= 2
T∑

i=1

s0+r∑

s=s0

∑

(j,s′)∈O(i,s), j>i

P{Ii,sIj,s′} =

= 2
T∑

i=1




s0+r−1∑

s=s0

∑

(j,s′)∈O(i,s), j>i

P{Ii,sIj,s′} +
∑

(j,s′)∈O(i,s0+r), j>i

P{Ii,s0+rIj,s′}



 ≤

≤ 2
T∑

i=1

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s+3∑

j=i+1

P{Bi,sBj,s′}+
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+
i+l+s+3∑

j=i+1

P{Bi,sB̃j,s0+r}

)

+

+

s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s0+r+1∑

j=i+1

P{B̃i,s0+rBj,s′}+
i+l+s0+r+1∑

j=i+1

P{B̃i,s0+rB̃j,s0+r}

)

.

При (j, s′) ∈ O(i, s) = O(i, s), s0 ≤ s, s′ ≤ s0 + r − 1, j > i,
события Bi,s и Bj,s′ совместны, если

j = i+ s+ 2, i+ s+ 3, . . . , i + s+ l + 3

и произведение событий Bi,sBj,s′ означает, что знаки Xi−2, Xi−1, . . .
. . . , Xi+s+1 иXj−2, Xj−1, . . . , Xj+s′+1 образуют плотные F -рекуррентные
цепочки. Используя обозначения, введенные ранее, запишем

Bi,sBj,s′ ⊂ Bi,s




⋃

b1,...,bs−2

E1j+lE
b1
j+l+1 . . . E

bs′−2
j+l+s′−2E

1
j+l+s′−1



 ⊂

⊂ Bi,s




⋃

bi−j+l+s+2,...,bs′−2

E
bi−j+l+s+2
i+2l+s+2 . . . E

bs′−2
j+l+s′−2E

1
j+l+s′−1



 ⊂

⊂ Bi,s




⋃

a1,...,as′−l

Ea1i+2l+s+2 . . . E
as′−l
i+s+2+l+s′−1



 ,

где 1 ∈ {bi, bi+1}, i = 1, 2, . . . , 1 ∈ {ai, ai+1}, i = 1, 2, . . .
Поскольку событие Bi,s определяется случайными величинами

Xi−2, . . . , Xi+s+1, а произведение событий Ea1i+2l+s+2 . . . E
as′−l
i+s+2+l+s′−1

— случайными величинами Xi+s+l+2, . . . , Xi+s+1+l+s′ , в силу однород-
ности последовательности X1, . . . , XT , . . . можем написать оценку:

P{Bi,sBj,s′} ≤ P{B1,s}P






⋃

a1,...,as′−l

Ea1i+2l+s+2 . . . E
as′−l
i+s+2+l+s′−1





=

= psP






⋃

a1,...,as′−l

Ea11 . . . E
as′−l
s′−l





= psqs′−l,

где объединение ведется по всем числам a1, . . . , as′−l ∈ {0, 1}, 1 ∈
∈ {ai, ai+1}, i = 1, 2, . . . , s′ − l − 1.

Аналогично можно показать, что при j = i+s+2, i+s+3, . . . , i+
+ s+ l + 3

P{Bi,sB̃j,s0+r} ≤ psqs0+r−l;
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P{B̃i,s0+rBj,s′} ≤ p̃s0+rqs′−l;

P{B̃i,s0+rB̃j,s0+r} ≤ p̃s0+rqs0+r−l.

Тогда

S2 ≤ 2
T∑

i=1

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s+3∑

j=i+s+2

psqs′−l +
i+l+s+3∑

j=i+s+2

psqs0+r−l

)

+

+

s0+r−1∑

s′=s0

i+l+s0+r+1∑

j=i+s+2

p̃s0+rqs′−l +

i+l+s0+r+1∑

j=i+s+2

p̃s0+rqs0+r−l

)

=

= 2T (l + 2)

(
s0+r−1∑

s=s0

(
s0+r−1∑

s′=s0

psqs′−l

)

+ psqs0+r−l +

+

s0+r−1∑

s′=s0

p̃s0+rqs′−l + p̃s0+rqs0+r−l

)

=

= 2T (l + 2)p̃s0

s0+r−1∑

s′=s0

qs′−l = 2T (l + 2)p̃s0Qs0−l. (8)

Из формул (7) и (8) получим

ρ(W,π) ≤ 2T (l + s0 + r + 2, 5)p̃
2
s0
+ 2T (l + 2)p̃s0Qs0−l =

= 2T p̃s0 ((l + s0 + r + 2, 5)p̃s0 + (l + 2)Qs0−l) .

Следует отметить, что случайные векторы Ξ и Π получаются из на-
боров W и π в результате применения к ним одной и той же функции,
поэтому

ρ(Ξ,Π) ≤ ρ(W,π).

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Условия (3) и (4) эквивалентны тому,

что правая часть оценки (2) стремится к нулю в условиях теоремы.
Это доказывает п. 1.

Согласно п. 1, при любом натуральном значении r распределение

случайной величины
r−1∑

j=0

(j + 1)ξs0+j−2,T сходится к распределению

случайной величины
r−1∑

k=0

(j + 1)πj.

При r ≥ 1

P

{

ηs0,T 6=
r−1∑

j=0

(j + 1)ξs0+j−2,T

}

= P

{
∞∑

j=r

ξs0+j−2,T ≥ 1

}

=

= P{ξ̃s0+r−2,T ≥ 1} ≤ Eξ̃s0+r−2,T . (9)
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В силу условия (4)

Eξ̃s0+r,T =
∞∑

k=0

Eξs0+r+k → λ̃r,

тогда правая часть (9) стремится к нулю при r →∞. Теорема 2 дока-
зана.

Оценки для равновероятного алфавита. Обратимся к вычисле-
нию вероятностей ps. События El+1, El+2, El+3, . . . зависимы. Поэтому
выписывание вероятности ps в явном виде в общем случае невозмож-
но.

Далее ограничимся случаем, когда знаки X1, X2, . . . распределены
на алфавите AN равновероятно.

Пронумеруем функции в наборе F = {f1, . . . , fK}. Пусть при фик-
сированном значении j = 1, . . . , K:

Et,j = {Xt = fj(Xt−l, . . . , Xt−1)}.

Тогда

Et =
K⋃

j=1

Et,j.

Пусть для набора индексов i = (i−1, i0, i1, i2, . . . , is+2), 1 ≤ ij ≤ K,
событие

Ct,i =
⋃

a1,...,as−2

E0t−2,i−1E
0
t−1,i0E

1
t,i1
Ea1t+1,i2 . . .

. . . E
as−2
t+s−1,isE

1
t+s−1,is , E

0
t+s,is+1

Ē0t+s+1,is+2 ,

где объединение ведется по всем числам

a1, . . . , as−2 ∈ {0, 1}, 1 ∈ {ai, ai+1}, i = 1, 2, . . . , s− 3.

Можно записать оценку

ps = P

{
⋃

i∈{1,...,K}s+4

C1,i

}

≤
∑

i∈{1,...,K}s+4

P{C1,i},

которая преобразуется в точное равенство, если при 1 ≤ i < j ≤ K

fi(AN) ∩ fj(AN) = ∅,

так как в этом случае события C1,i, i ∈ {1, . . . , K}s+4, попарно несов-
местны.

В силу однородности последовательности X1, X2, . . .

P{Et,i1Et+1,i2 . . . Et+s−1,is} = P{El+1,i1El+2,i2 . . . El+s,is} =

= P {Xl+1 = fi1(X1, . . . , Xl), Xl+2 = fi2(X2, . . . , Xl+1), . . . ,

. . . , Xl+s = fis(Xs−1, . . . , Xl+s−1)} =
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=
∑

c1∈AN

. . .
∑

cl∈AN

P{X1 = c1} . . .P{Xl = cl}×

×P{Xl+1 = f1(c1, . . . , cl), Xl+2 =f2(c2, . . . , cl, f1(c1, . . . , cl)), . . .} =

= N l
1

N l+s
=
1

N s
.

Это означает, что события Et,i1Et+1,i2 . . . Et+s−1,is независимы в сово-
купности [1].

Тогда с учетом свойства, описанного в замечании 1, и результата,
полученного в работе [2], имеем

P{Ct,i} = c(q
s − qs1); (10)

c =
p(1− p)4
√
p(4− 3p)

; q =
1

2

(
p+

√
p(4− 3p)

)
; q1 =

1

2

(
p−

√
p(4− 3p)

)
,

где p = N−1. Поскольку

c <
p

√
p(4− 3p)

=
1

√
4N − 3

,

то

ps ≤ Ks+4P{Ct,i} ≤
K4

√
4N − 3

((Kq)s − (Kq1)
s); (11)

qs ≤
1

√
4N − 3

((Kq)s−2 − (Kq1)
s−2). (12)

Оценки (11) и (12) для вероятностей содержательны при Kq < 1.
При вычислении вероятностей ps для заданного набора функций мож-
но получить другие оценки. Однако они существенно зависят от этого
набора, поэтому их выписывание в общем виде является очень трудо-
емкой задачей.

Подставляя оценки (11) и (12) в (8), получаем следующую оценку:

ρ(Ξ,Π)≤
8TK4(Kq)2s0−l−2

4N − 3

(
(l+s0+r+2, 5)K

4(Kq)l+2 + l + 2
)
. (13)

Следствие 1. Пусть случайные величины X1, X2, . . . , XT , . . . не-
зависимы и распределены на алфавите AN равновероятно. Пусть
1 ≤ l < s0, r ≥ 1, N ≥ 2, qK < 1, и T, s0 →∞ так, что правая часть
(13) стремится к нулю,

λs0+k → λk ∈ (0,∞), k = 0, 1, . . . , r − 1, λ̃s0+r → λ̃ ∈ (0,∞).

Тогда
1) случайные величины ξs0,T , ξs0+1,T , . . . , ξs0+r−1,T , ξ̃s0+r,T асимпто-

тически независимы в совокупности и распределены в пределе по за-
кону Пуассона с параметрами λ0, λ1, . . . , λr−1, λ̃ соответственно;
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2) распределение случайной величины ηs0,T совпадает в пределе с

распределением выражения
∞∑

j=0

(j + 1)πj , где π0, . . . , πm, . . . — неза-

висимые случайные величины, распределенные по закону Пуассона с
параметрами λ−2, λ−1, λ0, . . . , λm, . . . соответственно.

Замечание 3. Можно показать, что условия следствия 1 выполне-
ны, если, например, K = 1 и

s0 = −

[
lnT

ln q

]

+O(1), T →∞.

Так, пусть семейство F состоит из одной функции f : AN → AN
(K = 1), N = 4, r = 2, T = 100 000, s0 = 17. Тогда параметры
сопровождающего пуассоновского распределения равны λs0 = 0,735;
λ̃s0+1 = 0,998. Из оценки (13) определим

∣
∣
∣
∣
∣
P{ξs0 = k, ξ̃s0+1 = l} −

λks0
k!
e−λs0

λ̃ls0
l!
e−λ̃s0

∣
∣
∣
∣
∣
< 0,016

при k, l = 0, 1, 2, . . . В частности,
∣
∣
∣P{ξs0 = 0, ξ̃s0+1 = 0} − 0,177

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 0, ξ̃s0+1 = 1} − 0,176

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 0, ξ̃s0+1 = 2} − 0,088

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 1, ξ̃s0+1 = 0} − 0,130

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 1, ξ̃s0+1 = 1} − 0,130

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 1, ξ̃s0+1 = 2} − 0,065

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 2, ξ̃s0+1 = 0} − 0,048

∣
∣
∣ < 0,016;

∣
∣
∣P{ξs0 = 2, ξ̃s0+1 = 1} − 0,048

∣
∣
∣ < 0,016.

Следствие 2. Пусть случайные величины X1, X2, . . . , XT , . . . не-
зависимы и распределены на алфавите AN равновероятно. Пусть
1 ≤ l < s0, r ≥ 1, N ≥ 2, qK < 1, и T, s0 → ∞ так, что правая
часть (13) стремится к нулю,

λs0+k →∞, k = 0, 1, . . . , r − 1, λ̃s0+r →∞.

Тогда случайные величины
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ξs0,T − λs0
λs0

, . . . ,
ξs0+r−1,T − λs0+r−1

λs0+r−1
,
ξ̃s0+r,T − λ̃s0+r

λ̃s0+r

асимптотически независимы в совокупности и одинаково распределе-
ны в пределе по стандартному нормальному закону.

Замечание 4. Условия следствия 2 выполнены, если, например,
K = 1 и

s0 = −

[
lnT − ln lnT

ln q

]

+O(1), T →∞.

Заключение. Обратимся к схеме плотного вложения [13, 14].
Пусть знаки xi, . . . , xi+l+s−1 образуют f -рекуррентную цепочку. Пусть
y1, y2, . . . — последовательность знаков алфавита AN . Согласно ра-
боте [14], знаки xi, . . . , xi+l+s−1 плотно вкладываются в последова-
тельность y1, y2, . . ., начиная с места j0 ≥ 1, если существуют такие
числа

j0 < j1 < j2 < . . . < js+l−1,

ju − ju−1 ∈ {1, 2}, u = 1, 2, . . . , s + l − 1,

что yju = xi+u, u = 0, 1, 2, . . . , s + l − 1.
Это означает, что

yjl+k = f(yjk , yjk+1 , . . . , yjl+k−1), k = 0, 1, 2, s− 1. (14)

Рассмотрим набор F функций g вида g(y1, . . . , y2l−1)=f(yj1 , . . . , yjl),
где 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jl ≤ 2l − 1, ju − ju−1 ∈ {1, 2}, u = 2, 3, . . . , l.
Тогда равенство (14) перепишется в виде

yjl+k = g(yjl+k−2l+1, . . . , yjl+k−1), k = 0, 1, 2, s− 1, g ∈ F.

Таким образом, знаки yj0 , . . . , yjs образуют плотную F -рекуррентную
цепочку.

Задача о свойствах распределений чисел плотных F -рекуррентных
серий и цепочек рассматривается впервые. Она представляет инте-
рес в связи с возможным применением этих статистик при проверке
гипотез о свойствах случайных последовательностей. Например, для
проверки основной гипотезы о том, что наблюдается последователь-
ность независимых случайных величин с одинаковым равновероят-
ным полиномиальным распределением, против альтернативы о том,
что наблюдаемая последовательность получена как результат плотно-
го вложения отрезков двух рекуррентных последовательностей.

В настоящей работе с помощью функционального варианта мето-
да Чена – Стейна получена многомерная предельная теорема Пуассона
для вектора из чисел плотных F -рекуррентных серий заданных длин
с оценками скорости сходимости (в метрике расстояния по вариации).
Из этих оценок также выведена теорема пуассоновского типа для чи-
сла плотных F -рекуррентных цепочек.
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