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О МОМЕНТАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РАЙСА

Получено выражение для нечетных моментов распределения Райса
через обобщенные многочлены Чебышева–Лагерра и модифициро-
ванные функции Бесселя первого рода.

Распределение Райса используется при вычислениях в различных
областях науки и техники, в частности в лазерной атмосферной связи
и статистической радиотехнике [1, 2].

Известно [2], что для райсовской случайной величины с плотно-
стью вероятности
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, x > 0, a > 0,

где I0 (x)— модифицированная функция Бесселя первого рода нулево-
го порядка, существуют начальные моменты всех порядков:
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k =
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Γ (1 + k/2)Φ (−k/2, 1;−u), (1)

k = 1, 2, . . . ;

здесь u = a2/ (2σ2), Γ(x)— гамма-функция, Φ(b, c; x)— вырожденная
гипергеометрическая функция от x с параметрами b и c.

Для решения многих задач, таких как вычисление характеристиче-
ской функции, кумулянтов и др., необходимо знание моментов всех по-
рядков. В этих случаях вместо выражения (1), содержащего вырожден-
ную гипергеометрическую функцию, как правило, используют другие
представления моментов распределения Райса. Так, четные моменты
обычно выражаются через многочлены Чебышева–Лагерра:

m2n =
¡
2σ2

¢n
n!Ln (−u) , n = 1, 2, . . . ,

а нечетные моменты — через модифицированные функции Бесселя
первого рода. Они могут быть последовательно вычислены по рекур-
рентной формуле [3]

mr+2 = 2σ2 (r + 1 + u)mr − σ4r2mr−2, r = 2, 3, . . . .
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Приведем первые шесть нечетных моментов:
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.

В настоящей работе получена формула для непосредственного вы-
числения нечетного момента любого порядка по его номеру.

Теорема. Если
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¢
и для любого k = 1, 2, . . . выполнено

m2k+3 = 2σ2 (2k + 2 + u)m2k+1 − σ4 (2k + 1)2m2k−1, (2)

то для любого n = 0, 1, . . . имеем
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=
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где [x]— целая часть от x,

Lα
m (x) = (1/m!) x−αexDm

¡
xα+me−x

¢
, m = 0, 1, . . . , α > −1,

— обобщенные многочлены Чебышева–Лагерра.
Для доказательства теоремы используются следующие леммы.
Лемма 1. Если d0 = 1, d1 = 2L11 (−u) и для любого k = 1, 2, . . .

выполнено соотношение dk+1 = 2(2k + 2 + u)dk − (2k + 1)2 dk−1, то
справедливо равенство (4).

Доказательство. Доказательство проведем по индукции, пользу-
ясь следующими формулами [4]:

Lα
0 (x) ≡ 1, D2k

¡
L1n (x)

¢
= L1+2kn−2k (x) ,

n = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . , [n/2],

L1n−1 (x) = D
2
¡
L1n+1 (x)− 2L1n (x) + L1n−1 (x)

¢
, n = 1, 2, . . . ,

и рекуррентным соотношением для обобщенных многочленов Чебы-
шева–Лагерра [4]:

(n+ 1− 2k)D2k
¡
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¢
=
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¡
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¢− (n + 1)D2k
¡
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¢
.

Для n = 0 и n = 1 утверждение леммы выполнено в силу ее
условия.

Предположим, что оно справедливо для некоторых n−1, n,
n ∈ {2, 3, . . .} .

Для упрощения обозначений при доказательстве леммы будем опус-
кать аргументы многочленов L1n−1 (−u), L1n (−u), L1n+1 (−u). Тогда

dn+1 = 2(2n + 2 + u)
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2

k!
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Поскольку (2n+ 1)2 = (2k + 1)2 + 4(n − k)(n + 1 + k), то
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=
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Подставляя последнее выражение в равенство (6), получаем
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=
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Лемма доказана.
Лемма 2. Если f0 = 0, f1 = −1 и для любого k = 1, 2, . . . выпол-

няется соотношение fk+1 = 2(2k + 2 + u)fk − (2k + 1)2fk−1, то спра-
ведливо равенство (5).

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1.
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Доказательство теоремы.Доказательство проведем по индукции.
Нетрудно видеть, что для n = 0 и n = 1 утверждение теоремы спра-
ведливо, так как d0 = 1, f0 = 0, d1 = 2L11 (−u) = 2u + 4, f1 = −1.
Предположим, что для некоторых n− 1, n, n ∈ {2, 3, ...}, выполнено

m2n−1=
p

π/2σ2n−1e−u/2 (((u+1) dn−1+fn−1) I0 (u/2) + udn−1I1 (u/2)),

m2n+1 =
p

π/2σ2n+1e−u/2 (((u + 1) dn + fn) I0 (u/2) + udnI1 (u/2)).

Подставив последние выражения в равенство (2), получим

m2n+3 =

=
p

π/2σ2n+3e−u/2
³³
2(2n + 2 + u)dn − (2n + 1)2dn−1

´
(u+ 1)+

+
³
2(2n + 2 + u)fn − (2n+ 1)2fn−1)

´
I0(u/2)+

+
³
2(2n + 2 + u)dn − (2n + 1)2dn−1

´
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´
=

=
p

π/2σ2n+3e−u/2 (((u + 1) dn+1 + fn+1) I0 (u/2) + udn+1I1 (u/2)) .

Теорема доказана.
Далее приведены первые шесть коэффициентов dn и fn:

d0 = L10 (−u) ≡ 1,

d1 = 2L11 (−u) = 2u+ 4,
d2 = 8L12 (−u)− L30 (−u) = 4u2 + 24u+ 23,
d3 = 48L13 (−u)− 4L31 (−u) = 8u3 + 96u2 + 284u+ 176,

d4 = 384L14 (−u)− 24L32 (−u) + 9L50 (−u) =
= 16u4 + 320u3 + 1908u2 + 3720u+ 1689,

d5 = 3840L15 (−u)− 192L33 (−u) + 54L51 (−u) =
= 32u5 + 960u4 + 9568u3 + 37824u2 + 54774u + 19524,

f0 = 0,

f1 = −L30 (−u) ≡ −1,
f2 = −2L31 (−u) = − (2u+ 8),
f3 = −8L32 (−u) + 9L50 (−u) = −

¡
4u2 + 40u+ 71

¢
,

f4 = −48L33 (−u) + 36L51 (−u) =
= − ¡8u3 + 144u2 + 684u + 744¢,

f5 = −384L34 (−u) + 216L52 (−u) − 225L70(−u) =
= − ¡16u4 + 448u3 + 3924u2 + 11928u+9129¢.
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