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В. В. Ч а п л ы г и н

СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
SM/MSP/1/r1

Рассмотрена однолинейная система массового обслуживания с по-
лумарковским входящим потоком, марковским процессом обслужи-
вания и накопителем конечной или бесконечной емкости. Для этой
системы с помощью метода построения вложенной цепи Марко-
ва найдены стационарные распределения основных характеристик
обслуживания.

Описание системы. Рассмотрим систему массового обслуживания
SM/MSP/1/r (r ≤ ∞) с накопителем емкости r.

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (грант №02-07-90147).

60 Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. "Естественные науки". 2004. № 2



Опишем полумарковский процесс генерации заявок. Рассмотрим
полумарковский процесс, функционирующий на конечном множестве
состояний— фаз обслуживания {1, 2, . . . ,m}, m <∞, и управляемый
стохастической матрицей переходных вероятностей (матрицей пере-
ходных вероятностей вложенной цепиМаркова)M = (Mij), i, j = 1, m,
с полумарковским ядром B(x) = (Bij(x)), i, j = 1,m, где Mij — веро-
ятность перехода с i-й фазы на j-ю, а Bij(x), i, j = 1,m, — условная
функция распределения времени генерации заявки на i-й фазе при ус-
ловии, что процесс генерации заявок перейдет с i-й фазы на j-ю. Далее
обозначим через Bi(x) =

mP
j=0

B̃ij(x) безусловную функцию распреде-

ления времени пребывания процесса генерации заявок на i-й фазе, где
B̃ij(x) = MijBij(x).

Будем полагать, что матрица M неразложима и непериодична,

bij =
∞R
0

tdBij(t) < ∞ для любых i, j = 1,m. Кроме того, для простоты

изложения будем предполагать, что для любых i, j = 1, m функция
распределения Bij(t) абсолютно непрерывна. Вектор стационарных
вероятностей цепи Маркова с матрицей переходных вероятностей M
будем обозначать через ~πa.

Марковский процесс обслуживания заявок определяется следую-
щим образом. Имеется марковский процесс с непрерывным временем
и конечным числом l состояний (фаз обслуживания). Тогда если в неко-
торый момент в системе на обслуживании находится k, k ≥ 1, заявок и
фаза обслуживания i-я, i = 1, l, то за “малое” время ∆ с вероятностью
λij∆ + o(∆) фаза изменится на j-ю, j = 1, l, и при этом заявка будет
продолжать обслуживаться, а с вероятностью nij∆ + o(∆) фаза изме-
нится на j-ю, j = 1, l, но обслуживание заявки закончится, и она поки-
нет систему.Матрицы из элементов λij и nij будем обозначать через Λ
и N ; введем матрицу Λ∗ = Λ + N , причем матрицу Λ∗ будем полагать
неразложимой, а матрицуN — ненулевой. Будем считать также, что на
свободном периоде фаза обслуживания не изменяется. Вектор стацио-
нарных вероятностей марковского процесса обслуживания заявок (т.е.
марковского процесса с инфинитиземальной матрицей Λ∗) будем обо-
значать через ~πs. Тогда стационарная интенсивность µ обслуживания
заявок имеет вид µ = (~πs)тN~1.

Заявки обслуживаются в порядке поступления (дисциплинаFCFS).
Заявка, поступающая в систему, в которой уже находится r + 1 заявок
(одна на приборе и r в накопителе), теряется.

Для SM/MSP/1/r далее получены стационарные распределения

Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. "Естественные науки". 2004. № 2 61



числа заявок в системе по моментам изменения состояний вложенной
цепи Маркова и по времени, а также стационарные распределения вре-
мени ожидания начала обслуживания и времени пребывания заявки в
системе.
Cистема SM/MSP/1/r является обобщением системы

G/MSP/1/r (r ≤ ∞). В работе [1] система G/MSP/1/r исследована
методом введения дополнительной переменной, и для конечного числа
мест ожидания, т.е. для r <∞, получено стационарное распределение
длины очереди. В работе [2] для G/MSP/1/r с помощью построения
вложенной цепи Маркова получены стационарные распределения чи-
сла заявок в системе по моментам изменения состояний вложенной
цепи Маркова и по времени и времен ожидания начала обслуживания
и пребывания заявки в системе.

Процедура вычисления экспоненциальных моментов подробно
описана в работе [3] для системыMAP/G/1/r, которая является двой-
ственной к системе G/MSP/1/r [3, 4].

Конечный накопитель. Рассмотрим последовательные моменты
τn, n > 0, поступления заявок в систему.

Пусть η(t)— фаза, на которой находится полумарковский процесс
прихода заявок, ξ(t) — фаза обслуживания заявок в момент времени
t, ν(t) — число заявок в системе в этот момент. Определим случай-
ные величины ηn = η(τn + 0), ξn = ξ(τn + 0) и νn = ν(τn + 0),
соответствующие фазе прихода, фазе обслуживания и числу заявок
в системе непосредственно после момента поступления n-й заявки.
Кроме того, положим ζn = (ηn, ξn, νn). Тогда последовательность
{ζn, n ≥ 0} образует однородную цепь Маркова, которую будем назы-
вать вложенной цепью Маркова.

Очевидно, что

X = (i, j, k), i = 1, m, j = 1, l, k = 1, R,

где X — множество состояний вложенной цепи Маркова; индексы i, j
и k соответствуют фазе прихода заявок, фазе обслуживания и числу за-
явок в системе непосредственно после момента поступления заявок.

Рассмотрим матрицу переходных вероятностей вложенной цепи
Маркова {ζn, n ≥ 0}. Для этого определим следующие матрицы. Fk(x)
— матрица, элемент (Fk(x))ij которой представляет собой условную
вероятность того, что за время x обслужится ровно k заявок и процесс
обслуживания перейдет на j-ю фазу при условии, что в начальный
момент в системе число заявок превышает k (вместе с заявками на
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приборе), процесс обслуживания находится на i-й фазе и за время x
не заканчивается обслуживание заявки на приборе. Ak — квадратная
матрица размером ml × ml, где элемент (Ak)ij , i = l(u − 1) + v,
j = l(n − 1) + q, v, q = 1, l, u, n = 1, m, представляет собой веро-
ятность того, что за время между поступлениями заявок обслужится
ровно k заявок и процесс обслуживания перейдет на q-юфазу при усло-
вии, что в начальный момент в системе число заявок превышает k и
процесс обслуживания находится на v-й фазе, а процесс поступления
заявок перешел с u-й фазы на n-ю.F ∗k (x) иA∗k—матрицы, аналогичные
матрицам Fk(x) и Ak, но соответствующие условию, что в начальный
момент в системе было ровно k заявок.

Матрицы Fk(x) и F ∗k (x) определяются соотношениями

F0(x) = eΛx,

Fk(x) =

xZ
0

Fk−1(y)NF0(x− y)dy, k ≥ 1,

F ∗k (x) =

xZ
0

Fk−1(y)Ndy, k ≥ 1,

а матрицы Ak и A∗k — соотношениями

Ak =

∞Z
0

dB̃(x)⊗ Fk(x), k ≥ 0, (1)

A∗k =

∞Z
0

dB̃(x)⊗ F ∗k (x), k ≥ 0, (2)

где ⊗— символ кронекерова произведения матриц.
Рассмотрим снова вложенную цепь Маркова процесса обслужи-

вания. Из состояния с i заявками, i = 1, R, вложенная цепь Мар-
кова может перейти только в одно из состояний с j заявками, j =

= 1,min(i+ 1, R).При этом переход из состояния c i заявками, i = 1, r,
в состояние с j заявками, j = 2, i + 1, осуществляется тогда, когда за
время между поступлениями заявок обслужатся ровно i− j+1 заявок,
а в состояние с одной заявкой— когда обслужатся все i находящихся в
системе заявок. Аналогично определяются переходы из состояния с R
заявками, за исключением перехода в состояние также сR заявками, ко-
торый происходит не только тогда, когда будет обслужена одна заявка,
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но и когда не будет обслужено ни одной заявки, и новая поступающая
в систему заявка будет потеряна.

Таким образом,матрица P переходных вероятностей вложенной це-
пи Маркова, представленная в блочной форме P = (Pkn), k, n = 1, R,
имеет следующий вид:

P =


A∗1 A0 0 . . . 0 0
A∗2 A1 A0 . . . 0 0
A∗3 A2 A1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A∗r Ar−1 Ar−2 . . . A1 A0
A∗R Ar Ar−1 . . . A2 A1 + A0

 .

Можно показать, что вложенная цепь Маркова является неприво-
димой и непериодической. Обозначим через p∗ik, i = 1, d, d = ml,
k = 1, R, где i = l(n− 1) + j, j = 1, l, n = 1, m, стационарную по вло-
женной цепиМаркова вероятность того, что в системе имеется k заявок,
фаза, на которой находится процесс поступления заявок, n-я и фаза об-
служивания j-я, и положим ~p ∗k = (p∗1k, . . . , p

∗
dk)

т, ~p ∗ = (~p ∗1
т5, . . . , ~p ∗R

т)т.
Тогда для ~p ∗ справедлива система уравнений равновесия (СУР)

~p ∗т = ~p ∗тP, (3)

или, в координатной форме,

~p ∗1
т =

RX
m=1

~p ∗m
тA∗m, (4)

~p ∗k
т =

RX
m=k−1

~p ∗m
тAm−k+1, k = 2, r, (5)

~p ∗R
т = ~p ∗r

тA0 + ~p
∗
R
т(A0 + A1) (6)

с условием нормировки
p∗·,· = 1; (7)

здесь символ “ · ” означает суммирование по всем значениям соответ-
ствующего дискретного аргумента.

СУР (3) имеет единственное, с условием нормировки, решение, ко-
торое можно получить методом, приведенным в рабое [2].

Зная стационарное распределение вложенной цепи Маркова, не-
трудно определить другие стационарные характеристики обслужива-
ния в рассматриваемой системе.
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Вычислим сначала векторы ~p−k = (p−1k, . . . , p
−
dk)

т, k = 1, R, где
p−ik , i = l(n − 1) + j, j = 1, l, n = 1, m, — стационарная вероятность
того, что при поступлении заявки в системе будет k других заявок,
марковский процесс обслуживания будет на j-й фазе, а процесс по-
ступления заявок— на n-й фазе. Заметим, что при поступлении заявки
в системе будет k, k = 0, r − 1, других заявок, если в систему посту-
пит k + 1 заявок. Учитывая, что в момент поступления заявки фаза
обслуживания не изменяется, имеем

~p −k = ~p ∗k+1, k = 0, r − 1.
Нетрудно видеть, что

~p−k
т =

RX
j=k

~p ∗j
тAj−k, k = r,R.

В частности, стационарная вероятность π потери заявки определя-
ется формулой

π = ~p−R
т~1 = ~p ∗R

тA0~1,

где ~1— вектор-столбец из единиц.
Для нахождения стационарных вероятностей состояний по времени

введем матрицы Tk и T ∗k , элементы которых (Tk)ij и (T ∗k )ij , i, j = 1, d,
i = l(n− 1)+ q, q = 1, l, n = 1, m, j = l(u− 1)+ v, v = 1, l, u = 1,m,
представляют собой среднее время между соседними моментами по-
ступления заявок в систему SM/MSP/1/r (с накопителем емкости r)
в состоянии (u, v,M − k) при условии, что после поступления первой
заявки в системе оказалосьM заявок и фаза обслуживания была q-я, и
процесс поступления заявок находился на n-й фазе, M = r + 1. При
этом в первом случае предполагается, что M > k, а во втором — что
M = k.Матрицы Tk и T ∗k определяются соотношениями

Tk =

∞Z
0

(I − B̃(x))⊗ Fk(x)dx,

T ∗k =

∞Z
0

(I − B̃(x))⊗ F ∗k (x)dx.

Введем вектор ~t, компоненты которого представляют собой (с уче-
том фаз генерации заявок и обслуживания) средние значения време-
ни между соседними моментами изменения состояний вложенной цепи
Маркова (между поступлениями заявок). Тогда

~t = ~b ⊗ ~1l,
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где~b— вектор с координатами bi =
∞R
0

t dBi(t).

Среднее время T между соседними моментами изменения состоя-
ний вложенной цепи Маркова в стационарном режиме функциониро-
вания системы определяется формулой

T =
RX
k=0

~p ∗k
т~t =

RX
k=0

~p ∗k
т(~b ⊗ ~1l). (8)

Рассмотрим соотношение

T = (~πa)тMijbij~1m.

Действительно, (~πa)т = ~p ∗k
тL, гдеL = Im⊗~1l и~b = M(bij)~1m.Перемно-

жая матрицу L и вектор~b, получаем

L~b = ~b ⊗ ~1l,

откуда немедленно приходим к формуле (8).
Заметим также, что загрузку системы ρ можно представить в виде

ρ =
1

Tµ
.

Используя результаты теории полумарковских процессов, получаем
для векторов ~pk, k = 0, R, стационарных вероятностей состояний по
времени формулы

~p т
0 =

1

T

RX
m=1

~p ∗m
тT ∗m,

~p т
k =

1

T

RX
m=k

~p ∗m
тTm−k, k = 1, R.

Введем обозначение

~qk = ~pk
тQ, k = 0, R,

где Q = 1m ⊗ Il.
Получим соотношение между векторами ~qk и ~πs, которое будем ис-

пользовать в дальнейшем. Для этого заметим, что матричные функции
Fk(x) удовлетворяют дифференциальному уравнению

F 0
k(x) = Fk(x)Λ + u(k)Fk−1(x)N, k ≥ 0;
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отсюда с учетом формул (1), (2) можно получить

A0Q = −((Im−B̃(x))⊗F0(x))Q
¯̄̄̄∞
0

+

∞Z
0

((Im−B̃(x))⊗(F0(x)Λ))Qdx =

= (Id + T0(Im ⊗ Λ))Q, d = ml,

где Im — единичная матрица размера m,

AkQ=−((Im − B̃(x))⊗ Fk(x))Q
¯̄̄̄∞
0

+

∞Z
0

((Im − B̃(x))⊗

⊗(Fk(x)Λ + Fk(x)N))Qdx = (Tk(Im ⊗ Λ) + Tk−1(Im ⊗N ))Q, k ≥ 1,

A∗kQ=−
(Im − B̃(x))⊗ xZ

0

Fk(y)dyN

Q

¯̄̄̄∞
0

+

∞Z
0

((Im − B̃(x))

⊗ (Fk−1N ))Qdx = (Tk−1(Im ⊗ N))Q, k ≥ 1.

Суммируя СУР по k от 1 до R и подставляя вместо Ak и A∗k их вы-
ражения из формул (1), (2), после простых преобразований получим

RX
k=1

~p ∗k
тQ =

RX
k=1

~p ∗k
тQ + T

RX
k=1

~pk
т(Im ⊗ Λ∗)Q.

Из этого сооношения имеем
RX
k=1

~pk
т(Im ⊗ Λ∗)Q = ~0т.

Следовательно,
RX
k=1

~qk = c~πs,

где c— нормировочная постоянная, которая может быть записана в ви-
де

c = 1− p0.
Здесь через pk = p ·,k, k = 0, R, обозначена стационарная по времени
вероятность наличия в системе k заявок.

Рассмотрим некоторые характеристики времени пребывания заявки
в системе. Для этого обозначим через Vk(x), k ≥ 1, матрицу, элемен-
том (Vk(x))ij которой является вероятность того, что за время x будет
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обслужено не менее k заявок и в момент окончания обслуживания k-й
заявки процесс обслуживания перейдет на j-ю фазу при условии, что в
начальный момент фаза обслуживания была i-я и в системе находилось
не менее k заявок, а через Φk(s) обозначим преобразование Лапласа–
Стилтьеса матрицы Vk(x). Обозначим также через fk(s), k ≥ 0, пре-
образование Лапласа–Стилтьеса матрицыFk(s), которая введена ранее.

Поскольку вероятность того, что обслуживание группы изm заявок,
m < k, окончится на временно́м интервале [x, x+ dx) при условии, что
до этого момента уже обслужено k−m заявок, определяется формулой
Fk−mΛ∗mdx, и поскольку за время x может быть обслужено от 1 до k− 1
заявок, имеем

Φ1(s) =

∞Z
0

e−sxeΛxNdx = (sI − Λ)−1N,

Φk(s) = Φk
1(s), k ≥ 2.

Отсюда нетрудно получить преобразования Лапласа–Стилтьеса
ω(s) и ϕ(s) стационарных распределений W (x) и V (x) — времени
ожидания начала обслуживания и времени пребывания в системе про-
извольной заявки, принятой к обслуживанию:

ω(s) =
1

1− π

rX
k=0

~p−k
т(Im ⊗ Φk(s))~1,

ϕ(s) =
1

1− π

rX
k=0

~p−k
т(Im ⊗ Φk+1(s))~1.

Дифференцируя эти формулы в точке s = 0, получаем для среднего
времени w ожидания начала обслуживания и среднего времени v пре-
бывания в системе произвольной заявки, принятой к обслуживанию,
для стационарного режима функционирования системы выражения

w =
−1
1− π

rX
k=1

~p−k
т(Im ⊗ Φ0

k(0))~1 =

=
−1
1− π

rX
k=1

~p−k
т

Ã
Im ⊗

Ã
k−1X
j=0

(−Λ−1N )jΛ−1
!!

~1 =

= − 1

1− π

r−1X
j=0

rX
k=j+1

~p−k
т ¡Im ⊗ ¡(−Λ−1N )jΛ−1

¢¢
~1,
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v =
−1
1 − π

rX
k=0

~p−k
т(Im ⊗ Φ0

k+1(0))~1 =

=
−1
1− π

rX
k=0

~p−k
т

Ã
Im ⊗

Ã
kX
j=0

(−Λ−1N)jΛ−1
!!

~1 =

= − 1

1− π

rX
j=0

rX
k=j

~p−k
т ¡Im ⊗ ¡(−Λ−1N)jΛ−1

¢¢
~1.

Для численных расчетов воспользуемся формулой

Vk(x)~1 = ~1−
k−1X
i=0

Fi(x)~1, k ≥ 1,

из которой получаем следующие выражения дляW (x) и V (x):

W (x) = 1− 1

1− π

r−1X
i=0

Ã
rX

k=i+1

~p−k
т

!
(Im ⊗ Fi(x))~1,

V (x) = 1− 1

1− π

rX
i=0

Ã
rX
k=i

~p−k
т

!
(Im ⊗ Fi(x))~1.

Бесконечный накопитель. Обратимся теперь к системе с беско-
нечным накопителем (r =∞).

Можно показать, что для системы с бесконечным накопителем не-
обходимым и достаточным условием существования стационарного ре-
жима является стандартное условие ρ < 1, где ρ— загрузка системы.

Рассмотрим, как и в случае конечного накопителя, вложенную цепь
Маркова, множество состояний которой

X = (i, j, k), i = 1,m, j = 1, l, k ≥ 1,

в данном случае является счетным.
Рассмотрим, как и ранее, векторы ~p ∗k т, k ≥ 1, и ~p ∗ = (~p ∗1 т, ~p ∗2 т, . . .) ∗т.

Имеем

P =



A∗1 A0 0 0 . . .

A∗2 A1 A0 0 . . .

A∗3 A2 A1 A0 . . .

A∗4 A3 A2 A1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .
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Приведем также развернутую запись СУР:

~p ∗1
т =

∞X
m=1

~p ∗m
тA∗m,

~p ∗k
т =

∞X
m=k−1

~p ∗m
тAm−k+1, k ≥ 2.

Введем векторы ~pk, k ≥ 0, стационарных вероятностей состояний
по времени. Для ~pk справедливы формулы

~p0
т =

1

T

∞X
m=1

~p ∗m
тT ∗m,

~pk
т =

1

T

∞X
m=k

~p ∗m
тT ∗m−k, k ≥ 1.

Также имеет место соотношение
∞X
k=1

~qk = (1 − p0)~πs,

причем ρ = (1− p0), где ρ— загрузка системы.
Найдем искать решение СУР в виде

~p ∗k
т = ~p ∗1

тGk−1, k ≥ 1, (9)

где G— решение уравнения,

G =
∞X
k=0

GkAk = Ã(G). (10)

Лемма. Уравнение (10) при ρ < 1 имеет единственное решение в
классе матриц, все собственные значения которых по модулю меньше
единицы. Это решение является матрицей, все элементы которой по-
ложительны, и итерационная процедура G(n) = Ã(G(n−1)) при n→∞
сходится к нему, если в качестве начальной итерацииG(0) выбрать лю-
бую матрицу с собственными значениями, по модулю меньшими еди-
ницы.

Доказательство этой леммы приведено в работе [5].
При численных расчетах в качестве G(0) удобно выбрать нулевую

матрицу для монотонной сходимости последовательности G(n) к G.
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При любом ~p ∗1 последовательность векторов ~p ∗k , задаваемых фор-
мулой (9), где G— решение уравнения (10), удовлетворяет всем урав-
нениям (4)–(6), и, кроме того, поскольку все собственные значения ма-
трицы G по модулю меньше единицы, имеем

∞X
k=1

Ã
dX
i=1

|p ∗ik|
!
<∞. (11)

Оставшийся неизвестным вектор ~p ∗1 получим из первого уравнения
СУР.

Перед этим подставим в уравнение (10) выражения для Ak из фор-
мул (1), (2). Получаем

G = Id + U(Im ⊗ Λ) + GU (Im ⊗ N), (12)

где

U =
∞X
k=0

GkTk.

Умножая обе части равенства (12) на ~1, имеем

(Id − G)~1 = (Id − G)U (Im ⊗N )~1.

Поскольку матрица Im − G невырожденная, то последнее равенство
эквивалентно равенству

U (Im ⊗N )~1 = ~1,

которое, в свою очередь, в силу неотрицательности элементов матрицы
UN означает, что матрица U (Im ⊗ N ) является стохастической.

Уравнение
~p ∗1

т = ~p ∗1
тU (Im ⊗N)

имеет единственное, с условием нормировки, решение.
Условие нормировки легко приводится к виду

~p ∗1
т(Id − G)−1~1 = 1.

Для вектора ~p −k , k ≥ 0, стационарных вероятностей того, что в мо-
мент поступления заявки в системе содержится k других заявок, полу-
чим

~p−k
т = ~p ∗k

т = ~p ∗1
тGk.
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Для вектора ~pk, k ≥ 0, стационарных вероятностей по времени по-
лучим

~p0
т =

1

T

∞X
m=1

~p ∗1
тGm−1T ∗m,

~pk
т =

1

T

∞X
m=k

~p ∗1
тGm−1T ∗m−k =

1

T
~p ∗1

тGk−1U, k ≥ 1,

где среднее время T между моментами изменения состояний цепиМар-
кова вычисляется по формуле

T =

∞X
k=0

~p ∗k
т~t =

∞X
k=0

~p ∗k
т(~b ⊗ ~1l).

Для преобразований Лапласа–Стилтьеса ω(s) и ϕ(s) стационарных
распределений W (x) и V (x)— времени ожидания начала обслужива-
ния и времени пребывания в системе произвольной заявки— получим

ω(s) =

∞X
k=0

~p ∗1
тGk(Im ⊗ Φk(s))~1,

ϕ(s) =

∞X
k=0

~p ∗1
тGk(Im ⊗ Φk+1(s))~1.

Для среднего времени w ожидания начала обслуживания и среднего
времени v пребывания в системе произвольной заявки, принятой к об-
служиванию, для стационарного режима функционирования системы
получим

w = −~p ∗1 т
∞X
j=0

Ã ∞X
k=j+1

Gk

!¡
Im ⊗ (−Λ−1N )jΛ−1

¢
~1 =

= −~p ∗1 тG(Id −G)−1
∞X
j=0

Gj
¡
Im ⊗ (−Λ−1N)jΛ−1

¢
~1,

v = −~p ∗1 т
∞X
j=0

Ã ∞X
k=j

Gk

!¡
Im ⊗ (−Λ−1N)jΛ−1

¢
~1 =

= −~p ∗1 т(Id − G)−1
∞X
j=0

Gj
¡
Im ⊗ (−Λ−1N )jΛ−1

¢
~1.
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Функции распределения W (x) и V (x) для системы с бесконечным
накопителем можно представить в виде

W (x) = 1− ~p ∗1 т
∞X
j=0

Ã ∞X
k=j+1

Gk

!
(Im ⊗ Fj(x))~1 =

= 1 − ~p ∗1 тG(Id −G)−1
∞X
j=0

Gj (Im ⊗ Fj(x))~1, (13)

V (x) = 1− ~p ∗1 т
∞X
j=0

Ã ∞X
k=j

Gk

!
(Im ⊗ Fj(x))~1 =

= 1− ~p ∗1 т(Id −G)−1
∞X
j=0

Gj (Im ⊗ Fj(x))~1. (14)

Положим

R(x) =

∞X
i=0

Gi(Im ⊗ Fi(x)) (15)

и обозначим через a модуль минимального диагонального элемента ма-
трицы Λ.

Положим Q = Id − (Im ⊗ Λ)/a.
Найдем матричную функцию R(x) в виде

R(x) = e−ax
∞X
i=0

(ax)i

i!
Ri. (16)

С помощью преобразований, аналогичных приведенным в рабо-
те [2], получаем следующее рекуррентное соотношение:

R0 = Id, (17)

Ri = Q
i +

i−1X
j=0

1

a
GRj(Im ⊗ N)Qi−1−j =

=

Ã
Qi−1 +

i−2X
j=0

1

a
GRj(Im ⊗N )Qi−2−j

!
Q+

+
1

a
GRi−1(Im ⊗ N) = Ri−1Q +

1

a
GRi−1(Im ⊗ N), i ≥ 1. (18)
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Таким образом, из формул (13)–(14) следует, что функции распре-
деленияW (x) и V (x) можно вычислить по формулам

W (x) = 1− ~p ∗1 тG(Id − G)−1R(x)~1,

V (x) = 1 − ~p ∗1 т(Id − G)−1R(x)~1,
где матричная функция R(x) определяется из соотношений (16)–(18).

Отметим, что расчет функций распределенияW (x) и V (x) предло-
женным способом реализован программно для полумарковского входя-
щего потока заявок с экспоненциальным, гиперэрланговским и детер-
минированным распределениями времени между поступлениями за-
явок и марковским процессом обслуживания (или с процессом обслу-
живания фазового типа как частным случаем марковского процесса).
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