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Рассмотрено рассеяние лазерного пучка на случайно неровной зем-
ной поверхности. Аналитическое выражение для средней мощно-
сти, регистрируемой приемником, получено для случая турбулент-
ной атмосферы при нормальном распределении высот и наклонов
земной поверхности. Показано, что принимаемая мощность силь-
но зависит от ширины локальной индикатрисы рассеяния, причем
вид этой зависимости определяется, в основном, углами освещения
и приема. Полученные аналитические формулы хорошо согласуются
с результатами численных расчетов.

Задача рассеяния лазерного пучка на неровной земной поверхно-
сти рассматривалась в ряде работ (например, в работах [1–9]). Однако
основное внимание в этих работах уделено особенностям, связанным
со схемой облучения и приема и с влиянием атмосферы, а эффекты,
связанные с локальным отражением поверхности, мало исследованы.

В настоящей работе исследована мощность, регистрируемая прием-
ником в общей схеме бистатической локации (когда источник и прием-
ник разнесены в пространстве) неровной земной поверхности, а так-
же влияние локальной индикатрисы отражения на принимаемую мощ-
ность и проведено сравнение полученных результатов с численными
расчетами.

Пусть неровная земная поверхность S облучается узким лазерным
пучком. Пренебрежем затенениями одних элементов поверхности дру-
гими.

Рельеф земной поверхности S невозможно описать какой-либо ре-
гулярной функцией, даже участки однородной поверхности (пашня,
луг и т.п.) отличаются друг от друга своей мелкой структурой: распо-
ложением борозд, комков земли и т.д. Даже если удастся подобрать
регулярную функцию, описывающую данный участок местности, то
эта функция не подойдет для других участков. Поэтому рельеф земной
поверхности может быть описан только статистически [10].

Выбор класса случайных полей для описания случайного поля вы-
сот земной поверхности (имеющих нормальный или иной закон рас-
пределения, однородных или неоднородных, изотропных или анизо-
тропных) в общем случае определяется типом рельефа, размерами
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участков местности, которые рассматриваются (модель, подходящая
для описания небольших участков земной поверхности, может не по-
дойти для описания больших участков, и наоборот), и спецификой
решаемой задачи.

При решении задач рассеяния лазерного пучка на неровной зем-
ной поверхности, как правило, рассматриваются небольшие участки
местности, для которых поле рельефа можно считать однородным и в
среднем плоским. В условиях равнинной и холмистой местности впол-
не обоснованным является представление о рельефе как о реализации
нормального однородного и изотропного случайного поля. Согласно
нормальному закону распределения высот для таких поверхностей, как
пески, пашня, холмы и т.п., вероятность больших отклонений от сред-
него значения всегда меньше, чем вероятность малых отклонений.

В качестве модели рельефа неровной земной поверхности будем ис-
пользовать модель трехмерной случайно неровной в среднем плоской
поверхности.

Кроме геометрического описания неровной земной поверхности,
необходимо также задать характеристики отражения излучения на до-
статочно малых локальных участках крупномасштабной поверхности
S (размеры локальных участков намного меньше характерных масшта-
бов поверхности S, но намного больше длины волны излучения).

Основной характеристикой отражающих свойств земных поверхно-
стей, обычно используемой на практике, является индикатриса отраже-
ния. Индикатриса отражения определяется как отношение яркости ис-
следуемой поверхности в данном направлении L(~n, ~m) к яркости иде-
ального (ламбертовского) рассеивателя L0:

χ(~n, ~m) =
L(~n, ~m)

L0
, (1)

где ~n, ~m— единичные векторы, соответствующие направлениям пада-
ющего и отраженного излучения.

Индикатриса нормирована условием

1

π

2πZ
0

π/2Z
0

χ(~n, ~m) cos θdΩ(~m) = A, (2)

где dΩ(~m)— телесный угол; A— коэффициент отражения по мощно-
сти (альбедо), в общем случае зависящий от направления падающего
излучения.

Для идеального рассеивателя (ламбертовской поверхности) локаль-
ная индикатриса отражения χ0 не зависит от ~n и ~m, т.е. χ(~n, ~m) ≡ χ0 ≡
≡ A [1].
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Яркость L0 идеального (ламбертовского) рассеивателя (с альбедо,
равным единице) определяется следующим образом [1]:

L0 =
Eи

π
, (3)

гдеEи— освещенность элементарной рассеивающей площадки, созда-
ваемая излучением, падающим на поверхность от источника.

При освещении отражающей поверхности пространственно огра-
ниченным (например, лазерным) пучком величины L(~n, ~m), L0, Eи бу-
дут зависеть от пространственной координаты ~R в поперечном сечении
лазерного пучка.

Индикатрисы отражения поверхностей природных образований
имеют сложный вид. Кроме того, они зависят от многих факторов —
спектрального диапазона, сезона, погодных условий, высоты Солнца,
азимута наблюдения и др. Это вызывает трудности при использовании
экспериментально измеренных индикатрис отражения для теоретиче-
ских оценок и получения результатов в аналитическом виде. Поэтому
при проведении энергетических расчетов на практике используются
простые модели индикатрис отражения земных поверхностей. Наибо-
лее часто используются модели плоской ламбертовской поверхности и
неровной поверхности с ламбертовской локальной индикатрисой отра-
жения.

Более приближенной к индикатрисам реальных земных поверхно-
стей является модель, для которой может изменяться угловая ширина
индикатрисы отражения.

В качестве локальной индикатрисы отражения χ(~n, ~m) неровной
земной поверхности S будем использовать следующую модель, удо-
влетворяющую условиям нормировки (2):

χ(~n, ~m) = A
p + 2

2
cospθ, (4)

где p— параметр, характеризующий угловуюширину индикатрисы от-
ражения, p > 0; θ — угол между нормалью к элементарному участку
неровной поверхности и направлением наблюдения.

При p = 0 формула (4) переходит в выражение для индикатрисы
отражения ламбертовской поверхности χ0.

На рис. 1 [11] представлен график функции cospθ (определяющей
угловую зависимость индикатрисы отражения, соответствующей мо-
дели (4)) при разных значениях параметра p; соответствующие значе-
ния параметра p приведены для каждой кривой. Из рисунка видно, что
в рамках используемой модели локальная индикатриса отражения мо-
жет изменяться от широкой ламбертовской (для которой χ(~n, ~m) ≡ A)
до очень узкой.
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Рис. 1.Функции cospθ

Для описания распространения лазерных пучков в земной атмосфе-
ре и рассеяния на неровной поверхности используют статистический
(в случае турбулентной атмосферы) и феноменологический (в случае
аэрозольной атмосферы) подходы. В первом случае за основу теории
принимают волновое уравнение или эквивалентные ему интегральные
представления и исследуют изменения статистических характеристик
волнового поля при распространении в среде и рассеянии на поверхно-
сти. При феноменологическом подходе теорию строят на представле-
ниях лучевой оптики (на основе фотометрических величин) и приме-
няют уравнение переноса излучения.

Будем для определенности использовать первый подход. Строгое
решение задачи отражения оптического пучка от неровной поверхно-
сти в случайно неоднородной среде (турбулентной атмосфере) связано
с большими вычислительными трудностями. Чтобы обойти эти труд-
ности, используют оптическую теорему взаимности для функции то-
чечного источника в турбулентной атмосфере [12] и вводят понятие
фиктивного источника с параметрами приемника (размер передающей
апертуры такого источника равен размеру приемного объектива, а угол
расходимости излучения источника — угловому полю зрения прием-
ной оптической системы) [1, 2]. При таком подходе задача отражения
оптического пучка от неровной поверхности в атмосфере преобразует-
ся в две задачи: распространения излучения на трассе “источник— по-
верхность” и распространения излучения на трассе “фиктивный источ-
ник — поверхность”, решение которых гораздо проще. В этом случае
интегральное выражение для мощности Р , регистрируемой приемни-
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ком при освещении узким лазерным пучком неровной поверхности S,
можно после усреднения по ансамблюфлуктуаций турбулентной среды
представить в следующем виде [8]:

P ≈ 1

(2π)2

ZZ
S

Γотр(~r, ~r
0)Γп(~r, ~r

0)(~n(~r)~qп(~r))(~n(~r 0)~qп(~r 0))d~rd~r 0, (5)

где ~qп(~r ) = −k∇(|~r − ~rп|); k = 2π/λ — волновое число; ~n(~r)— еди-
ничный вектор нормали к поверхности S в точке ~r; ~rп — точка, в кото-
рой расположен приемник излучения; Γотр(~r, ~r

0) =

uотр(~r)u

∗
отр(~r

0)
®
—

функция когерентности отраженного излучения на поверхности S —
излучения, прошедшего в турбулентной атмосфере трассу “источник
— поверхность” и отраженного от поверхности (угловые скобки озна-
чают усреднение по ансамблю флуктуаций турбулентной среды, uотр(~r)
— отраженное от поверхности S поле); Γп(~r, ~r

0)— функция когерент-
ности излучения фиктивного источника с параметрами приемника в
турбулентной атмосфере. Величина Γп(~r, ~r

0) безразмерная. Если эту
величину умножить на 1 Вт·м−2, то полученная величина будет соот-
ветствовать функции когерентности излучения, падающего на поверх-
ность S от фиктивного источника с параметрами приемника. При этом
полагают, что размер передающей апертуры фиктивного источника ра-
вен размеру приемного объектива, угол расходимости излучения источ-
ника— угловому полю зрения приемной оптической системы, а мощ-
ность фиктивного источника полагают равной 1 Вт [1, 2].

Использование формулы (5) позволяет существенно упростить ре-
шение задачи рассеяния лазерного пучка на неровной земной поверх-
ности и свести задачу определения энергетических характеристик ла-
зерных сигналов на трассе с отражением к гораздо более простой зада-
че вычисления характеристик лазерных сигналов на двух прямых (без
отражения) трассах: “источник— поверхность” и “фиктивный источ-
ник— поверхность”.

В формулу (5) входит функция Γотр(~r, ~r
0). Основной же характе-

ристикой отражающих свойств поверхности, обычно используемой на
практике, является индикатриса отражения, которая определяется че-
рез фотометрические характеристики излучения как отношение ярко-
сти исследуемой поверхности в данном направлении к яркости идеаль-
ного рассеивателя.

Фундаментальная связь между фотометрическими характеристика-
ми поля излучения и его статистической структурой подробно иссле-
дована (например, в работах [13, 14]). Показано, что пространственная
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функция когерентности Γ( ~R, ~ρ ) связана с яркостью излучения L( ~R,~n)
следующим соотношением:

Γ( ~R, ~ρ) =

I
L( ~R, ~n) exp(ik~n~ρ)dΩ(~n); (6)

здесь интегрирование проводится по сфере единичного радиуса;
~R = (1/2)(~r+~r 0); ~ρ = ~r−~r 0; ~n— единичный вектор, соответствующий
направлению наблюдения; ~r, ~r 0 — координаты точек, для которых из-
меряется пространственная функция когерентности. Соотношение (6)
отражает связь функции когерентности отраженного излучения с ярко-
стью отраженного излучения на поверхности S.

Подставляя выражение для яркости отраженного излучения от ло-
кального участка крупномасштабной поверхности S

Lотр( ~R, ~m) = χ(~n, ~m)L0(~R) =
AEи(~R)

π

p+ 2

2
cospθ (7)

в формулу (6), получим следующее выражение для функции когерент-
ности Γотр( ~R, ~ρ) излучения, отраженного локальным участком крупно-
масштабной поверхности S:

Γотр( ~R, ~ρ ) =
AEи(~R)(p + 2)

2
· 2 p2+ 1

2Γ

µ
p + 1

2

¶
J p
2
+ 1
2
(kρ)

(kρ)
p
2
+ 1
2

. (8)

Для поверхности с ламбертовской локальной индикатрисой отра-
жения (p = 0) аналитическое выражение для функции когерентности
Γотр( ~R, ~ρ ) имеет вид

Γотр(~R, ~ρ ) = AEи( ~R ) · 2 12Γ
µ
1

2

¶
J 1
2
(kρ)

(kρ)
1
2

= AEи(~R)
2 sin(kρ)

kρ
. (9)

Полученные формулы для Γотр( ~R, ~ρ ) согласуются с результатами
работ [11, 15]. На рис. 2 [11] представлен график функции

µ(ρ) =
(p + 2)

2
· 2 p2+ 1

2Γ

µ
p + 1

2

¶
J p
2
+ 1
2
(kρ)

(kρ)
p
2
+ 1
2

, (10)

соответствующей степени когерентности отраженного излучения на
поверхности S. Графики функции µ(ρ) приведены для разных значе-
ний параметра p (соответствующие значения величины p+1 приведены
для каждой кривой).Ламбертовской поверхности соответствует кривая
с величиной p + 1 = 1 (т.е. p = 0).

Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что высокая степень пространствен-
ной когерентности (характерная для больших значений параметра p)
соответствует узкой (с небольшой угловой шириной) индикатрисе от-
ражения.
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Рис. 2. Изменение степени когерент-
ности отраженного излучения на по-
верхности S

Подставляя формулу (9) в выра-
жение (5), проводя интегрирование
по ~ρ, переходя аналогично тому, как
это сделано в работе [16], от инте-
грирования по неровной поверхно-
сти S к интегрированию по поверх-
ности S0 (проекции S на плоскость
z = 0) и полагая для простоты, что
угол расходимости источника излу-
чения и угловое поле зрения прием-
ника малы (αи,αп << 1), оптиче-
ские оси пучка источника излуче-
ния и приемной оптической системы лежат в плоскости Oxz некоторой
произвольной системы координат, для которой ось z совпадает с нор-
малью к поверхности S0, после ряда преобразований из формулы (5)
получим:

P =
A

π

p + 2

2

Z
S0

1

nz
Eи(~R

0
0ζ)Eп( ~R

00
0ζ)(~n(

~R0)~mп)
pd~R0, (11)

где ~R0
0ζ = {(R0x ctg θи − S(~R)) sin θи, R0y},

~r 000ζ = {(R0x ctg θп − S( ~R)) sin θп, R0y},
~R0 = {R0x, R0y} — вектор в плоскости z = 0; θи, θп — углы между
нормалью к плоскости z = 0 и оптическими осями источника и при-
емника соответственно; ~n = {nx, ny, nz} — вектор нормали к неров-
ной поверхности S; ζ(~R)— высота неровной поверхности S в точке ~R;
~mп— единичный вектор, соответствующий направлению на приемник.

Величина Eп(~R) в формуле (11) безразмерная. Если Eп(~R) умно-
жить на 1 Вт· м−2, то полученная величина будет соответствовать осве-
щенности, создаваемой на элементе поверхности S излучением, пада-
ющим от некоторого фиктивного (с параметрами приемника) источни-
ка c мощностью 1 Вт.

Подставляя выражения для Eи(~R) и Eп( ~R) [1] в формулу (11),
проводя в ней интегрирование и усреднение по высотам и наклонам
случайно неровной поверхности S и полагая распределение высот и
наклонов поверхности гауссовским, а поверхность S изотропной и
плавнонеровной, получим следующую аналитическую формулу для
средней мощности P̄ , регистрируемой приемником при облучении уз-
ким лазерным пучком случайно неровной поверхности с локальной
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индикатрисой (4) в турбулентной атмосфере:

P̄ ≈ aиaпA

z2иz
2
п

(p + 2)

2
F (γ0, p)(Cи + Cп)

− 1
2 b−

1
2Ω, (12)

где
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−1CиCп sin
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− 1
2 ;
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4πξ
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4z2иξ
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r2пk
2πa2

4(f 0)2η
; Cп =

k2

4z2пη
;

σ20, γ
2
0 — дисперсии высот и наклонов неровной поверхности S; для од-

нородных (например, приземных) трасс, для которых структурная ха-
рактеристика диэлектрической проницаемости турбулентной атмосфе-
ры постоянна по трассе, имеем

ξ =
1

4r2и
+

1

4ρ2к
+
k2r2и
4z2и

µ
1− zи

Fи

¶2
+ 0,1(C2

εk
2zи)

6
5 ,

η =
1

4r2п
+
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4(f 0)2
+
k2r2п
4z2п

µ
1− zп∆ф

(f 0)2

¶
+ 0,1(C2

εk
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6
5 ;

P0 — мощность, излучаемая источником; zи, zп – наклонные расстоя-
ния (вдоль оптических осей лазерного пучка и приемной оптической
системы) от источника и приемника до поверхности; rи, Fи — эффек-
тивный размер передающей апертуры и радиус кривизны волнового
фронта на источнике; ρк— радиус когерентности излучения источника;
rп, a — эффективные размеры приемной апертуры и фотодетектора;
f 0,∆ф— фокусное расстояние приемной линзы и смещение плоскости
фотодетектора относительно фокальной плоскости линзы;C2

ε — струк-
турная характеристика диэлектрической проницаемости турбулентной
атмосферы;Wn,m(x)— функция Уиттекера.В предельном случае p = 0
при отсутствии атмосферы (C2

ε = 0) формула (12) переходит в выра-
жение для средней принимаемой мощности от случайно неровной ло-
кально ламбертовской поверхности в прозрачной атмосфере [17]. При
σ0, γ0 → 0 формула (12) переходит при p = 0 в выражение для при-
нимаемой мощности, регистрируемой в атмосфере от плоской ламбер-
товской поверхности [1, 2].
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Рис. 3. Влияние локальной инди-
катрисы отражения на принима-
емую мощность при γ0=0,0625 и
θи = θп = θ:
θ = 0o (1), 25o (2), 50o (3); —— и – – –
— результаты расчетов по формулам
(12) и (11) соответственно

Рис. 4. Влияние локальной индика-
трисы отражения на принимаемую
мощность при γ0 = 0,25 и θи = θп = θ:
θ = 0o (1), 25o (2), 50o (3); —— и
– – – — результаты расчетов по форму-
лам (12) и (11) соответственно

На рис. 3–5 представлены результаты расчетов зависимости вели-
чины M (отношения принимаемой мощности P̄ от поверхности с ло-
кальной индикатрисой отражения (4) к мощности P̄ ∗, регистрируемой
при p = 0 от поверхности с локальной ламбертовской индикатрисой
отражения),

M =
P̄

P̄ ∗
≈ (p + 2)

2

F (γ0, p)

F (γ0, 0)
,

от величины параметра p, который характеризует ширину локальной
индикатрисы отражения элементарных отражающих участков поверх-
ности.

Основная трудность расчетов по формуле (12) связана с тем, что она
содержит специальные функции (функции Уиттекера Wn,m(x)). При
расчете по аналитической формуле (12) учитывали, что поверхность
S плавно неровная (γ0 << 1), и величину F (γ0) аппроксимировали
на основе асимптотического ряда для функций Уиттекера следующим
выражением:

F (γ0) ≈ cos θи cosp+1θп
³
1− γ20

8
((p + 3)2 − (p− 1)2)+

+
γ40
128

((p + 3)2 − (p − 1)2)((p + 7)2 − (p− 1)2)
´
+

+ sin θп sin θи cos
pθп(p+ 1)γ

2
0

³
1− γ20

8
((p + 5)2 − (p− 3)2)

´
. (13)
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Рис. 5.Влияние локальной индикатрисы отражения на принимаемуюмощность
при γ0 = 0,125:
θи = −25o, θп = 25o (1); θи = −0o, θп = 40o (2); —— и – – – — результаты расчетов
по формулам (12) и (11) соответственно

Из рис. 3 видно, что при малом значении γ0 сплошные и штрихо-
вые линии практически сливаются (т.е. формула (12) при использова-
нии аппроксимации (13) с достаточной точностью соответствует зави-
симости принимаемой мощности от ширины локальной индикатрисы
рассеяния элементарных отражающих участков поверхности). Из ри-
сунка видно, что принимаемая мощность сильно зависит от параметра
p. Вид этой зависимости определяется величиной углов освещения и
приема, причем чем больше p (чем меньше ширина локальной инди-
катрисы рассеяния), тем сильнее углы освещения и приема влияют на
принимаемую мощность эхо-сигнала. При вертикальном моностатиче-
ском зондировании (θи = θп = 0) принимаемая мощность возрастает
с увеличением p и может быть во много раз больше мощности, реги-
стрируемой в атмосфере от локально ламбертовской поверхности. При
наклонном моностатическом зондировании (θи = θп 6= 0) принимаемая
мощность сложным образом зависит от величин p, θ, уменьшаясь на-
чиная с некоторых значений параметра p, и может быть во много раз
меньше мощности, регистрируемой в атмосфере от локально ламбер-
товской поверхности.

С увеличением наклонов поверхности (рис. 4) различие результатов
расчетов по аналитической и интегральной формулам увеличивается
(хотя это различие невелико). Однако это различие может быть связа-
но не с приближенным характером аналитической формулы (12), а с
неточностью аппроксимации (13) функций Уиттекера.
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При бистатическом зондировании (когда источник и приемник раз-
несены в пространстве) принимаемая мощность также сильно зависит
от параметра p, и вид этой зависимости определяется, прежде всего,
углами освещения и приема (рис. 5).

Таким образом, в настоящей работе получено аналитическое выра-
жение для средней мощности, регистрируемой приемником в турбу-
лентной атмосфере при рассеянии лазерного пучка на неровной зем-
ной поверхности. Показано, что принимаемая мощность сильно зави-
сит от ширины локальной индикатрисы отражения, причем вид этой
зависимости определяется в основном величинами углов освещения и
приема. Полученная формула для принимаемой мощности хорошо со-
гласуются с результатами численных расчетов и в предельных случа-
ях совпадает с выражениями для принимаемой мощности от плоской
ламбертовской поверхности и от случайно неровной локально ламбер-
товской поверхности.
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