
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕТОДЫ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
СТАЦИОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО
СОСТОЯНИЯ КОНСТРУКЦИИ МЕТОДОМ
ЛОКАЛЬНЫХ ВАРИАЦИЙ
Рассмотрена задача определения стационарного температурного
поля в конструкции методом локальных вариаций.Решение основано
на использовании интегрального функционала, достигающего мини-
мума на искомом решении.

Не изменяющееся во времени температурное состояние конструк-
ции количественно описывается температурным полем, которое пред-
ставляет собой совокупность значений температуры Т во всех точках
M областиD и ее границыС . Если в материале отсутствуют источники
(или стоки) теплоты, то стационарное температурное поле в области D
удовлетворяет нелинейному дифференциальному уравнению [1]

∇ (λ(M,T )∇T (M )) = 0, M ∈ D, (1)

с граничными условиями
T (N) = f1(N ), N ∈ C\C2, (2)

λ(N,T )n(N)∇T (N ) = f2(N, T ), N ∈ C2, (3)
где ∇— дифференциальный оператор Гамильтона; λ(М ,Т )— тепло-
проводность материала конструкции, зависящая в общем случае от ко-
ординат точкиM ∈ D (илиN ∈ C2 ) и температуры; f1(N)— заданная
функция; n(N)— единичный вектор внешней нормали к участкам C2
границы, на которых задана функция f2(N,T ).

Количественный анализ математической модели (1)–(3) можно про-
вести различнымиметодами, причем в случае нелинейной зависимости
функции f2 и теплопроводности материала конструкции от температу-
ры этот анализ связан с выполнением последовательных приближений.
В дальнейшем положим

f2(N, T ) = α(N)(TC(N)− T (N)),
где TC(N ) и α(N)— зависящие от положения точки N ∈ C2 темпера-
тура внешней среды и коэффициент теплообмена с этой средой соот-
ветственно. При сравнительно слабой зависимости λ от Т на каждой
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очередной итерации можно выбирать численные значения λ, соответ-
ствующие температуре, полученной на предшествующей итерации. То-
гда на каждой очередной итерации вместо задачи (1)–(3) необходимо
решать линейное дифференциальное уравнение

∇(λ(M )∇T (M )) = 0, M ∈ D, (4)

с граничными условиями (2) и условием

λ(N)n(N )∇T (N ) + α(N)T (N ) = α(N )TC(N), N ∈ C2. (5)

Для конструкции сложной формы эффективным методом решения
задачи рассматриваемого типа является метод конечных элементов, ко-
торый основан на интегральной формулировке рассматриваемой зада-
чи. В данном случае эта форма может быть приведена к интегральному
функционалу [1]

J(T ) =

Z
D

λ(M )

2
(∇T (M ))2dD +

Z
C2

α(N )

µ
T (N )

2
− TC

¶
T (N )dC, (6)

который допустимо рассматривать на непрерывных и кусочно диффе-
ренцируемых в области D распределениях температуры, удовлетворя-
ющих граничному условию (2).При этом на истинном решении задачи
функционал (6) достигает минимума. Это свойство позволяет приме-
нить для решения метод локальных вариаций [2].

Используем функционал (6) для нахождения распределения темпе-
ратуры в двухслойной оболочке, две стенки которой связаны между со-
бой ребрами, образующими каналы для охлаждающей жидкости. По-
вторяющийся элемент оболочки представлен на рис. 1, а . На внутрен-
нюю стенку воздействует газ с температурой Тг. Охлаждающая жид-
кость имеет температуру Тж.

Разобьем область D на прямоугольные ячейки прямыми x = xj +

+ j∆x и y = yk+ k∆y, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , n, ∆x,∆y > 0, затем
на треугольные ячейки (рис. 1, б). Предполагается, что параметры сет-
ки подобраны так, что линии x = xm, x = xl, x = xm1 , x = xm2 , y = y1,
y = yn, y = yn1 совпадают с соответствующими границами области D.

Минимизируемый функционал J(T ) приближенно заменим суммой

J ≈ I =
mX
j=1

nX
k=1

¡
I1jk + I

2
jk

¢
, (7)

где I1jk, I2jk — приближенныe значения вкладов в функционал по тре-
угольникам с вершинами в точках Mjk, Mj+1,k, Mj,k+1 и Mj+1,k+1,
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Рис. 1. Повторяющийся элемент оболочки:
а— исходящая область; б— триангуляция области

Mj+1,k, Mj,k+1 соответственно. Частные производные в формуле (6)
приближенно представим следующими конечно-разностными форму-
лами: для треугольных ячеек с вершинамиMjk,Mj+1,k,Mj,k+1 (ячеек 1
на рис. 1, б) —µ

∂T

∂x

¶
1

=
Tjk − Tj+1,k

∆x
,

µ
∂T

∂y

¶
1

=
Tj,k+1 − Tjk

∆y
; (8)

для треугольных ячеек с вершинамиMj+1,k+1,Mj+1,k,Mj,k+1 (ячеек 2 на
рис. 1, б) —µ

∂T

∂x

¶
2

=
Tj,k+1 − Tj+1,k+1

∆x
,

µ
∂T

∂y

¶
2

=
Tj+1,k+1 − Tj+1,k

∆y
. (9)

Получим формулы вычисления функционала для ячеек с вершина-
ми во внутренних узлах:

I1jk = λjk

Ãµ
Tjk − Tj+1,k

∆x

¶2
+

µ
T j,k+1 − Tjk

∆y

¶2!
∆x∆y

4
, (10)

I2jk = λjk

Ãµ
Tj,k+1 − Tj+1,k+1

∆x

¶2
+

µ
T j+1,k+1 − Tj+1,k

∆y

¶2!
∆x∆y

4
;

(11)
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в узлах на поверхности внутренней стенки, омываемой охлаждающей
жидкостью:

I1jk =

µ
αж
Tjk
2
− αжTж

¶
Tjk∆y+

+ λjk

Ãµ
Tjk − Tj+1,k

∆x

¶2
+

µ
Tj,k+1 − Tjk

∆y

¶2!
∆x∆y

8
(12)

(I2jk вычисляется по формуле (11)); в узлах на поверхности наружной
стенки, омываемой охлаждающей жидкостью:

I2jk =

µ
αж
Tjk
2
− αжTж

¶
Tjk∆y+

+ λjk

Ãµ
Tj,k+1 − Tj+1,k+1

∆x

¶2
+

µ
T j+1,k+1 − Tj+1,k

∆y

¶2!
∆x∆y

8
(13)

(I1jk вычисляется по формуле (10)); в узлах на поверхности ребер, омы-
ваемой охлаждающей жидкостью:

I1jk =

µ
αж
Tjk
2
− αжTж

¶
Tjk∆x+

+ λjk

Ãµ
Tjk − Tj+1,k

∆x

¶2
+

µ
Tjk+1 − Tjk

∆y

¶2!
∆x∆y

8
; (14)

в узлах на поверхности внутренней стенки со стороны нагрева газом:

I2jk =

µ
αг
Tjk
2
− αгTг

¶
Tjk∆y+

+ λjk

Ãµ
Tj−1,k − Tjk

∆x

¶2
+

µ
Tj,k+1 − Tjk

∆y

¶2!
∆x∆y

8
(15)

(I1jk вычисляется по формуле (10)); здесь αж, αж — коэффициенты те-
плообмена стенок оболочки с газом и жидкостью соответственно.

Сначала задаем некоторые исходные значения температуры
Tjk(xj, yk) для всех узлов созданной сетки. Эти значения должны удо-
влетворять условию (2). Вычисляем значения I1jk, I2jk, I и сохраняем
их в памяти ЭВМ. Затем варьируем температуру с заданным положи-
тельным достаточно малым шагом h.

Каждая итерация реализуется следующим образом [2]. Исходными
данными являются значения Tjk, I1jk, I2jk, полученные на предыдущей
итерации (для первого приближения— исходные значения).
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Изменение значения Tjk(xj , yk) в одном внутреннем узле сетки вы-
зывает изменения функционала только в шести слагаемых, входящих в
сумму (7). Сумму этих слагаемых обозначим выражением

Φ = I1jk + I
2
j−1,k + I

1
j−1,k + I

2
j−1,k−1 + I

1
j,k−1 + I

2
j,k−1. (16)

При замене Tjk на Tjk + h или Tjk − h имеем суммы Φ+ и Φ− соот-
ветственно. Если при замене, например, Tjk на Tjk + h значение функ-
ционала I окажется меньше соответствующего значения, полученно-
го на предыдущей итерации, т.е. Φ+ < Φ, то вместо Tjk принимаем
новое значение Tjk + h. В противном случае заменяем Tjk на Tjk − h
и сравниваем Φ и Φ−. В случае, если обе замены не уменьшают зна-
чения суммы (7), в памяти ЭВМ сохраняем значение Tjk, полученное
на предыдущей итерации. После обхода всех узлов сетки переходим к
следующей итерации, которую выполняем аналогичным образом.Шаг
варьирования уменьшаем, если на очередной итерации температура во
всех узлах осталась неизменной. Процесс варьирования температуры
на данной сетке завершаем при выполнении условия

h <
ε

2
, (17)

где ε— заданное положительное достаточно малое число.

Рис. 2. Результаты расчета распределе-
ния температуры по описанному алго-
ритму

Затем варьируем температу-
ру на более мелкой сетке, уве-
личив m, n (например, вдвое),
т.е. уменьшив ∆x,∆y. В каче-
стве исходных данных прини-
маем значения, полученные из
решения на предыдущей сетке,
причем значения для новых уз-
лов более мелкой сетки получа-
ем путем интерполяции. Варьи-
рование реализуется аналогично
рассмотренному выше.

Результаты расчета распре-
деления температуры по опи-
санному алгоритму представле-
ны на рис. 2. Решение получено с
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помощью программы, написанной на языке Паскаль. Все точки, имею-
щие температуру 100 oС, находятся в охлаждающем тракте. Точки на
поверхности внутренней стенки, омываемой газом, имеют среднюю
температуру 323 oС.

Расчет проводился при следующих исходных данных:
Толщина внутренней стенки . . . . . . . . . . h0 = 1 мм
Толщина наружной стенки . . . . . . . . . . . h00 = 3 мм
Высота ребер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . l = 2 мм
Толщина ребер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . а = 1 мм
Расстояние между ребрами . . . . . . . . . . b = 1 мм
Температура газа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Тг = 3700 oС
Температура жидкости . . . . . . . . . . . . . . Тж = 100 oС
Коэффициенты теплообмена оболочки

с газом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aг = 2947, 5 Вт/м2·град
с жидкостью . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aж = 24130 Вт/м2·град

Коэффициенты теплопроводности
для внутренней стенки . . . . . . . . . . . λ0 = 2904 Вт/м·град
для наружной стенки . . . . . . . . . . . . . λ00 = 14, 5 Вт/м·град

Наименьший шаг варьирования составил h = 10−3 град на сетке с
шагом ∆x = 0,125 мм по оси x и ∆y = 0,0625 мм по оси y.

Полученные результаты сравним с данными расчета температуры в
предположении термически тонких ребер [3]. Сначала определим ко-
эффициент эффективности оребрения

K =
b

b+ a
+

2l

b + a

chζ

ζ
= 2,156,

где
ζ =

r
2αж

λ0a
l,

c— некоторая константа.
Тогда плотность теплового потока составит

q =
Tг − Tж

1

αг
+
h0

λ0
+

1

Kαж

= 10,1 · 106 Вт/м2,

а средние температуры на поверхности стенок, омываемых жидкостью
и газом, составят 294 и 328 oС соответственно. Разница между этими
значениями температур и соответствующими значениями, полученны-
ми методом локальных вариаций, составляет 5 oС.
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УДК 519.62

А. Н. М о р о з о в

МЕТОД ОПИСАНИЯ НЕМАРКОВСКИХ
ПРОЦЕССОВ, ЗАДАВАЕМЫХ ЛИНЕЙНЫМ
ИНТЕГРАЛЬНЫМ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ

Предложен метод нахождения L-мерной характеристической
функции случайного процесса, получаемого путем линейного инте-
грального преобразования из процесса с независимыми приращени-
ями. Показано, что разработанный метод применим для описания
немарковских процессов, в частности фликкер-шума.

Постановка задачи. Теория стохастических дифференциальных
систем позволяет определять необходимые статистические характе-
ристики случайного процесса Z(t) в том случае, когда этот процесс
удовлетворяет дифференциальному уравнению

dZ = a(Z, t)dt+ b(Z, t)dW (t), (1)

где W (t) — процесс с независимыми приращениями. Процесс Z(t)
в этом случае является марковским процессом, статистические ха-
рактеристики которого можно определить путем решения дифферен-
циального уравнения для L-мерной характеристической функции
gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) [1].

Однако существуют процессы, которые невозможно описать с по-
мощью дифференциального уравнения (1). В частности, если случай-
ный процесс Z(t) описывается с помощью линейного интегрального
преобразования

Z(t) =

tZ
0

G(t, τ )dW (τ ), (2)
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