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Рассмотрены основные этапы математического моделирования и
определены требования, предъявляемые к математическим моде-
лям. Эти требования противоречивы и могут быть удовлетворены
на основе разумного компромисса, достижение которого возмож-
но с помощью сформулированных в настоящей работе принципов
построения математических моделей. Принципы носят общий и
универсальный характер. Их применение позволяет рационально ис-
пользовать возможности математического моделирования.

В настоящее время в различных областях естествознания матема-
тическое моделирование становится основным способом исследова-
ния и получения новых знаний. В дальнейшем следует ожидать, что
и в других областях человеческой деятельности роль математического
моделирования будет возрастать. В связи с этим возникает вопрос о
рациональном использовании возможностей математического модели-
рования.

Целью настоящей работы является выявление рациональных под-
ходов к построению математических моделей.

Сначала рассмотрим схему, представленную на рисунке, определя-
ющую взаимосвязь основных этапов математического моделирования
[1, 2], обычно реализуемых в технике.

Исходной позицией исследования является существующий или
разрабатываемый объект исследования (ОИ) — носитель свойств и
качеств, подлежащих изучению. Он выбирается согласно целям и
задачам исследования.

На первом этапе математического моделирования выполняют пе-
реход от ОИ к его расчетной схеме. Расчетную схему (РС) понимают
как условное описание ОИ, которое должно учитывать его особен-
ности и количественные характеристики, существенные для рассма-
триваемого случая. При этом обосновывают допущения и упрощения,
позволяющие не учитывать в РС те свойства и качества ОИ, которые
предполагают несущественными.

Полнота и правильность учета в РС существенных свойств и ка-
честв ОИ являются необходимым условием получения в дальнейшем
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Схема взаимосвязи основных этапов
математического моделирования

достоверных результатов. Успеш-
ное проведение этого неформаль-
ного этапа в значительной мере
зависит от профессиональных ка-
честв исследователя.

На втором этапе осуществля-
ют математическое описание РС.
Такое формальное описание на-
зывают математической моде-
лью (ММ). В частном случае
ММ может устанавливать вза-
имосвязь между параметрами
x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym,
которые характеризуют РС, где
n и m — натуральные числа, а
y1, y2, . . . , ym — количественные
характеристики, представляющие
интерес в данном исследовании.

Известно, что ОИ может иметь
несколько ММ. Это связано, пре-
жде всего, с необходимостью рас-
смотрения различных РС, отлича-
ющихся уровнем упрощения. Од-
нако даже при рассмотрении од-
ной и той же РС можно построить
принципиально разные ММ [3].

Одна и та же ММ может со-
ответствовать расчетным схемам,
описывающим объекты из различ-
ных предметных областей, что об-
легчает изучение такой модели.
Кроме того, для многих типовых
РС уже построены ММ, что упро-
щает проведение второго этапа.

В большинстве случаев жела-
тельно разработать вариант ММ,
который позволяет получить точ-
ное или привлечь известное реше-
ние. В дальнейшем такое решение

используют при реализации некоторых этапов математического моде-
лирования.
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На третьем этапе математического моделирования проводят каче-
ственный и оценочный количественный анализ построеннойММ. При
этом могут быть выявлены противоречия, устранение которых потре-
бует уточнения или пересмотра РС. Оценочный количественный ана-
лиз может дать основание для исключения из рассмотрения некото-
рых особенностей и количественных характеристик ОИ, что позволит
упростить РС.

Сравнение результатов анализа различных ММ данного ОИ может
существенно расширить представления об этом ОИ. Кроме того, та-
кое сравнение позволяет сделать обоснованный выбор модели. Итог
анализа на рассматриваемом этапе — выбор рабочей ММ, которая в
дальнейшем подлежит детальному количественному анализу.

На четвертом этапе формулируют вычислительную задачу, анали-
зируя результаты решения которой, получают ответы на интересую-
щие вопросы. Здесь возможен предварительный анализ свойств вы-
числительной задачи, где особое внимание уделяют анализу коррект-
ности ее постановки, исследованию устойчивости решения задачи к
погрешностям входных данных. На этом этапе полезным оказывается
изучение упрощенных вариантов вычислительной задачи, так как для
них удается провести исследование, позволяющее понять особенности
поставленной вычислительной задачи.

На пятом этапе математического моделирования осуществляют
обоснованный выбор или построение численного метода. Для ре-
шения одной и той же вычислительной задачи обычно может быть
использовано несколько методов. Чтобы выбрать метод, позволяющий
решить проблему наиболее эффективно, необходимо знать особенно-
сти этих методов. Выбор численного метода существенно зависит от
требований, предъявляемых к решению, от имеющихся в наличии
ресурсов и др.

Если возникающая вычислительная задача является новой, то не
исключено, что ее решение не сводится к последовательному реше-
нию известных вычислительных задач, для которых разработаны эф-
фективные методы. Тогда необходима адаптация известных методов
к особенностям решаемой задачи или построение нового численного
метода.

Как правило, численный метод содержит только принципиальную
схему решения вычислительной задачи, не включающую многие де-
тали, без которых становится невозможным использование средств
вычислительной техники для реализации этого метода. Здесь необхо-
дима подробная детализация всех этапов вычислений, чтобы получить
реализуемый алгоритм вычислительного эксперимента.
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К настоящему времени разработан ряд требований к вычислитель-
ным алгоритмам. Двумя важнейшими требованиями являются кор-
ректность и хорошая обусловленность. Кроме того, к вычислительным
алгоритмам предъявляют другие существенные требования: надлежа-
щая точность, экономичность, простота и др. Разработка эффективного
вычислительного алгоритма является итогом шестого этапа математи-
ческого моделирования.

На седьмом этапе математического моделирования разрабатывают
программу, реализующую вычислительный алгоритм. К программам
также предъявляют ряд требований: надежность, работоспособность,
переносимость, простота в использовании и др.

На восьмом этапе осуществляют тестирование результатов расче-
тов. Тестирование может выявить недочеты в программе, а также и в
алгоритме, что приводит к необходимости доработки программы или
же модификации алгоритма и программы. Анализ результатов вычи-
слений и их инженерная интерпретация могут привести к необходи-
мости корректировки РС и ММ.

После устранения всех выявленных недочетов приступают к про-
ведению вычислительного эксперимента, что составляет содержание
завершающего девятого этапа математического моделирования, ито-
гом которого являются достижение поставленных целей и решение
задач исследования.

В частных случаях схема, определяющая взаимосвязь этапов ма-
тематического моделирования, может несколько видоизменяться, но
роль ММ остается неизменной. Использование ММ будет эффектив-
ным, если она обладает определенными свойствами. Далее приведем
основные из этих свойств [1, 3].

1. С в о й с т в о п о л н о т ы. Полнота ММ позволяет в до-
статочной мере отразить существенные в данном случае свойства и
качества ОИ.

2. С в о й с т в о т о ч н о с т и. Точность ММ обеспечива-
ет приемлемое совпадение значений параметров y1, y2, . . . , ym ОИ
и значений z1, z2, . . . , zm этих же параметров, найденных с ис-
пользованием модели, причем остальные параметры x1, x2, . . . , xn
рассматриваемого ОИ фиксированы. Тогда можно определить погреш-
ности ε1, ε2, . . . , εm соответствующих значений z1, z2, . . . , zm при
фиксированных параметрах x1, x2, . . . , xn. В качестве количествен-
ной характеристики точности модели обычно принимают какую-либо
норму вектора (ε1, ε2, . . . , εm), например,

ε(x1, x2, . . . , xn) = max
1 ≤ i ≤ m

|εi| или ε(x1, x2, . . . , xn) =

√√√√ m∑
i=1

ε2i .
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Поскольку параметры x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym взаимосвя-
заны, то в общем случае ε как количественная характеристика точ-
ности ММ будет зависеть от параметров x1, x2, . . . , xn.

3. С в о й с т в о а д е к в а т н о с т и. Под этим свойством ММ
понимают правильное качественное и достаточно точное количествен-
ное описание представляющих интерес характеристик ОИ. В технике
адекватность понимают как способность ММ описывать количествен-
ные характеристики ОИ, которые представляют интерес при проведе-
нии исследования, с погрешностью не более заданного значения δ.

Так, например, можно построить множество упорядоченных зна-
чений параметров x1, x2, . . . , xn, для которых ε(x1, x2, . . . , xn) ≤ δ.
Такое множество определяет область адекватности ММ. Чем больше
δ, тем шире область адекватности модели. Следовательно, такая мо-
дель применима в более широком диапазоне возможного изменения
значений параметров x1, x2, . . . , xn.

В ряде областей человеческой деятельности под адекватностью
ММ могут понимать только правильное качественное описание пред-
ставляющих интерес характеристик ОИ.

4. С в о й с т в о п р о д у к т и в н о с т и. Продуктивность ММ
связывают с возможностью располагать достаточно достоверными ис-
ходными данными. Если такой возможности нет, то модель будет не-
продуктивной и ее применение утрачивает всякий смысл.

5. С в о й с т в о э к о н о м и ч н о с т и. Экономичность ММ
определяют необходимыми затратами времени и ресурсов для изу-
чения ММ. Например, это свойство означает, что модель не требует
при проведении вычислительного эксперимента больших затрат ма-
шинного времени и памяти. Чем более простой является ММ, тем в
большей степени она обладает этим свойством.

6. С в о й с т в о р о б а с т н о с т и. Это свойство характеризует
способность не допускать чрезмерного влияния погрешности исход-
ных данных на результаты исследования.

7. С в о й с т в о н а г л я д н о с т и. Наглядность ММ не обя-
зательное, но желательное свойство, под которым понимают ясный
содержательный смысл математического описания. Если модель обла-
дает таким свойством, то это обычно приводит к упрощению исполь-
зования и модификации ММ.

Приведенные выше свойства позволяют сформулировать требова-
ния, предъявляемые к ММ. Очевидно, что эти требования противоре-
чивы и на практике могут быть удовлетворены на основе разумного
компромисса. Для достижения такого компромисса можно воспользо-
ваться следующими основными принципамипостроенияММ, которые
стали итогом обобщения практического опыта.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2005. № 4 63



1. О т к а з о т п о с т р о е н и я М М с ш и р о к о й о б -
л а с т ь ю а д е к в а т н о с т и. В начале исследования обычно не
известен необходимый диапазон изменения параметров ОИ. Чем шире
диапазон изменения параметров ОИ, тем обычно сложнее становится
ММ. Например, если ММ рассматриваемого ОИ является линейной,
то расширение диапазона изменения параметров ОИ может стать при-
чиной возникновения нелинейности, что приведет к замене линейной
ММ более сложной — нелинейной. Построение и дальнейшее изучение
модели с более широкой областью адекватности требует дополнитель-
ных затрат времени и средств, причем может оказаться, что в данном
исследовании такая ММ не нужна. Потому разумно отказываться от
построения ММ с широкой областью адекватности и осуществлять
выбор области адекватности, используя следующий принцип.

2. П р и н ц и п п о с т е п е н н о г о у с л о ж н е н и я М М.
Этот принцип достаточно прост. Действительно, не имеет смысла на-
чинать с построения сложной ММ, так как может оказаться, что в
такой ММ нет необходимости и она вырождается в более простую,
поскольку таковы свойства ОИ. Однако время и средства, затрачен-
ные дополнительно на построение и изучение такой модели, вернуть
уже нельзя.

Согласно данному принципу построение модели рассматриваемого
ОИ необходимо начинать с простейших ММ и проверки их пригодно-
сти. Если модель признают пригодной, то ее используют на последу-
ющих этапах математического моделирования. Если она не пригодна,
то необходимо осуществить следующий цикл модификации модели,
который приведет к построению более сложной ММ и проверке ее
пригодности, и так далее до тех пор, пока не будет получена при-
годная ММ. В этом случае удается построить целую совокупность
моделей одного и того же ОИ. Сравнение результатов, полученных с
использованием различных ММ, может не только существенно обога-
тить познание о рассматриваемом ОИ, но и повысить достоверность
этих результатов.

При использовании этого принципа весьма важным становится во-
прос о пригодностиММ. Проверку пригодности модели разумно осно-
вывать на следующем принципе.

3. П р и н ц и п с о г л а с о в а н н о с т и. Точность ММ долж-
на быть согласована с погрешностью исходных данных. Это означает
(при прочих равных условиях), что чем выше погрешность исходных
данных, тем менее точной должна быть ММ. Чем меньше величина
погрешности исходных данных, тем более точной может быть ММ.
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Если погрешность исходных данных x1, x2, . . . , xn выше значе-
ния количественной характеристики точности модели, то модель не
будет отвечать требованию продуктивности и ее использование теряет
всякий смысл. Если погрешность исходных данных намного меньше
значения количественной характеристики точности модели, то модель
может быть недостаточно точной и не отвечать требованию полноты.

Основываясь на принципе согласованности и применяя следую-
щий принцип, можно обосновать необходимость получения более точ-
ных исходных данных или аргументировано отказаться от их исполь-
зования.

4. П р и н ц и п п е р е х о д а к с т о х а с т и ч е с к о й М М.
Некоторые величины или зависимости, используемые при построении
модели, иногда невозможно или затруднительно установить с требуе-
мой точностью. Тогда возникает потребность рассмотрения случайных
величин или случайных функций, что приводит к появлению стоха-
стической ММ.

Основная трудность при анализе стохастической ММ обычно свя-
зана с тем, что необходимые характеристики случайных величин или
случайных функций часто не известны или известны с невысокой
точностью. Это означает, что модель не удовлетворяет требованию
продуктивности. Тогда в соответствии с принципом согласованности
следует использовать модель, менее точную по сравнению со стоха-
стической, но зато в большей мере удовлетворяющую свойству ро-
бастности.

Применение основных принципов с учетом взаимосвязи между
ними позволило существенно уменьшить затраты времени и средств
на проведение исследования функционирования кумулятивного заря-
да при реализации тепловых воздействий на кумулятивную облицовку.
Некоторые результаты этого исследования изложены в работах [4–6].
Далее рассмотрим конкретный пример построения ММ с использова-
нием сформулированных принципов.

Обычный вариант кумулятивного заряда содержит заряд бризант-
ного взрывчатого вещества с осевой симметрией и кумулятивную вы-
емку на одном из его торцов, в которой расположена металлическая
облицовка, называемая кумулятивной. В начальный момент времени
заряд инициируется со стороны, противоположной кумулятивной вы-
емке, тогда образуются продукты детонации, воздействующие на ку-
мулятивную облицовку, что приводит к ее схлопыванию и формиро-
ванию металлической струи из внутреннего (струеобразующего) слоя
облицовки.

Пусть кумулятивный заряд формирует пластически разрушающу-
юся кумулятивную струю как при реализации, так и при отсутствии
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(начального) нагрева струеобразующего слоя в начальный момент вре-
мени. На первой стадии существования большинства таких струй про-
исходит равномерное растяжение без сосредоточенной деформации.
Затем растяжение локализуется в областях образования шеек. В ре-
зультате происходит пластическое разрушение, т. е. распад кумулятив-
ной струи на определенное количество отдельных элементов, которые
в дальнейшем не изменяют свою длину. Такой вид разрушения харак-
терен, например, для кумулятивных струй из меди, никеля и ниобия.
Для количественной оценки способности элементов таких кумулятив-
ных струй к удлинению без разрыва используют так называемый ко-
эффициент предельного удлинения, определяемый отношением общей
длины элемента струи после разрыва к его начальной длине.

Установим относительное изменение коэффициента предельного
удлинения при реализации начального нагрева струеобразующего слоя
кумулятивной облицовки, опираясь на современные представления о
деформировании металлов и пластическом разрушении кумулятивных
струй.

Отказываясь от построенияММ с широкой областью адекватности
и учитывая принцип постепенного усложнения ММ, установим иско-
мую зависимость, начиная с построения достаточно простой модели.

В настоящее время известны установленные в результате зарубеж-
ных и отечественных исследований близкие друг к другу зависимости
коэффициента предельного удлинения от безразмерной комбинации

U =
Y

ρ G2R2
,

в которую входят начальные значения радиуса R элемента кумулятив-
ной струи, осевой скорости G деформаций, динамического предела
текучести Y и плотности ρ материала элемента кумулятивной струи.
Тогда с учетом известных зависимостей можно записать формулу

nb(TI)

n∗b
=

(
U∗

U

)p

, (1)

где nb(TI) — значение коэффициента предельного удлинения элемента
струи при температуре TI начального нагрева материала струеобра-
зующего слоя кумулятивной облицовки; n∗b и U∗ — значения nb и U ,
полученные при отсутствии начального нагрева; p — показатель степе-
ни. Согласно данным, приведенным в [7], показатель степени p можно
считать приближенно равным 0,4. В дальнейшем верхним индексом
* будем отмечать величины, определяемые в случае, когда начальный
нагрев материала облицовки отсутствует, т. е. ∆TI = TI − TR = 0, где
TR — температура окружающей среды при нормальных условиях.
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Сначала определим температуру и динамический предел текучести
материала кумулятивной струи, воспользовавшись приведенной в [8]
зависимостью динамического предела текучести Y от температуры T
материала:

Y = Ỹ

[
1−

(
T − TR
TM − TR

)z]
, (2)

где Ỹ — динамический предел текучести материала при фиксирован-
ной температуре TR; TM — температура плавления материала; z —
константа материала. Первый сомножитель в правой части этого урав-
нения определяет механическое поведение среды при температуре TR,
а второй сомножитель — характер изменения предела текучести от
температуры материала.

В общем случае Ỹ зависит от интенсивности пластических де-
формаций εi как основной характеристики сдвиговых пластических
деформаций, скорости пластических деформаций ei и других параме-
тров.

Пусть для любой индивидуальной точкиN струеобразующего слоя
облицовки применительно к конкретным условиям обжатия и дефор-
мирования известна величина динамического предела текучести Ỹ как
функция интенсивности пластических деформаций εi и скорости пла-
стических деформаций ei при средних значениях других параметров:

ỸN = ỸN (εi, ei). (3)

Подставляя соотношение (3) в уравнение (2), получаем

YN = ỸN

[
1−

(
T − TR
TM − TR

)z]
. (4)

Для определения предела текучести YN в индивидуальной точке
N материала кумулятивной струи необходимо знать результирующую
температуру T в этой точке. Известно, что разогрев металла струи
происходит за счет начального нагрева, ударно-волнового нагружения
и пластической деформации материала струеобразующего слоя куму-
лятивной облицовки в процессе ее обжатия и формирования струи.

Применительно к конкретным условиям обжатия облицовки и фор-
мирования кумулятивной струи выразим результирующую температу-
ру T в индивидуальной точкеN через температуру T ∗ точкиN того же
материала, деформированного при тех же условиях, но в отсутствие
начального нагрева материала облицовки:

T = T ∗ +∆T, (5)

где ∆T — прирост температуры материала кумулятивной струи.
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Достаточно простую ММ можно получить, если принять допуще-
ние о том, что ∆T = ∆TI. Это справедливо, если в рассматриваемой
индивидуальной точке начальный нагрев материала облицовки не ока-
зывает существенного влияния на приращение за счет пластической
деформации результирующей температуры T . Тогда, используя урав-
нение (4), приходим к следующему отношению:

YN

Y ∗N
=
1− [(T ∗ +∆TI − TR)/(TM − TR)]z
1− [(T ∗ − TR)/(TM − TR)]z .

Данные, полученные в [8] для различных металлов, показывают,
что для меди и других металлов параметр z может быть принят рав-
ным 1. Тогда

YN

Y ∗N
=

TM − T ∗ −∆TI
TM − T ∗ .

Затем, переходя от значений величин, определяемых в индивидуаль-
ной точке N , к средним значениям этих же величин в элементе куму-
лятивной струи, имеем

Y

Y ∗
=
TM − T ∗ −∆TI

TM − T ∗ . (6)

Как известно из результатов численных расчетов, разупрочнение
материала кумулятивной облицовки при прочих равных условиях не
оказывает существенного влияния на кинематические характеристики
процесса схлопывания облицовки. Следовательно, имеем

U∗

U
=
Y ∗

Y
.

Тогда, используя зависимости (1) и (6), получаем следующее отноше-
ние:

nb(TI)

n∗b
=

(
Y

Y ∗

)−p
=

(
TM − T ∗ −∆TI

TM − T ∗
)−p

.

С помощью похожей зависимости в [7] сделаны оценки влияния
начального нагрева кумулятивной облицовки на предельное удлинение
кумулятивной струи.

Использование введенного допущения привело к тому, что по-
лученная зависимость справедлива при достаточно малых значени-
ях ∆TI. Действительно, с ростом температуры начального нагрева
материала облицовки вклад ∆T в результирующую температуру T
уменьшается по сравнению с∆TI . Это означает, что при приближении
величины T ∗+∆TI к значению TM относительная погрешность полу-
ченной зависимости неограниченно возрастает. Очевидно, что прин-
цип согласованности не выполняется и полученная зависимость не
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пригодна для практического применения. Следовательно, необходим
следующий этап модификации ММ.

Отказываясь от построения модели с широкой областью адекватно-
сти и учитывая принцип постепенного усложнения, внесем изменения
в ММ. Для этого уточним результирующую температуру T , определя-
емую по формуле (5). Тогда, осуществляя приведенные в работе [4]
выкладки, получаем следующее отношение коэффициента предельно-
го удлинения nb(TI) элемента струи, сформированного из нагреваемой
облицовки, к коэффициенту предельного удлинения n∗b элемента, обра-
зованного при тех же условиях, но в отсутствие начального нагрева:

nb(TI)

n∗b
=

(
Y

Y ∗

)−p
=

(
1− TI − TR

TM − TK

)−p
,

0 � TI − TR
TM − TK < 1,

где TK — остаточная температура после ударно-волнового нагружения
материала облицовки, из которого сформирован элемент кумулятив-
ной струи.

Построенная зависимость была использована для расчета глубины
пробития кумулятивного заряда при реализации начального нагрева
материала облицовки. Сравнение результатов расчетов с известны-
ми экспериментальными данными обнаружило их удовлетворительное
соответствие, что позволило сделать вывод о пригодности полученной
ММ для практического использования. Некоторые результаты такого
сравнения приведены в работах [5, 6].

Если были бы получены экспериментальные данные, которые су-
щественно отличались от расчетных, то тогда был бы необходим сле-
дующий этап модификации ММ с использованием более точных ис-
ходных зависимостей, а это, в свою очередь, порождало бы потреб-
ность в их нахождении.

В заключение рассмотренного примера стоит отметить, что, пре-
небрегая сформулированными ранее принципами, можно, например,
прийти к модели [7], в которой для определения относительного из-
менения коэффициента предельного удлинения при реализации на-
чального нагрева облицовки применяется инженерная методика оцен-
ки температуры кумулятивной струи. Анализ такой модели позволяет
легко установить, что она в меньшей степени удовлетворяет предъ-
являемым к ММ требованиям, чем ранее полученная модель.

Выводы. Таким образом, требования, предъявляемые к ММ, про-
тиворечивы и могут быть удовлетворены на основе разумного компро-
мисса, достижение которого возможно с помощью принципов постро-
ения моделей. В работе сформулированы основные принципы:
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1) отказ от построения ММ с широкой областью адекватности;
2) принцип постепенного усложнения ММ;
3) принцип согласованности;
4) принцип перехода к стохастической ММ.
Построение ММ с использованием в совокупности этих четырех

принципов может уменьшить влияние субъективного фактора при при-
нятии решений на некоторых этапах математического моделирования,
сократить затраты времени и средств на проведение исследования.
Очевидно, что применение сформулированных принципов позволит
рационально использовать возможности математического моделиро-
вания.
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