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ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИССИПАТИВНЫХ
СИЛ НА УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИРКУЛЯЦИОННОЙ
СИСТЕМЫ

Исследуется влияние нелинейных диссипативных сил на устойчи-
вость циркуляционной системы. Показано, что влияние неоднознач-
но: диссипативные силы могут как стабилизировать (до асимпто-
тической устойчивости) устойчивую циркуляционную систему, так
и дестабилизировать ее.

Под циркуляционной системой понимается механическая система,
находящаяся под действием потенциальных и позиционных неконсер-
вативных сил. Последние линейно зависят от координат и характеризу-
ются кососимметрической матрицей. Влияние линейных диссипатив-
ных сил на устойчивость циркуляционной системы неоднозначно: с од-
ной стороны, они могут стабилизировать (до асимптотической устой-
чивости) устойчивую циркуляционную систему, а с другой — дестаби-
лизировать ее [1, 2]. Действие линейных диссипативных сил на цирку-
ляционную систему приводит к так называемому “парадоксу дестаби-
лизации”, когда граница устойчивости понижается на конечную вели-
чину.

Обстоятельный обзор этого явления содержится в работе [3]. Эф-
фект дестабилизации сохраняется и при действии нелинейных дисси-
пативных сил. В работе [4] исследовалось влияние этих сил на устойчи-
вость равновесия маятника Циглера со следящей силой. Показано, что
критическая величина следящей силы уменьшается на конечную вели-
чину. Аналогичный эффект был обнаружен и при рассмотрении одной
континуальной системы [5].

В настоящей работе исследуется влияние нелинейных диссипатив-
ных сил на устойчивость циркуляционной механической системы с
двумя степенями свободы. Задача устойчивости решается без каких-
либо привязок к конкретным механическим системам.

Уравнения движения циркуляционной системы при действии
диссипативных сил. Уравнения движения циркуляционной системы
с двумя степенями свободы, находящейся под действием нелинейных
диссипативных сил, можно привести к виду
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ẍ1 + λ1x1 + μx2 = −
∂R

∂ẋ1
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Рэлея.
Систему (1) приведем к безразмерной форме посредством введения

безразмерного времени τ =
√
λ1 + λ2t. Эта замена корректна, так как

необходимым условием устойчивости линейной системы является не-
равенство λ1 + λ2 > 0.

Система (1) примет вид

x′′1 + kx1 + μx2 + β1x
2
1x
′
1 + γ1x

′3
1 = 0,

x′′2 + (1− k)x2 − μx1 + β2x
2
2x
′
2 + γ2x

′3
2 = 0.

(2)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по τ ; k =
λ1

λ1 + λ2
; обо-

значения для других параметров сохранены прежними.
Условием устойчивости системы (2)при отсутствии диссипативных

сил (β1 = β2 = γ1 = γ2 = 0) является неравенство

k(1− k) + μ2 <
1

4
. (3)

При выполнении неравенства (3) характеристическое уравнение
имеет две пары чисто мнимых корней: ±iω1, ±iω2 (i2 = −1), где ω1,
ω2 удовлетворяют уравнению частот

ω4 − ω2 + k(1− k) + μ2 = 0.

Таким образом, задача устойчивости системы (2) сводится к анализу
критического случая двух пар чисто мнимых корней.

Линейная и нелинейная нормализация. Чтобы преобразовать си-
стему (2), запишем ее в векторном виде:

x′′ + Ax+ F (x, x′) = 0,

x = (x1, x2)
т, A =

(
k μ
−μ 1− k

)

, F (x, x′) = (F1, F2)
т,

F1 = β1x
2
1x
′
1 + γ1x

′3
1 , F2 = β2x

2
2x
′
2 + γ2x

′3
2 .

(4)

В системе (4) сделаем замену переменных

x = Ly, y = (y1, y2)
т, (5)
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где

L =
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 .

Поскольку линейная система является неконсервативной (матрица
A не является симметрической), то для перехода к нормальным коорди-
натам необходимо провести анализ сопряженной системы x′′+Aтx = 0
и найти сопряженную матрицуL∗ собственных форм. ПосколькуAт по-
лучается из матрицы A заменой μ на −μ, то и L∗ имеет вид матрицы L
после замены μ на −μ.

Подставляя (5) в систему (4) и умножая слева на L∗, получим

y′′ + Λy + α−1L∗F (Ly, Ly′) = 0,

Λ = diag(ω21, ω
2
2), α = 1−

μ2

(ω22 − k)2
> 0.

(6)

В системе (6) сделаем еще одну замену переменных:
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1

2
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′
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2
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1

2
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2
(u2 − ū2);

(7)

здесь черта означает комплексное сопряжение. Система (6) примет вид

u′1 = iω1u1 +
i

ω1
α−1Φ1,

u′2 = iω2u2 +
i
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α−1Φ2,
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(9)

В выражениях (9) необходимо сделать последовательно замены пе-
ременных (5) и (7). Уравнения для сопряженных переменных не выпи-
саны.

Для того чтобы воспользоваться критерием Каменкова в случае
двух пар чисто мнимых корней [6], необходимо в системе (8) провести
нелинейную нормализацию, после которой в преобразованной систе-
ме будут присутствовать только резонансные члены. Предполагая, что
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отсутствует внутренний резонанс четвертого порядка ω1 6= 3ω2, с по-
мощью полиномиального преобразования

uk = zk + Zk(z1, z2, z̄1, z̄2), k = 1, 2, (10)

систему (8) можно привести к нормальной форме до членов третье-
го порядка включительно (присутствуют только члены тождественного
резонанса):

z′1 = iω1z1 − A11z
2
1 z̄1 − A12z1z2z̄2,

z′2 = iω2z2 − A21z2z1z̄1 − A22z
2
2 z̄2,

(11)
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Анализ устойчивости. Рассмотрим ряд частных случаев.
Пусть β1 = β2 = β и γ1 = γ2 = γ. Тогда коэффициенты A12 = A21

равны нулю. Система (11) имеет вид

z′1 = iω1z1 −
1

8
(β + 3γω21)

(
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)

z21 z̄1,
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)

z22 z̄2.

(12)

Коэффициенты при z21 z̄1 и z22 z̄2 отрицательны, и на основании критерия
Каменкова [6] система (12) асимптотически устойчива.

Отметим следующее: если на устойчивую циркуляционную систе-
му действуют линейные диссипативные силы с равными коэффициен-
тами диссипации, то циркуляционная система становится асимптоти-
чески устойчивой [1]. Аналогичный результат имеет место и в случае
нелинейных диссипативных сил.

Рассмотрим случай γ1 = γ2 = 0. Система (11) примет вид
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6= 1.

(13)
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Поскольку коэффициенты при z1z2z̄2 и z1z2z̄1 имеют разные знаки, то
условием асимптотической устойчивости системы (13) является поло-
жительность коэффициентов при z21 z̄1 и z22 z̄2 [6], т.е. неравенство

a < β <
1

a
. (14)

При выполнении неравенств

0 < β < a или β >
1

a
(15)

система (13)неустойчива. Это следует из существования неограничен-
но растущего решения по ρ1 (ρ2 ≡ 0) или по ρ2 (ρ1 ≡ 0). Переменные

ρ1, ρ2 связаны с z1, z2 соотношениями z1 =
√
ρ1e

iφ1 , z2 =
√
ρ2e

iφ2 .

Случай β1 = β2 = 0 рассматривается аналогично. Условие асим-
птотической устойчивости и условия неустойчивости совпадают с не-
равенствами (14) и (15) при замене β на γ =

γ1

γ2
.

Заметим, что выводы об устойчивости сохраняются и для полной
нелинейной системы [7].

Из полученных результатов следует, что влияние нелинейных дис-
сипативных сил на циркуляционную систему неоднозначно: они мо-
гут как стабилизировать до асимптотической устойчивости устойчи-
вую циркуляционную систему, так и дестабилизировать ее. Действи-

тельно, при μ4 <

(

k −
1

2

)4
линейная циркуляционная система устой-

чива, а, например, при β < 1 становится неустойчивой.
Случай внутреннего резонанса ω1 = 3ω2 резко усложняет задачу

устойчивости и требует отдельного рассмотрения. Анализ устойчиво-
сти при этом резонансе является предметом дальнейшего исследова-
ния.
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