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РЕШЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО ПЕРВОГО УРАВ-
НЕНИЯ КОЛМОГОРОВА ДЛЯ МАРКОВСКОГО
ПРОЦЕССА ЭПИДЕМИИ, РАЗВИВАЮЩЕЙСЯ ПО
СХЕМЕ T1 +T2 → T1 +T3, T1 +T3 → T1, T1 → 0

Для трехмерного марковского процесса специального вида решено
стационарное первое уравнение Колмогорова для переходных веро-
ятностей. Получено интегральное представление для производя-
щей функции финальных вероятностей. Найдены асимптотики для
математического ожидания и дисперсии финального распределения
и установлены предельные теоремы.

Определение марковского процесса. На множестве состояний
N3 = {α = (α1, α2, α3), α1, α2, α3 = 0, 1, 2, . . . } рассматривается од-
нородный по времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)),
t ∈ [0,∞), с переходными вероятностями P

(α1,α2,α3)
(β1,β2,β3)

(t) = PPP{ξ(t) =
= (β1, β2, β3) | ξ(0) = (α1, α2, α3)}. Пусть при Δt → 0 переходные
вероятности имеют вид (λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0)

P
(α1,α2,α3)
(α1,α2−1,α3+1)

(Δt) = λ1α1α2Δt+ o(Δt),

P
(α1,α2,α3)
(α1,α2,α3−1)

(Δt) = λ2α1α3Δt+ o(Δt),

P
(α1,α2,α3)
(α1−1,α2,α3)

(Δt) = λ3α1Δt+ o(Δt),

P
(α1,α2,α3)
(α1,α2,α3)

(Δt) = 1− (λ1α1α2 + λ2α1α3 + λ3α1)Δt+ o(Δt).

Определим производящие функции (|s1| ≤ 1, |s2| ≤ 1, |s3| ≤ 1)

Fα(t; s1, s2, s3) =
∞∑

β1,β2,β3=0

P
(α1,α2,α3)
(β1,β2,β3)

(t)sβ11 s
β2
2 s
β3
3 .

Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмого-
рова для переходных вероятностей равносильна уравнениию в частных
производных [2, 6]

∂Fα(t; s)

∂t
= λ1

(
s1s3 − s1s2

)∂2Fα(t; s)
∂s1∂s2

+

+ λ2
(
s1 − s1s3

)∂2Fα(t; s)
∂s1∂s3

+ λ3
(
1− s1

)∂Fα(t; s)
∂s1

, (1)

с начальными условиями

Fα(0; s1, s2, s3) = s
α1
1 s
α2
2 s
α3
3 .
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Введем экспоненциальную (двойную) производящую функцию
[4, 5]

F(t; z1, z2, z3; s1, s2, s3) =
∞∑

α1,α2,α3=0

zα11 z
α2
2 z

α3
3

α1!α2!α3!
Fα(t; s1, s2, s3).

Первая (обратная) система дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва для переходных вероятностей процесса ξ(t) приводится к виду

∂F
∂t
= λ1z1z2

( ∂2F
∂z1∂z3

−
∂2F
∂z1∂z2

)
+ λ2z1z3

(∂F
∂z1
−

∂2F
∂z1∂z3

)
+

+ λ3z1

(
F −

∂F
∂z1

)
, F(0, z1, z2, z3; s1, s2, s3) = e

s1z1+s2z2+s3z3 . (2)

Интерпретация процесса. Задача о финальных вероятностях.
Марковский процесс ξ(t) может быть интерпретирован как модель эпи-
демии [1, 2, 6],а именно как модель распространения инфекции с двумя
стадиями заболевания. Процессу соответствует схема взаимодействий
[2, 6]:

T1 + T2 → T1 + T3, T1 + T3 → T1, T1 → 0, (3)

где частицы типа T1 — зараженные особи (источники инфекции); ча-
стицы типа T2 — здоровые особи (восприимчивые к инфекции, не
имевшие пока контактов с зараженными); частицы типа T3 —- особи,
имевшие один контакт с зараженными (ставшие носителями инфек-
ции). Здоровая особь после двух контактов с зараженным удаляется из
популяции. Состояние (α1, α2, α3) означает наличие α1 частиц типа T1,
α2 частиц типа T2 и α3 частиц типа T3. Через случайное время τ1, с рас-
пределением вероятностей PPP{τ1 < t} = e−α1α2λ1t, пара частиц типа T1
и типа T2 взаимодействует и независимо от других частиц превращает-
ся в частицу типа T1 и частицу типа T3. Процесс переходит в состояние,
соответствующее вектору (α1, α2 − 1, α3 + 1). Через случайное время
τ2, с распределением вероятностей PPP{τ2 < t} = e−α1α3λ2t, пара частиц
типа T1 и типа T3 взаимодействует и независимо от других частиц пре-
вращается в частицу типа T1. Процесс переходит в состояние, соответ-
ствующее вектору (α1, α2, α3 − 1). Кроме того, через случайное время
τ3, с распределением вероятностей PPP{τ3 < t} = e−α1λ3t, частица типа
T1 умирает и процесс переходит в состояние, соответствующее вектору
(α1 − 1, α2, α3). Случайные величины τ1, τ2 и τ3 независимы, в состоя-
нии (α1, α2, α3) процесс находится случайное время τ = min{τ1, τ2, τ3}.

Предложенный марковский процесс рассмотрен в работе [2] в слу-
чае λ1 = λ2 = 1, λ3 = μ.В [2] методом преобразования Лапласа решено
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уравнение (1). Определим финальные вероятности для поглощающих
состояний (0, γ2, γ3), γ2, γ3 = 0, 1, 2, . . . ,

q
(α1,α2,α3)
(0,γ2,γ3)

= lim
t→∞

P
(α1,α2,α3)
(0,γ2,γ3)

(t),
∞∑

γ2,γ3=0

q
(α1,α2,α3)
(0,γ2,γ3)

= 1.

Для финальных вероятностей в [2] получено соотношение

α2∑

γ2=0

α2−γ2∑

γ3=0

q
(α1,α2,α3)
(0,γ2,γ3)

sγ22 s
γ3
3 =

α2∑

γ2=0

μα1

(γ2 + μ)γ2+α1
α2!

(α2 − γ2)

(
s3 − 1

)γ2×

×
γ2∑

l0=0

l0∑

l1=0

. . .

lα1−2∑

lα1−1=0

{

(γ2 + μ)
(s2 − 1
s3 − 1

)}lα1−1

lα1−1
.

Однако это выражение малопригодно для исследования асимптотиче-
ских свойств рассматриваемого марковского процесса.

В настоящей работе процесс ξ(t) исследуется предложенным в ра-
ботах [4, 5] методом экспоненциальной производящей функции. По-
лучены интегральное представление для производящей функции фи-
нальных вероятностей, асимптотики для математического ожидания и
дисперсии финального распределения при α2 → ∞ и предельные те-
оремы. Такие теоремы “порогового” типа позволяют определить поро-
говую численность инфицированных особей, при превышении которой
принято говорить о начале эпидемии [2, 6]. Согласно работе [2] иссле-
дован случай λ1 = λ2 = 1, λ3 = μ, случай λ1 6= λ2 будет рассмотрен в
работе, готовящейся к печати.

Стационарное первое уравнение Колмогорова. Вводим произво-
дящую функцию финальных вероятностей

Φ(α1,α2,α3)(s2, s3) =
∞∑

γ2,γ3=0

q
(α1,α2,α3)
(0,γ2,γ3)

sγ22 s
γ3
3 , |s2| ≤ 1, |s3| ≤ 1,

и двойную производящую функцию

Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =
∞∑

α1,α2,α3=0

zα11 z
α2
2 z

α3
3

α1!α2!α3!
Φ(α1,α2,α3)(s2, s3).

Аналитичность функции Φ(α1,α2,α3)(s2, s3) при |s2| < 1, |s3| < 1
устанавливаем, исходя из неравенства |Φ(α1,α2,α3)(s2, s3)| ≤ 1 в рассма-
триваемой области.
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Аналитичность функцииΦ(z1, z2, z3; s2, s3) при любых z1, z2, z3 сле-
дует из неравенства

|Φ(z1, z2, z3; s2, s3)| ≤

≤
∞∑

α1,α2,α3=0

|z1|α1 |z2|α2 |z3|α3

α1!α2!α3!
|Φ(α1,α2,α3)(s2, s3)| ≤ e|z1|+|z2|+|z3|.

Из первого уравнения (2)аналогично теореме 1.4работы [5] получа-
ем, что функция Φ(z1, z2, z3; s2, s3) удовлетворяет стационарному урав-
нению

z1z2

( ∂2Φ

∂z1∂z3
−

∂2Φ

∂z1∂z2

)
+ z1z3

( ∂Φ
∂z1
−

∂2Φ

∂z1∂z3

)
+ μz1

(
Φ−

∂Φ

∂z1

)
= 0,

или, после преобразований,

(z2 − z3)
∂2Φ

∂z1∂z3
− z2

∂2Φ

∂z1∂z2
− (μ− z3)

∂Φ

∂z1
+ μΦ = 0. (4)

Получим граничные условия. Пусть z1 = 0. Очевидно, что
q
(0,α2,α3)
(0,α2,α3)

= 1 и q(0,α2,α3)(0,γ2,γ3)
= 0 при α2 6= γ2 или α3 6= γ3. Следовательно,

Φ(0, z2, z3; s2, s3) =
∞∑

α2,α3=0

zα22 z
α3
3

α2!α3!
Φ(0,α2,α3)(s2, s3) =

=
∞∑

α2,α3=0

zα22 z
α3
3

α2!α3!
sα22 s

α3
3 = e

s2z2+s3z3 .

Пусть z2 = 0, z3 = 0. Для состояний (α1, 0, 0), α1 = 0, 1, 2 . . ., фи-
нальные вероятности определяются следующим образом: q(α1,0,0)(0,0,0) = 1

и q(α1,0,0)(0,γ2,γ3)
= 0 при γ2 6= 0 или γ3 6= 0. Следовательно,

Φ(z1, 0, 0; s2, s3) =
∞∑

α1=0

zα11
α1!
Φ(α1,0,0)(s2, s3) =

∞∑

α1=0

zα11
α1!
= ez1 .

Итак, уравнение (4) рассматривается при условиях

Φ(z1, 0, 0; s1, s2, s3) = e
z1 , Φ(0, z2, z3; s1, s2, s3) = e

s2z2+s3z3 . (5)

В работе получено решение задачи (4), (5),удовлетворяющее условию
аналитичности. Вопросы существования и единственности решений
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уравнений вида (4) не являются целью настоящей работы, отметим
лишь, что они сложны и мало изучены.

Замена переменных. Функция Римана. Поставленная задача ре-
шения уравнения (4) с тремя переменными и условиями (5) сводится к
граничной задаче решения гиперболического уравнения с двумя пере-
менными.

Рассмотрим замену переменной x = z1, y = e−z3/z2 , ζ = z2e
z3/z2 .

Тогда z1 = x, z2 = ζy, z3 = −ζy ln y. После вычислений получим
уравнение в частных производных для функции Φ̃(x, y) = Φ(x, ζy,
−ζy ln y; s2, s3):

Φ̃xy +
(μ
y
+ ζ ln y

)
Φ̃x −

μ

y
Φ̃ = 0, (6)

c условиями Φ̃(x, 0) = ex, Φ̃(0, y) = eζy(s2−s3 ln y). Запишем уравнение
(6) в виде

∂

∂x

(
Φ̃y +

(μ
y
+ ζ ln y

)
Φ̃
)
−
μ

y
Φ̃ = 0.

Решая обыкновенное дифференциальное уравнение с разделяющимися
переменными

Φ̃y +
(μ
y
+ ζ ln y

)
Φ̃ = 0,

приходим к замене Φ̃(x, y) = u(x, y)y−μe−yζ(ln y−1). Подставляя послед-
нее выражение в уравнение (6), получаем для функции u(x, y) уравне-
ние

uxy −
μ

y
u = 0 (7)

с граничными условиями

u(x, 0) = 0, u(0, y) = yμeyζ((s2−1)−(s3−1) ln y). (8)

Полученная задача Гурса (7),(8)решается методом Римана [7, 8].
В общем случае для гиперболического уравнения L(u) = uxy +

+ aux + buy + cu = 0 решение граничной задачи u(x, y0)=φ(x),
u(x0, y) = ψ(y), φ(x0) = ψ(y0), дается формулой [7]

u(x, y) = R(x, y0; x, y)φ(x)+R(x0, y; x, y)ψ(y)−R(x0, y0; x, y)φ(x0)+

+

∫ x

x0

[
b(t, y0)R(t, y0; x, y)−

∂

∂t
R(t, y0; x, y)

]
φ(t)dt+

+

∫ y

y0

[
a(x0, t)R(x0, t; x, y)−

∂

∂t
R(x0, t; x, y)

]
ψ(t)dt, (9)

где R(x0, y0; x, y)— функция Римана. По определению функция Pима-
на R(x0, y0; x, y) является решением сопряженного уравнения L∗(u) =
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= uxy−(au)x−(bu)y+cu = 0 относительно переменных x и y. В случае
уравнения (7) рассматриваемое уравнение совпадает с сопряженным.
Kроме того, требуется выполнение следующих соотношений:

Ry(x0, y0; x0, y) = Rx(x0, y0; x, y0) =

= Rx0(x0, y; x, y) = Ry0(x, y0; x, y) = 0,

R(x, y; x, y) = R(x0, y0; x0, y0) = 1.

Лемма 1. Функция Римана для уравнения (7) имеет вид

R(x0, y0; x, y) = J0

(
2

√
−μ(x− x0) ln

y

y0

)
, (10)

где J0 — функция Бесселя нулевого порядка.
Доказательство. Функцию Pимана для уравнения L(u) = 0 ищем

в виде ряда [9]

R(x0, y0; x, y) =
∞∑

j=0

vj(x, y)(x− x0)j(y − y0)j

j!j!
.

Нулевой коэффициент, следуя [9], находим из соотношения

ln v0(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(a dX + b dY ) = 0,

таким образом, v0(x, y) = 1. Интеграл берется по отрезку, соединяю-
щему точки (x0, y0) и (x, y); в полярных координатах имеем x = x0 +
+ r cos θ, y = y0 + r sin θ для граничных точек и X = x0 + s cos θ,
Y = y0 + s sin θ для внутренних точек из этого отрезка, где θ = const,
s ∈ [0, r]. Рекуррентная формула для вычисления коэффициентов ря-
да получается при подстановке ряда в сопряженное уравнение и имеет
вид [9]

vj(x, y) = −
j

rj

r∫

0

sj−1L∗(vj−1(X,Y ))ds.

Вычисление v1(x, y), v2(x, y) составляет основание индукции по j:

L∗(v0) = −
μ

y
, v1 = −

1

r

r∫

0

−
μ

y
ds =

μ

r

r∫

0

d(y0 + s sin θ)

(y0 + s sin θ) sin θ
=

=
μ

r sin θ
ln(y0+s sin θ)

∣
∣
∣
∣

r

0

=
μ

r sin θ
(ln(y0+r sin θ)−ln y0) =

μ

y − y0
ln
y

y0
;
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L∗(v1) =

= −
μ

y
v1 = −

μ2

(y − y0)y
ln
y

y0
= −

μ2

s sin θ(y0 + s sin θ)
ln
y0 + s sin θ

y0
,

v2 = −
2

r2

r∫

0

−
sμ2

s(y0 + s sin θ) sin θ
ln
y0 + s sin θ

y0
ds =

μ2

(y − y0)2
ln2

y

y0
.

Предположим, что коэффициент vj =
μj

(y − y0)j
lnj

y

y0
вычислен.

Определим vj+1:

L∗(vj) = −
μj+1

(y − y0)jy
lnj

y

y0
= −

μj+1 lnj((y0 + s sin θ)/y0)

(y0 + s sin θ)(s sin θ)j
,

vj+1 = −
j + 1

rj+1

r∫

0

−sjμj+1 lnj((y0 + s sin θ)/y0)
sj(y0 + s sin θ)(s sin θ)j

ds =
μj+1

(y − y0)j+1
lnj+1

y

y0
.

Окончательно, функция Римана имеет вид

R(x0, y0; x, y) =
∞∑

j=0

vj(x, y)(x− x0)j(y − y0)j

j!j!
=

=
∞∑

j=0

(μ ln(y/y0)(x− x0))j

j!j!
= J0

(
2

√
−μ(x− x0) ln

y

y0

)
.

Лемма доказана.
Интегральное представление для производящей функции

Φ(α1,α2,α3)(s2, s3).
Теорема 1. Производящая функция финальных вероятностей име-

ет вид

Φ(α1,α2,α3)(s2, s3) =
μα1

(α1 − 1)!

∫ ∞

0

xα1−1e−μx×

×
[
e−x
(
(s2 − 1) + x(s3 − 1)

)
+ 1
]α2[

e−x(s3 − 1) + 1
]α3

dx, (11)

где μ > 0, α1 6= 0.
Доказательство. Для уравнения (7) рассмотрим решение u0(x, y)

задачи Гурса (x0 > 0, y0 > 0) с граничными условиями

u0(x0, y) = ψ(y), u0(x, y0) = φ(x),
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где ψ(y) = (y − y0)μeζ(y−y0)((s2−1)−(s3−1) ln(y−y0)), φ(x) = 0. Формула (9)
приобретает вид

u0(x, y) = ψ(y)−

y∫

y0

∂

∂t
R(x0, t; x, y)ψ(t)dt.

Используя метод интегрирования по частям и учитывая равенства
R(x0, y0; x, y) = J0(0) = 1, получим

u0(x, y) = ψ(y)− ψ(t)R(x0, t; x, y)
∣
∣
∣
y

y0
+

y∫

y0

∂ψ(t)

∂t
R(x0, t; x, y)dt =

=

y∫

y0

∂ψ(t)

∂t
R(x0, t; x, y)dt.

Рассмотрим предел при x0 → 0, y0 → 0, получим

u(x, y) =

y∫

0

∂ψ(t)

∂t
R(0, t; x, y)dt =

y∫

0

tμe−ζt((s2−1)−(s3−1) ln t)×

×
[
μ+ tζ

(
(s2 − 1)− (s3 − 1)(ln t+ 1)

)]
×

× J0

(

2

√

μx ln
t

y

)

dt. (12)

Возвращаясь к переменным z1, z2, z3 и функции Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =
= u(z1, e

z3/z2)eμz3/z2+z2+z3 , получаем выражение для экспоненциальной
производящей функции

Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =

=

∫ e−z3/z2

0

τμ−1eμz3/z2+z2e
z3/z2τ((s2−1)−(s3−1) ln τ)+z2+z3×

×
[
μ+τz2e

z3/z2((s2−1)−(s3−1)(ln τ+1))
]
J0

(
2

√
z1μ
(
ln τ +

z3

z2

))
dτ.

После замены τ = e−z3/z2−x получаем

Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =

=

∫ ∞

0

e−μx+z2(e
−x(s2−1)+x(s3−1)+1)+z3(e−x(s3−1)+1)×
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×
[
μ+z2(e

−x((s2−1)+(x−1)(s3−1)))+z3e
−x(s3−1)

]
J0

(
2
√
−μxz1

)
dx.

(13)

Cовершенный выше предельный переход нуждается в обосновании;
однако непосредственной подстановкой выражения (13) в уравнение
(4) и проверкой условий (5) убеждаемся, что (13) является решением
задачи (4), (5). Единственность устанавливается, исходя из аналитич-
ности решения (ср. [9, 5]).

Учитывая определение производящей функции Φ(z1, z2, z3; s2, s3) и
разложения в ряды

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
, J0(z) =

∞∑

j=0

(−1)j(z/2)2j

j!j!
,

запишем разложение подынтегральной функции в ряд по z1 и z3. Имеем

Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =

=
∞∑

α1=0

μα1
zα11
α1!α1!

∞∑

α3=0

zα33
α3!

∞∫

0

xα1e−μx+z2(e
−x(s2−1)+x(s3−1)+1)×

×
[
μ+ z2(e

−x((s2 − 1) + (x− 1)(s3 − 1)))(e
−x(s3 − 1) + 1)

α3+

+ α3(e
−x(s3 − 1))(e

−x(s3 − 1) + 1)
α3−1

]
dx.

Далее, разбивая интеграл на сумму двух интегралов соответственно
слагаемым, стоящим в квадратных скобках, и производя интегрирова-
ние по частям во втором интеграле, получаем

Φ(z1, z2, z3; s2, s3) =
∞∑

α1,α3=0

zα11 z
α3
3 μ

α1

α1!(α1 − 1)!α3!
×

×

∞∫

0

xα1−1e−μx+z2(e
−x(s2−1)+x(s3−1)+1)(e−x(s3 − 1) + 1)

α3dx.

Представляя экспоненту под интегралом в виде ряда по z2, получаем
утверждение теоремы. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. При начальном состоянии процесса (α1, 0, α3) име-
ем марковский процесс эпидемии Вейса со схемой взаимодействий [3]

T1 + T3 → T1, T1 → 0.

Соответственно, при α2 = 0 выражение (11)совпадает с производящей
функцией финальных вероятностей процесса эпидемии Вейса [5].
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Асимптотические свойства финального распределения. Для
марковского процесса ξ(t) частицы типов T2 и T3 называются финаль-
ными [10]. Обозначим η(α1,α2,α3)2 ,η(α1,α2,α3)3 случайные числа финальных
частиц, которые останутся после того, как процесс выродится, т.е. не
останется частиц типа T1. Совместное вероятностное распределение
величин η

(α1,α2,α3)
2 , η(α1,α2,α3)3 определяется производящей функцией

(13).Одномерные распределения финальных вероятностей случайных
величин η

(α1,α2,α3)
2 и η

(α1,α2,α3)
3 задаются производящими функциями

вероятностей Φ(α1,α2,α3)(s2, 1) и Φ(α1,α2,α3)(1, s3). Для факториальных
моментов из формулы (11) при α2 →∞ получаем

MMMη
(α1,α2,α3)
2 =

∂Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s2
= α2

( μ

μ+ 1

)α1
,

MMMη
(α1,α2,α3)
3 =

∂Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s3
∼

α1α2

μ+ 1

( μ

μ+ 1

)α1
,

∂2Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s22
= α2(α2 − 1)

( μ

μ+ 1

)α1
,

∂2Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s23
∼
α2(α2 − 1)α1(α1 + 1)

μ+ 2

( μ

μ+ 2

)α1
,

DDDη
(α1,α2,α3)
2 =

∂2Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s22
+
∂Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s2
−

−
(∂Φ(α1,α2,α3)(1, 1)

∂s2

)2
∼ (α2)

2
[( μ

μ+ 2

)α1
−
( μ

μ+ 1

)2α1]
,

DDDη
(α1,α2,α3)
3 ∼ α1(α2)

2
[ α1 − 1
(μ+ 2)2

( μ

μ+ 2

)α1
−

α1

(μ+ 1)2

( μ

μ+ 1

)2α1]
.

Теорема 2. Пусть x ∈ [0, 1]. Тогда

lim
α2→∞

PPP

{
η
(α1,α2,α3)
2

α2
≤ x

}

= xμ
α1−1∑

n=0

(−μ ln x)n

n!
.

Доказательство. Преобразование Лапласа от функции распреде-
ления случайной величины η

(α1,α2,α3)
2 /α2 имеет вид [11]

MMM(e−λη
(α1,α2,α3)
2 /α2) = Φ(α1,α2,α3)(e

−λ/α2 , 1) =

=
μα1

(α1 − 1)!

∫ ∞

0

xα1−1e−μx
(
e−x
(
(e−λ/α2 − 1) + 1

))α2
dx.
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При α2 →∞ получаем

Φ(α1,α2,α3)(e
−λ/α2 , 1) ∼

μα1

(α1 − 1)!

∞∫

0

xα1−1e−μx
(

1−
λ

α2
e−x
)α2

dx ∼

∼
μα1

(α1 − 1)!

∫ ∞

0

xα1−1e−μxe−λe
−x
dx.

После замены y = e−x имеем

μα1

(α1 − 1)!

∫ 1

0

(− ln y)α1−1yμ−1e−λydy.

Полученное выражение является преобразованием Лапласа плотности

распределения f(y) =
μα1

(α1 − 1)!
(− ln y)α1−1yμ−1 для случайной вели-

чины, распределенной на отрезке [0, 1]. По теореме непрерывности [11]
имеем сходимость функций распределений

lim
α2→∞

PPP

{
η
(α1,α2,α3)
2

α2
≤ x

}

=

∫ x

0

f(y)dy.

Далее вычисляем

μα1

(α1 − 1)!

∫ x

0

(− ln y)α1−1yμ−1dy = xμ
α1−1∑

n=0

(−μ ln x)n

n!
.

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть x ∈ [0, 1]. Тогда

lim
α2→∞

PPP

{
η
(α1,α2,α3)
3

α2
≤ x

}

=

∫ x

0

f1(y)dy,

где преобразование Лапласа от плотности распределения вероятно-
стей f1(y) при λ ≥ 0 имеет вид

∫ ∞

0

e−λyf1(y)dy =
μα1

(α1 − 1)!

∫ ∞

0

xα1−1e−μxe−λxe
−x
dx.
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Теорема 4. Пусть x1, x2 ∈ [0, 1]. Тогда

lim
α2→∞

PPP

{
η
(α1,α2,α3)
2

α2
≤ x1,

η
(α1,α2,α3)
3

α2
≤ x2

}

=

=

∫ x1

0

∫ x2

0

f2(y1, y2)dy1dy2,

где двойное преобразование Лапласа [12] от двумерной плотности рас-
пределения вероятностей f2(y1, y2) имеет вид (λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λ1y1−λ2y2f2(y1, y2)dy1dy2 =

=
μα1

(α1 − 1)!

∫ ∞

0

xα1−1e−μxe−(λ1+λ2x)e
−x
dx.

Доказательство теорем 3 и 4 аналогично доказательству теоремы 2.
Явный вид для плотностей вероятностей f1(y1) и f2(y1, y2) может быть
найден в виде рядов по специальным функциям.
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