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На основе трехмерных уравнений теории устойчивости упругих тел при малых
деформациях выведены уравнения теории устойчивости тонких оболочек ти-
па Тимошенко. Эти уравнения отличаются от известных эмпирически выводи-
мых уравнений теории устойчивости иными выражениями для коэффициентов
при усилиях основного (устойчивого) состояния, а также наличием моментов
фиктивных сил основного состояния, которые обычно полагают нулевыми.
Показано, что для классической задачи об устойчивости стержня выведен-
ные уравнения теории устойчивости сводятся к классическому уравнению на
собственные значения. Однако для более сложных оболочечных конструкций
возможны отличия в уравнениях теории устойчивости и в выражении для
критических нагрузок.
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Based on three-dimensional equations of theory of elastic body stability with small
deformations, the equations of theory of stability of thin shells of Timoshenko type
are deduced. These equations differ from the known empirically derived equations
of stability theory in different expressions for coefficients at efforts of the basic
(stable) state as well as in presence of moments of fictitious forces of the basic state,
which typically are assumed to be zero. It is shown that for the classical problem on
rod stability, the deduced equations of stability theory are reduced to the classical
eigenvalue equation. However for more elaborate shell structures, the distinctions
are possible in equations of the stability theory and in the expression for critical
loads.
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Современные теории устойчивости оболочек, применяемые в на-
стоящее время для расчета критических нагрузок, действующих на
тонкостенные элементы конструкций, в подавляющем большинстве
случаев построены на основе эмпирических или полуэмпирических
соотношений для фиктивных массовых сил, обусловленных влиянием
основного устойчивого состояния равновесия на бифуркационное со-
стояние тела [1–12]. При такой методике не всегда есть уверенность
в корректности получаемых выражений, особенно при комбинирован-
ных видах нагружения сложных конструкций. Подтверждение кор-
ректности получаемых соотношений теории устойчивости оболочек и
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возможное уточнение вида фиктивных массовых сил может быть до-
стигнуто с использованием в качестве исходных соотношений общих
трехмерных уравнений теории устойчивости. Цель настоящей рабо-
ты — вывод уравнений теории устойчивости оболочек типа Тимошен-
ко из общих трехмерных уравнений теории устойчивости, которые в
свою очередь были получены из трехмерных уравнений обобщенной
трехмерной теории устойчивости нелинейно-упругих тел в частях 1
и 2 данной работы [13, 14].

Основные допущения теории оболочек типа Тимошенко для
устойчивого и варьированного состояний. Рассмотрим оболочку по-
стоянной толщины h, которая является линейно-упругой ортотропной
средой; главные оси ортотропии оболочки направлены по касатель-
ным к линиям главных кривизн Xα срединной поверхности оболоч-
ки (α = 1, 2). В системе ортогональных координат X i с ортогональ-
ным базисом r̂i уравнение срединной поверхности оболочки имеет
вид X3 = 0; уравнения боковых поверхностей оболочки —X3 = ±h/2.
Примем следующие основные допущения классической теории оболо-
чек типа Тимошенко, используя обозначения, взятые из работ [14, 15].

1. Оболочка является тонкой, поэтому для параметров Ламе
Hγ =

√
gγγ оболочки можно ввести соотношения:

H3 = 1; Hα = Aα; Hα3 ≡ ∂Hα/∂X
3 = kαAα; X

3kα � 1, α = 1, 2,
(1)

где Aα — коэффициенты первой квадратичной формы; kα — главные
кривизны срединной поверхности оболочки.

2. Компоненты uα вектора перемещений u0 оболочки в основном
(устойчивом) состоянии и компоненты wα вектора перемещений w из
устойчивого в неустойчивое (варьированное) состояние полагаются
линейными функциями координаты X3:

uα = Uα +X
3γα, α = 1, 2; u3 = W ;

wα = w
(0)
α +X

3w(1)α , α = 1, 2, 3;
(2)

U1, U2, γ1, γ2,W‖X
1, X2; (3)

w
(0)
1 , w

(0)
2 , w

(0)
3 , w

(1)
1 , w

(1)
2 ‖X

1, X2; w
(1)
3 ≡ 0, (4)

где U1, U2 — перемещения срединной поверхности; γ1, γ2 — углы пово-
рота нормали; W — прогиб срединной поверхности оболочки в основ-
ном состоянии. Пять функций (3) и пять функций (4) зависят только
от координат X1 и X2.

3. Нормальными поперечными напряжениями в оболочке в основ-
ном (σ033) и в варьированном (σ33) состояниях можно пренебречь:

σ033 = 0; σ33 = 0.
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Кинематические соотношения для варьированного состояния.
Подставляя формулы (2) и (4) в выражения (26), приведенные в рабо-
те [14],

−ωγ = Ωαβ =
1

2HαHβ
((wβHβ),α − (wαHα),β),

α, β = 1, 2, 3, α 6= β 6= γ 6= α,

и учитывая (1), получаем выражения для компонент ωα сопутствую-
щего вектора ω в теории оболочек:

ωα = ω
(0)
α +X

3ω(1)α , α = 1, 2, 3; (5)

ω
(0)
1 = −

1

2

(
w
(0)
3,2

A2
− w(0)2 k2 − w

(1)
2

)

; ω
(1)
1 = −

1

2
k2w

(1)
2 ;

ω
(0)
2 =

1

2

(
w
(0)
3,1

A1
− w(0)1 k1 − w

(1)
1

)

; ω
(1)
2 =

1

2
k1w

(1)
1 ; (6)

ω
(α)
3 =

1

2A1A2
((A2w

(α)
2 ),1 − (A1w

(α)
1 ),2), α = 0, 1.

Далее вычисляем компоненты тензора B = ∇ ⊗ ω — градиента со-
путствующего вектора. Для этого воспользуемся соотношениями (25),
представленными в работе [14],

Bαβ = ωαβ + ω̆α δαβ;ωαβ =
ωβ,α

Hα
−
ωαHαβ

HαHβ
;

ω̆α =
1

Hα

3∑

γ=1

ωγHαγ

Hγ
, α, β = 1, 2, 3,

(7)

и подставим в них формулы (5). Тогда с учетом допущений (1) полу-
чим, что компоненты Bαβ тензора B в базисе r̂i примут вид

ω̆α = ω̆
(0)
α +X

3 ω̆(1)α , α = 1, 2;

ωαβ = ω
(0)
αβ +X

3ω
(1)
αβ , α, β = 1, 2, 3,

где

ω̆(0)α =
ω
(0)
α

A2α
Aα,α +

ω
(0)
β Aα,β

A1A2
+ ω

(0)
3 kα; ω̆

(1)
α = kα ω

(1)
3 ; ω̆3 = 0;

ω(0)αα =

(
ω
(0)
α

Aα

)

,α

; ω
(0)
αβ =

ω
(0)
β,α

Aα
−
ω
(0)
α Aα,β

AαAβ
; ω(1)αα = 0; ω

(1)
αβ = 0, α, β = 1, 2;

(8)

ω
(0)
α3 =

ω
(0)
3,α

Aα
− ω(0)α kα; ω

(1)
α3 =

ω
(1)
3,α

Aα
, α = 1, 2.
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Таким образом, выражения (7) для компонент Bαβ можно представить
в виде

Bαβ = B
(0)
αβ +X

3B
(1)
αβ , α, β = 1, 2, 3, (9)

где

B(0)αα = ω
(0)
αα+ω̆

(0)
α ; B

(1)
αα = ω̆

(1)
α ; B

(0)
αβ = ω

(0)
αβ ; B

(1)
αβ = 0, α, β = 1, 2, α 6= β;

B
(0)
3α = B

(1)
3α = 0, α = 1, 2, 3. (10)

Подставляя (2) в выражения (29), приведенные в работе [14], опре-
деляем

εαα =
wα,α

Hα
+

Hαβ

HαHβ
wβ +

Hαγwγ

HαHγ
;

εαβ =
1

2

(
Hα

Hβ

(
wα

Hα

)

,β

+
Hβ

Hα

(
wβ

Hβ

)

,β

)

.

После применения допущений (1) вычисляем деформации εij варьи-
рованного состояния оболочки

εαβ = eαβ +X
3καβ; εα3 = eα3; ε33 = 0, α, β = 1, 2. (11)

Здесь

eαα =
w
(0)
α,α

Aα
+

Aα,β

A1A2
w
(0)
β + kαw

(0)
3 ; 2eα3 =

w
(0)
3,α

Aα
+ w(1)α − kαw

(0)
α ;

2e12 =
w
(0)
1,2

A2
+
w
(0)
2,1

A1
−
1

A1A2
(A1,2w

(0)
1 + A2,1w

(0)
2 ); (12)

καα =
w
(1)
α,α

Aα
+

Aα,β

A1A2
w
(1)
β , α, β = 1, 2, α 6= β;

2κ12 =
A1

A2

(
w
(1)
1

A1

)

,2

+
A2

A1

(
w
(1)
2

A2

)

,1

.

Кинематические соотношения для основного состояния обо-
лочки. Для деформаций основного состояния ε0αβ справедливы фор-
мулы, подобные формулам (11) и (12), отличающиеся только заменой
w
(0)
3 → W , w(0)α → Uα, w

(1)
α → γα:

ε0αβ = e
0
αβ +X

3κ0αβ; ε
0
α3 = e

0
α3; ε

0
33 = 0, α, β = 1, 2,

где

e0αα =
Uα,α
Aα
+

Aα,β

A1A2
Uβ + kαW ; 2e

0
α3 =

W,α

Aα
+ γα − kα Uα;

2e012 =
A1

A2

(
U1
A1

)

,2

+
A2

A1

(
U2
A2

)

,1

; (13)
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κ0αα =
γα,α

Aα
+

Aα,β

A1A2
γβ, α, β = 1, 2, α 6= β;

κ012 =
A1

A2

(
γ1

A1

)

,2

+
A2

A1

(
γ2

A2

)

,1

.

Напряжения и определяющие соотношения для основного и ва-
рьированного состояний. Физические компоненты σ0ij тензора напря-
жений основного состояния связаны с компонентами тензора дефор-
маций ε0αβ обобщенным законом Гука [16, 17], поэтому для компонент
σ0ij запишем следующие выражения:

σ0ij = σ
0(0)
ij +X

3σ
0(1)
ij , (14)

где

σ0(0)αα = Cααe
0
αα+Cαβe

0
ββ; σ

0(1)
αα = Cαακ

0
αα+Cαβκ

0
ββ, α, β = 1, 2; (15)

σ
0(0)
12 = 2C66e

0
12; σ

0(1)
12 = 2C66κ

0
12; σ

0(0)
23 = 2C44e

0
23; σ

0(1)
23 = 0;

σ
0(0)
13 = 2C55e

0
13; σ

0(1)
13 = 0; σ

0(0)
33 = 0; σ

0(1)
33 = 0.

Здесь Cαβ, α, β = 1, . . . , 6 — компоненты тензора модулей упругости
материала оболочки. Поскольку упругие свойства материала оболочки
одинаковы в основном и варьированном состояниях, для напряжений
σij в варьированном состоянии справедливы аналогичные формулы:

σij = σ
(0)
ij +X

3σ
(1)
ij , (16)

где

σ(0)αα = Cααeαα + Cαβeββ; σ
(1)
αα = Cαακαα + Cαβκββ, α, β = 1, 2;

σ
(0)
12 = 2C66e12; σ

(1)
12 = 2C66κ12; σ

(0)
13 = 2C55e13; (17)

σ
(0)
23 = 2C44e23; σ

(1)
23 = 0; σ

(0)
33 = 0; σ

(1)
33 = 0.

Усилия и моменты в основном и варьированном состояниях
оболочки. Усилия Tαβ , T 0αβ , моменты Mαβ , M0

αβ и перерезывающие
силы Qα, Q0α в основном и варьированном состояниях оболочки вво-
дим по стандартным формулам теории тонких оболочек [17] с учетом
допущения (1) и формул (14), (15)

Tαβ =

h/2∫

−h/2

σαβdX
3 = hσ

(0)
αβ ; T

0
αβ =

h/2∫

−h/2

σ0αβdX
3 = hσ

0(0)
αβ ;

Mαβ =

h/2∫

−h/2

σαβX
3dX3 =

h3

12
σ
(1)
αβ ; M

0
αβ =

h/2∫

−h/2

σ0αβX
3dX3 =

h3

12
σ
0(1)
αβ ; (18)
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Qα =

h/2∫

−h/2

σα3dX
3 = hσ

(0)
α3 ; Q

0
α =

h/2∫

−h/2

σ0α3dX
3 = hσ

0(0)
α3 . (18)

Подставляя в (18) соотношения (15) и (17), получаем определяю-
щие соотношения для оболочки в основном и варьированном состоя-
ниях

Tαα = C̄αα eαα + C̄αβ eββ; T12 = 2 C̄66 e12;
Mαα = Dαακαα +Dαβκββ; M12 = 2D66κ12;

Q1 = 2 C̄55 e13; Q2 = 2 C̄44 e23;
(19)

T 0αα = C̄αα e
0
αα + C̄αβ e

0
ββ; T

0
12 = 2 C̄66 e

0
12;

M0
αα = Dαακ

0
αα +Dαβκ

0
ββ; M

0
12 = 2D66κ

0
12;

Q01 = 2 C̄55 e
0
13; Q

0
2 = 2 C̄44 e

0
23.

(20)

Уравнения равновесия и устойчивости оболочки. В основном
состоянии оболочки имеют место уравнения равновесия [6, 18], сле-
дующие из трехмерных уравнений равновесия упругой среды ((12),
см. работу [14]) относительно усилий T 0αβ , моментов M0

αβ и перерезы-
вающих сил Q0α:

Lα(T
0) + A1A2(kαQ

0
α + F

0
eα) = 0;

Lα(M
0)− A1A2(Q

0
α −M

0
eα) = 0, α = 1, 2; (21)

(A2Q
0
1),1 + (A1Q

0
2),2 − A1A2(k1 T

0
11 + k2 T

0
22 +Δp− F

0
e3) = 0,

где Lα(T 0) — операторы,

Lα(T
0) =

∂AβT
0
αα

∂Xα
+
∂AαT

0
12

∂Xβ
−
∂Aβ

∂Xα
T 0ββ+

∂Aα

∂Xβ
T 012, α, β = 1, 2, α 6= β.

(22)
Формулы для операторов Lα(M0) аналогичны формулам (22), мас-

совые усилия F 0eα, моменты M0
eα и распределенный перепад давления

Δp, действующий на оболочку, заданы.
Для варьированного состояния имеют место трехмерные уравне-

ния устойчивости ((17), см. работу [14]), которые по структуре фор-
мально отличаются от уравнений равновесия для оболочек в основном
состоянии выражением для плотности массовых сил

0
ρ fα = −εαmkB

imσ0 ki = −
3∑

s=1

(Bsβσ
0
sγ − Bsγσ

0
sβ), α = 1, 2, 3. (23)

В связи с этим уравнения теории устойчивости оболочки формаль-
но имеют такой же вид, как и уравнения равновесия, за исключением
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массовых сил Feα, Fe3 и моментов Meα относительно величин варьи-
рованного состояния Tαβ , Mαβ , Qα:

Lα(T ) + A1A2(kαQα + Feα) = 0;

Lα(M)− A1A2(Qα −Meα) = 0, α = 1, 2; (24)

(A2Q1),1 + (A1Q2),2 − A1A2(k1 T11 + k2 T22 − Fe3) = 0.

В (24) Δp = 0 — это следует из нулевых граничных условий на бо-
ковых поверхностях оболочки: σijnj = 0 в варьированном состоянии.
Массовые силы Feα, Fe3 и моменты Meα в этой системе в силу (23),
(14) и (16) имеют следующий вид:

Feα =

h/2∫

−h/2

ρfαdX
3 = −

3∑

s=1

h/2∫

−h/2

(Bsβσ
0
sγ − Bsγσ

0
sβ)dX

3 =

= −
3∑

s=1

∫ h/2

−h/2

(
(B
(0)
sβ +X

3B
(1)
sβ )(σ

0(0)
sγ +X

3σ0(1)sγ )−

−(B(0)sγ +X
3B(1)sγ )(σ

0(0)
sβ +X

3σ
0(1)
sβ )

)
dX3 =

= −
3∑

s=1

(

h(B
(0)
sβ σ

0(0)
sγ − B

(0)
sγ σ

0(0)
sβ ) +

h3

12
(B
(1)
sβ σ

0(1)
sγ − B

(1)
sγ σ

0(1)
sβ )

)

.

Аналогично записываем выражение для моментов

Meα =

h/2∫

−h/2

ρfαX
3dX3 = −

3∑

s=1

h/2∫

−h/2

(Bsβσ
0
sγ − Bsγσ

0
sβ)X

3dX3 =

= −
h3

12

3∑

s=1

(B
(0)
sβ σ

0(1)
sγ − B

(0)
sγ σ

0(1)
sβ +B

(1)
sβ σ

0(0)
sγ − B

(1)
sγ σ

0(0)
sβ ), α = 1, 2, 3.

(25)

Здесь, как и ранее, индексы “α”, “β”, “γ” образуют четную подста-
новку.

Примем во внимание соотношения (18), связывающие усилия T 0αβ ,

моменты M0
αβ и перерезывающие силы Q0α с напряжениями σ0(0)αβ , σ0(1)αβ ,

а также учтем, что согласно (10) B(0)3α = B
(1)
3α = 0 (α = 1, 2, 3), следова-

тельно, при суммировании в формуле (25) по s ненулевыми являются
только два слагаемых — при s = 1 и 2. Тогда формулы (25) можно
привести к виду
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Feα =

= (−1)α(B(0)1β Q
0
1+B

(0)
2β Q

0
2−B

(0)
13 T

0
1β−B

(0)
23 T

0
2β−B

(1)
13 M

0
1β−B

(1)
23 M

0
2β) =

= (−1)α
2∑

s=1

(B
(0)
sβ Q

0
s − B

(0)
s3 T

0
sβ − B

(1)
s3 M

0
sβ), α, β = 1, 2, α 6= β;

Fe3 = −
2∑

s=1

(B
(0)
s1 T

0
s2 − B

(0)
s2 T

0
s1 − (B

(1)
s1 M

0
s2 − B

(1)
s2 M

0
s1)); (26)

Meα = (−1)
α

2∑

s=1

(
h3

12
(B
(1)
sβ Q

0
s − B

(1)
s3 T

0
sβ)− B

(0)
s3 M

0
sβ

)

.

Система уравнений (24) после подстановки в нее формул (26), а
также определяющих соотношений (19) и кинематических соотноше-
ний (8), (9), (12) представляет собой замкнутую систему пяти урав-
нений второго порядка относительно пяти неизвестных функций w(0)1 ,
w
(0)
2 , w(0)3 и w

(1)
1 , w(1)2 . Это и есть искомая система уравнений устой-

чивости для оболочки типа Тимошенко, полученная из трехмерных
уравнений теории устойчивости.

Граничные условия для уравнений равновесия оболочки (24) в
основном состоянии задаются на контуре L, ограничивающем средин-
ную поверхность оболочки. Если часть этого контура L совпадает с
координатной линией Xα, то граничные условия задаются по одному
из каждой пары

(T 0αα = T
e
αα, Uα = U

e
α); (T

0
12 = T

e
12, Uβ = U

e
β); (Qα = Q

e
α, W = W

e);
(27)

(M0
αα =M

e
αα, γα = γ

e
α); (M

0
12 =M

e
12, γβ = γ

e
β).

Для уравнений устойчивости оболочки (24) граничные условия
имеют соответствующий тип, но с нулевыми заданными функциями
(27) на контуре L, ограничивающем оболочку.

Уравнения (24), (26) отличаются от классических уравнений тео-
рии устойчивости оболочек [6] выражением для фиктивных массовых
сил Feα, моментов Meα и перерезывающих сил Fe3, в частности в
классических уравнениях теории Meα = 0. Покажем, что выведенные
уравнения (24), (26) теории устойчивости оболочек для простейшей
задачи совпадают с классическими уравнениями устойчивости.

Расчет устойчивости стержня по предложенной теории. Рассмо-
трим классическую задачу об устойчивости стержня при действии на
него сжимающей продольной нагрузки T e11 ≡ −T

0 < 0. Ось OX1 ори-
ентирована в направлении продольной оси стержня. Поскольку сре-
динная поверхность стержня представляет собой плоскость, для нее
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имеют место равенства

A1 = A2 = 1; k1 = k2 = 0.

При действии на стержень продольной сжимающей нагрузки T e11 в
основном состоянии в нем возникает состояние одноосного растяже-
ния (сжатия), которое описывается уравнениями (это решение системы
уравнений (21), (20), (13)):

U01 = −T
0X1/ C̄11+U10; e

0
11 = −T

0/ C̄11;T
0
11 = −T

0 = const;

T 0αβ = 0,M
0
αβ = 0, Q

0
α = 0.

Здесь U10 — постоянная интегрирования, определяемая из гранично-
го условия на торце стержня. Все остальные основные неизвестные
функции в данной задаче (U02 , γ

0
1 , γ

0
2 и w0) тождественно равны нулю.

Варьированное (неустойчивое) состояние балки будем искать по-
добно решению задачи изгиба балки, в котором отличны от нуля две
основные функции: w(0)3 (прогиб) и w

(1)
1 (угол поворота); причем эти

функции зависят только от продольной координаты X1:

w
(0)
3 , w

(1)
1 ‖ X

1; w
(0)
1 = 0; w

(0)
2 = 0; w

(1)
2 = 0. (28)

Подставляя решение (28) в кинематические соотношения (6), на-
ходим компоненты сопутствующего вектора

ω
(0)
1 = 0; ω

(0)
2 =

1

2
(w
(0)
3,1 − w

(1)
1 ); ω

(0)
3 = 0; ω

(1)
α = 0, α = 1, 2, 3. (29)

Подставив выражения (29) в (8), получим

ω̆(0)α = 0; ω̆
(1)
α = 0; α = 1, 2, 3;

ω
(0)
12 = ω

(0)
2,1 =

1

2
(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1); остальные ω(0)ij = 0,

(30)

т.е. ненулевой является только одна компонента ω
(0)
12 . После подста-

новки (30) в (10) определим, что компонента B(0)12 также ненулевая:

B
(0)
12 = ω

(0)
12 = ω

(0)
2,1 =

1

2
(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1); остальные B(0)ij = 0, B

(1)
ij = 0.

(31)
Учитывая, что из всех величин T 0αβ ,M

0
αβ иQ0α основного состояния

отлична от нуля только компонента T 011, из (26) получаем

Feα = 0; Meα = 0, α = 1, 2; Fe3 = B
(0)
12 T

0
11 =

1

2
(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1)T

0
11. (32)

Подставляя решение (28) в кинематические соотношения (12), нахо-
дим, что ненулевыми являются только деформация сдвига e13 и ис-
кривление κ11:

e13 =
1

2
(w
(0)
3,1 − w

(1)
1 ); e11 = e22 = e12 = e23 = 0; (33)
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κ11 = w
(1)
1,1; κ22 = κ12 = 0. (33)

После подстановки выражений (33) в определяющие соотношения (19)
получим, что только момент M11 и перерезывающее усилие Q1 нену-
левые:

M11 = D11κ11; Q1 = 2 C̄55 e13;

T11 = T22 = T12 = 0; M22 =M12 = 0; Q2 = 0.
(34)

Тогда система уравнений теории устойчивости (24) с учетом (32) со-
держит только два ненулевых уравнения:

M11,1 −Q1 = 0; Q1,1 +B
(0)
12 T

0
11 = 0. (35)

Система (35) совместно с уравнениями (33), (34) представляет собой
замкнутую систему уравнений относительно двух неизвестных функ-
ций w(0)3 и w(1)1 . Подставим выражения для B(0)12 (31) и e13 (32) во второе
уравнение системы (35)

C̄55(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1) +

1

2
(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1)T

(0)
11 = 0,

отсюда

w
(1)
1,1 = −

(
2 C̄55+T

0
11

2 C̄55−T 011

)

w
(0)
3,11.

В силу (42) и (43) имеем

M11 = −D11

(
2 C̄55+T

0
11

2 C̄55−T 011

)

w
(0)
3,11; (36)

B
(0)
12 =

1

2
(w
(0)
3,11 − w

(1)
1,1) =

2 C̄55
2 C̄55−T 011

w
(0)
3,11. (37)

Исключив силу Q1 из двух уравнений системы (35), получим

M11,11 +B
(0)
12 T

0
11 = 0. (38)

Если в уравнение (38) подставить выражения (36) и (37), то можно
записать итоговый вид уравнения теории устойчивости балки:

w
(0)
3,1111 + k

2w
(0)
3,11 = 0, (39)

где

k2 = −
2 C̄55 T

0
11

D11(2 C̄55+T 011)
=

T 0

D11(1− T 0/2 C̄55)
.

Уравнение (39) представляет собой классическое уравнение устой-
чивости стержня, которое обычно выводится из совсем иных исходных
уравнений — из уравнений теории устойчивости пластин с эмпириче-
ски вводимой внешней силой для основного состояния [1, 2, 4, 6].
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Таким образом, показано, что трехмерная теория устойчивости упру-
гих тел для случая тонкого стержня позволяет получить классическое
уравнение теории устойчивости с учетом деформаций поперечного
сдвига [6]. Уравнение (39) с граничными условиями шарнирного за-
крепления

X1 = 0 : U01 = 0, w
(0)
3 = 0, M11 = 0; X

1 = l : w
(0)
3 = 0, M11 = 0

имеет минимальное собственное значение k = π/l, ему соответствует
критическое значение сжимающей нагрузки T 0, при котором происхо-
дит потеря устойчивости стержня

T 0кр =
π2D11

l2
(

1 +
π2D11

2 C̄55 l2

) . (40)

Выражение (40) совпадает с выражением для критической нагруз-
ки, полученным в работе [6]. При очень длинных стержнях, для ко-

торых выполняется условие
π2

24

C11

C55

(
h

l

)2
� 1, из выражения (40)

выведем классическую формулу Эйлера для критической нагрузки:

T 0кр = T
0
э =

π2D11

l2
=
π2hC11

12

(
h

l

)2
.

Выводы. Уравнения теории устойчивости тонких оболочек типа
Тимошенко были получены на основе трехмерных уравнений тео-
рии устойчивости упругих тел при малых деформациях. Отличие этих
уравнений от известных эмпирически или полуэмпирически выводи-
мых уравнений теории устойчивости заключается в разных выраже-
ниях для коэффициентов при усилиях основного (устойчивого) состо-
яния, а также в наличии моментов фиктивных сил основного состо-
яния, которые обычно полагают нулевыми. Для классической задачи
об устойчивости стержня уравнения теории устойчивости сводятся к
классическому уравнению на собственные значения. Однако для более
сложных оболочечных конструкций возможны отличия в уравнениях
теории устойчивости и выражении для критических нагрузок. Этот
вопрос требует дальнейшего изучения.
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