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Э. Н. Б е л я н о в а

О БИКОМПАКТНЫХ РАСШИРЕНИЯХ
ЛОКАЛЬНО БИКОМПАКТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Приведено иное, чем в теореме Магилла, описание всех наростов би-
компактификаций локально бикомпактного хаусдорфова простран-
ства, а также обобщение этого описания и теоремы Магилла на
локально бикомпактные хаусдорфовы отображения.

В настоящей работе пространство будем понимать как топологи-
ческое пространство, непрерывное отображение — как непрерывное
отображение пространств, бикомпактификацию — как хаусдорфову би-
компактификацию пространства или отображения.

Теорема Магилла [1]. Бикомпакт В является наростом некото-
рой бикомпактификации локально бикомпактного хаусдорфова про-
странства Х тогда и только тогда, когда В есть непрерывный образ
стоун-чеховского нароста βХ \Х .

Первое описание всех наростов бикомпактификаций локально
бикомпактного хаусдорфова отображения (теорема Магилла для
отображений). Напомним, что непрерывное отображение называет-
ся бикомпактным, если оно совершенно. Непрерывное отображение
f : X → Y называется хаусдорфовым, если для любых двух точек x
и x′ из X таких, что x 6= x′, f(x) = f(x′), существуют в X дизъюнкт-
ные окрестности. Непрерывное отображение f : X → Y называется
локально бикомпактным, если для любой точки x из X существу-
ют окрестность U в X и окрестность V точки f(x) в Y такие, что
U ⊆ f−1V и отображение f : [U ]f−1V → V бикомпактно.

Обобщим теорему Магилла на локально бикомпактные хаусдорфо-
вы отображения.

Теорема 1. Бикомпактное хаусдорфово отображение g : Z → Y
является наростом некоторой бикомпактификации локально би-
компактного бикомпактифицируемого хаусдорфова отображения
f : X → Y тогда и только тогда, когда существует морфизм наро-
ста χf\f максимальной бикомпактификации χf отображения f на
отображение g.

Доказательство. Пусть отображение g является наростом неко-
торой бикомпактификации локально бикомпактного бикомпактифици-
руемого хаусдорфова отображения f . Существование максимальной
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бикомпактификации χf для отображения f доказано в статье [5]. Су-
ществование морфизма нароста χf\f максимальной бикомпактифи-
кации χf отображения f на нарост g очевидно.

Пусть λ — морфизм нароста χf\f на отображение g. Докажем, что
морфизм λ совершенен. Нарост χfX\X замкнут в χfX и отображение
χf бикомпактно, следовательно, бикомпактно отображение χf\f . По-
скольку χf\f = g ◦ λ, отображение χf\f бикомпактно и отображение
g хаусдорфово, то λ — совершенное отображение [4].

Пусть сfХ — дизъюнктное объединение множеств X и Z, и пусть
ϕ = idX∪λ : χX → X∪Z. Введем на множестве сfХ факторную отно-
сительно отображения ϕ топологию. Поскольку множество Х открыто
в χХ , то на множестве X ⊆ cfX индуцируется исходная топология и
оно открыто в сfХ , кроме того, оно всюду плотно в сfХ . Рассмотрим
отображение сf : X ∪Z → Y такое, что χf = cf ◦ϕ. Это отображение
непрерывно (так как непрерывно χf и факторно ϕ) и бикомпактно (так
как бикомпактно χf). Следовательно, отображение сf : X ∪ Z → Y
является бикомпактификацией отображения f , для которой cf\f = g
(как отображение множества).

Докажем, что исходная топология пространства Z совпадает с
ограничением топологии пространства сfХ на множество Z. Пусть
множество А замкнуто в исходном пространстве Z; тогда множество
ϕ−1А = λ−1А замкнуто в замкнутом в χfX множестве χfX\X и, сле-
довательно, замкнуто в χfX . Получаем, что множество А замкнуто
в пространстве сfХ . Обратно, если множество А ⊆ Z = cfX\X за-
мкнуто в сfX\X , то оно замкнуто в сfХ и множество ϕ−1А замкнуто
в χfX и в χfX\X . Поскольку морфизм λ совершенный, то множе-
ство А = λλ−1(А ∩ Z) замкнуто в исходной топологии пространства
Z. Следовательно, нарост сf\f гомеоморфен отображению g.

Докажем хаусдорфовость бикомпактификации сf . Для этого снача-
ла докажем, что отображение ϕ совершенно. Поскольку совершенное
отображение λ определено на замкнутом подмножестве пространства
χfX\X , то для любого замкнутого в χfX множества А множество

ϕ−1ϕА = А ∪ λ−1λ(А ∩ (χfX\X))

замкнуто. Получаем, что отображение ϕ замкнуто и, очевидно, совер-
шенно.

Пусть теперь различные точки х1, х2 принадлежат пространству
сfХ и сf(x1) = cf(x2) = y. Поскольку отображение ϕ совершенно,
а отображение χf хаусдорфово, то дизъюнктные бикомпактные мно-
жества ϕ−1х 1 и ϕ−1х 2 отделимы насыщенными окрестностями W1 и
W2 в χfX . Образы ϕW1 и ϕW2 и будут дизъюнктными окрестностями
точек х 1, х 2. Хаусдорфовость отображения cf доказана.
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Таким образом, отображение cf является бикомпактификацией
отображения f , нарост которой cf\f есть отображение g. Теорема
доказана.

Замечание 1. В случае одноточечного пространства Y из теоремы 1
следует теорема Магилла.

Второе описание всех наростов бикомпактификаций локально
бикомпактного хаусдорфова отображения. Напомним другое описа-
ние всех наростов бикомпактификаций локально бикомпактного хаус-
дорфова пространства.

Определение 1 [2]. Подмножество U пространства Х называется
ограниченным в Х , если [U ]X — бикомпакт.

Определение 2 [2]. Непрерывное отображение f : X → Z называ-
ется приложением пространства Х к бикомпакту В в пространстве
Z, если:

1) [f(X)]Z — бикомпакт;
2) [f(X\U)]Z = f(X\U ) ∪ B для любого открытого и ограничен-

ного в Хмножества U ;
3) для любой окрестности W бикомпакта В в пространстве Z су-

ществует ограниченное в Х множество U такое, что f (X\U) ⊆ W .
Теорема 2 [2]. Бикомпакт В является наростом некоторой биком-

пактификации локально бикомпактного хаусдорфова пространства
Х тогда и только тогда, когда существует приложение простран-
ства Х к бикомпакту В в хаусдорфовом пространстве Z.

Обобщим этот результат на локально бикомпактные хаусдорфовы
отображения.

Определение 3. Пусть даны локально бикомпактное хаусдорфово
отображение f : X → Y , хаусдорфово отображение g : Z → Y , би-
компактное подотображение g̃ : R → Y отображения g и морфизм
λ : f → g отображения f в отображение g. Морфизм λ называется
приложением отображения f к подотображению g̃ отображения g,
если:

1) R ∩ g−1V ⊆
[
λ
(
f−1V \ [U ]f−1V

)]

Z
для любого открытого V в

Y и любого открытого U в X такого, что U ⊆ f−1V и отображение
f : [U ]f−1V → V бикомпактно;

2) для любой точки y ∈ g̃R и любой окрестности W в Z слоя g̃−1y
существуют окрестность V точки y и множество U ⊆ f−1V такие, что
отображение f : [U ]f−1V → V бикомпактно и λ (f−1V \U) ⊆ W ;

3) отображение fR = f : (X\f−1(g̃R))→ Y \g̃R бикомпактно.
Теорема 3. Если существует приложение λ локально бикомпакт-

ного хаусдорфова отображения f : X → Y к бикомпактному под-
отображению g̃ : R → Y хаусдорфова отображения g : Z → Y ,
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то существуют бикомпактификация cf : cfX → Y отображения f
такая, что cf\f = g̃, и морфизм cλ : cf → g такой, что cλ являет-
ся продолжением морфизма λ и cλ : cf\f → g̃ — изоморфизм cf\f
на подотображение g̃.

Доказательство. Пусть сfX = X ∪ R и cf = f ∪ g̃ : X ∪ R → Y .
Рассмотрим отображение cλ = λ∪ idg̃ : X∪R→ Z. Докажем, что cλ —
морфизм cf в g. Если x ∈ X , то

cf (x) = f (x) = g (λ (x)) = g (cλ (x)) .

Если x ∈ R, то
cf (x) = g̃ (x) = g (cλ (x)) .

Таким образом, cf = g ◦ cλ.
Введем на cfX топологию, база В которой состоит из всех мно-

жеств, открытых в пространстве Х , а также всех подмножеств про-
странства cfX вида

(cλ)−1
(
O ∩ g−1V

)
\ [U ]f−1V ,

где множество О открыто в Z, множество V открыто в Y , множество
U открыто в Х , U ⊆ f−1V , и отображение f : [U ]f−1V → V бикомпакт-
но. Докажем, что база В определена корректно. Достаточно доказать,
что пересечение двух множеств из В указанного вида также является
элементом В .

Пусть
Wi = (cλ)

−1 (
Oi ∩ g

−1Vi
)
\ [Ui]f−1Vi ,

где множество Oi открыто в Z, множество Vi открыто в Y , множе-
ство Ui открыто в Х , Ui ⊆ f−1Vi, и отображение f : [Ui]f−1Vi → Vi
бикомпактно, i = 1, 2. Поскольку отображение

f :
[
(U1 ∪ U2) ∩ f

−1 (V1 ∩ V2)
]
f−1(V1∩V2)

→ V1 ∩ V2

бикомпактно, то

W1 ∩W2 =

= cλ−1
(
(O1∩O2)∩g

−1 (V1∩V2)
)
\
[
(U1 ∪ U2) ∩ f

−1 (V1 ∩ V2)
]
f−1(V1∩V2)

— элемент базы.
Заметим, что (cλ)−1 (O ∩ g−1V ) \ [U ]f−1V =

(
(cf)−1 V \ [U ]f−1V

)
∩

∩ (cλ)−1O. Если в качестве множества V взять все пространство Y , в
качестве множества U взять пустое множество, то видно, что прообраз
при отображении сλ любого открытого в пространстве Z множества
открыт в cfX . Поэтому отображение cλ непрерывно. Кроме того, по
построению отображение cλ является продолжением морфизма λ и
cλ : cf\f → g̃ — изоморфизм cf\f на g̃.
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Отображение сf непрерывно, так как cf = g ◦ cλ и непрерывны
отображения g и cλ.

Докажем, что отображение cf является бикомпактификацией
отображения f .

Сначала докажем, что cf является расширением отображения f .
Множество X открыто в cfX , докажем, что оно всюду плотно
в cfX . Достаточно доказать, что любая точка множества cfX\X = R

является точкой прикосновения множества X . Рассмотрим
в cfX\X произвольную точку r и ее базисную окрестность W =
= (cλ)−1 (O ∩ g−1V ) \ [U ]f−1V , где множество О открыто в Z, мно-
жество V открыто в Y , множество U открыто в Х , U ⊆ f−1V , и
отображение f : [U ]f−1V → V бикомпактно.

Поскольку r ∈ W ∩ (cfX\X), то

r ≡ cλ (r) ⊆ cλ
((
(cλ)−1

(
O ∩ g−1V

)
\ [U ]f−1V

)
∩ (cfX\X)

)
⊆

⊆ cλ
(
(cλ)−1

(
O ∩ g−1V

))
∩ cλ (cfX\X) ⊆ O ∩ g−1V ∩R.

Множество O∩g−1V является окрестностью точки r в Z, и так как
для морфизма λ выполняется условие 1) определения 3, то

(
O ∩ g−1V

)
∩ λ

(
f−1V \ [U ]f−1V

)
6= ∅.

Это значит, что

∅ 6= λ−1
(
O ∩ g−1V

)
∩
(
f−1V \ [U ]f−1V

)
=

=
(
λ−1

(
O ∩ g−1V

)
\ [U ]f−1V

)
∩ f−1V ⊆

⊆
(
λ−1

(
O ∩ g−1V

)
\ [U ]f−1V

)
∩X,

следовательно, W = (cλ)−1 (O ∩ g−1V ) \ [U ]f−1V имеет с Хнепустое
пересечение. Значит, множество Х всюду плотно в cfX . Таким обра-
зом, отображение cf является расширением отображения f .

Докажем, что отображение cf хаусдорфово. Пусть x1 6= x2 и
cf(x1) = cf(x2) = y. В случае x1, x2 ∈ X существование дизъюнкт-
ных окрестностей точек x1 и x2 в cfX следует из хаусдорфовости
отображения f и определения топологии на cfX . Пусть x1, x2 ∈ R.
Поскольку отображение g хаусдорфово, то существуют окрестности
O1 и O2 точек x1 и x2 в Z такие, что O1∩O2 = ∅. Тогда дизъюнктными
окрестностями точек x1 и x2 в cfX являются базисные окрестности
(cλ)−1O1 и (cλ)−1O2. Пусть теперь x1 ∈ X , x2 ∈ R. В силу локаль-
ной бикомпактности отображения f существуют окрестность U ⊆ X
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точки x1 и открытое множество V ⊆ Y такие, что U ⊆ f−1V и
отображение f : [U ]f−1V → V бикомпактно. Тогда множества U и

(cλ)−1 (Z ∩ g−1V ) \ [U ]f−1V являются дизъюнктными окрестностями
точек x1, x2 в cfX .

Докажем, что отображение cf замкнуто во всех точках y ∈ Y .
Пусть y ∈ g̃R ⊆ Y и W — произвольная окрестность множества
(cf)−1 y = f−1y ∪ g̃−1y в пространстве cfX . Поскольку подотображе-
ние g̃ = cf\f бикомпактно, то существует конечное покрытие слоя
g̃−1y в cfX базисными множествами

Si = (cλ)
−1 (

Oi ∩ g
−1Vi

)
\ [Ui]f−1Vi ,

где множество Oi открыто в Z, множество Vi открыто в Y , множе-
ство Ui открыто в Х , Ui ⊆ f−1Vi, и отображение f : [Ui]f−1Vi → Vi
бикомпактно, i = 1, . . . , n, такое, что ∪{Si : i = 1, ..., n} ⊆ W .

Докажем следующее
Утверждение. Если существует конечное покрытие слоя g̃−1y в

cfX базисными множествами

Si = (cλ)
−1 (

Oi ∩ g
−1Vi

)
\ [Ui]f−1Vi ,

где множество Oi открыто в Z, множество Vi открыто в Y, множе-
ство Ui открыто в Х , Ui ⊆ f−1Vi, и отображение f : [Ui]f−1Vi → Vi
бикомпактно, i = 1, . . . , n, то существует открытое базисное мно-
жество

S = (cλ)−1
(
O ∩ g−1V 1

)
\
[
U1
]
f−1V 1

,

где множество О открыто в Z, множество V 1 открыто в Y, множе-
ство U1 открыто вХ , U1 ⊆ f−1V 1, и отображение f : [U1]f−1V 1 → V 1

бикомпактно, такое, что g̃−1y ⊆ S ⊆ ∪{Si : i = 1, . . . , n}.
Действительно, пусть V 1 = ∩{Vi : i = 1, . . . , n}, O = ∪{Oi : i =

= 1, . . . , n}, U1 = (∪{Ui : i = 1, . . . , n}) ∩ f−1V 1. Поскольку
[
U1
]
f−1V 1

=
[
(∪{Ui : i = 1, . . . , n}) ∩ f

−1V 1
]
f−1V 1

=

= ∪
{[
Ui ∩ f

−1V 1
]
f−1V 1

: i = 1, . . . , n
}

и отображения f : [Ui]f−1Vi → Vi, i = 1, . . . , n, бикомпактны, то
отображение f : [U1]f−1V 1 → V 1 бикомпактно. Потому открытое

множество S = (cλ)−1 (O ∩ g−1V 1) \ [U1]f−1V 1 является базисным
и g̃−1y ⊆ S ⊆ ∪{Si : i = 1, . . . , n}. Утверждение доказано.

Продолжим доказательство теоремы. Пусть S, U1и V 1 — та-
кие, как в утверждении. Покольку отображение g̃ замкнуто и для
морфизма λ выполняется условие 2) определения 3, то, не огра-
ничивая общности рассуждений, можно считать, что g̃−1V 1 ⊆ S
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и для окрестности O ∩ g−1V 1 слоя g̃−1y в Z существует множе-
ство U2 ⊆ f−1V 1 такое, что отображение f : [U2]f−1V 1 → V 1 би-
компактно и λ (f−1V 1\U2) ⊆ O ∩ g−1V 1. Так как отображение
f : [U1 ∪ U2]f−1V 1 → V 1 бикомпактно, то для окрестности W слоя
f−1y ∩ [U1 ∪ U2]f−1V 1 существует окрестность V 2 точки y такая, что
f−1V 2 ∩ [U1 ∪ U2]f−1V 1 ⊆ W . Тогда для окрестности V ∗ = V 1 ∩ V 2

точки y имеем (cf)−1 V ∗ ⊆ W .
Пусть теперь y ∈ Y \g̃R и W — произвольная окрестность множе-

ства cf−1y = f−1y в cfX . Отображение fR замкнуто, следовательно,
для окрестности W ∩ (X\f−1g̃R) множества f−1R y = f−1y существует
окрестность V точки у в Y \g̃R, а значит, и в пространстве Y такая, что
f−1V ⊆ W ∩ (X\f−1g̃R) ⊆ W . Замкнутость отображения cf доказана.

Докажем, что прообраз каждой точки y ∈ Y при отображении cf
бикомпактен. Если y ∈ Y \g̃R, то множество cf−1y бикомпактно в силу
бикомпактности отображения fR. Пусть y ∈ g̃R. Пусть S — произволь-
ное открытое покрытие множества (cf)−1 y = f−1y∪ g̃−1y в простран-
стве cfX . Не ограничивая общности рассуждений, можно считать,
что оно состоит из базисных множеств. Выберем из него конечное
подпокрытие бикомпактного слоя g̃−1y. По утверждению существует
открытое базисное множество S0 = (cλ)

−1 (O ∩ g−1V )\ [U ]f−1V , где
множество О открыто в Z, множество V открыто в Y , множество U
открыто в Х , U ⊆ f−1V , и отображение f : [U ]f−1V → V бикомпакт-
но, такое, что g̃−1y ⊆ S0. Можно считать, что S0 ∈ S. Для окрестности
(O ∩ g−1V ) слоя g̃−1y в Z по условию 2) определения 3 существуют
окрестность V0 точки y и множество U0 ⊆ f−1V0 такие, что отобра-
жение f : [U0]f−1V0 → V0 бикомпактно и λ (f−1V0\U0) ⊆ (O ∩ g−1V ).
Выберем из S конечные подсистемы S1 и S2, покрывающие биком-
пактные множества f−1y ∩ [U ]f−1V и f−1y ∩ [U0]f−1V0 соответственно.
Тогда система S0∪S1∪S2 является конечным подпокрытием покрытия
S. Послойная бикомпактность отображения cf доказана.

Очевидно, ограничение отображения cf на множество сfX\X = R
совпадает с отображением g̃.

Таким образом, отображение cf : cfX → Y является бикомпакти-
фикацией отображения f такой, что cf\f = g̃. Теорема доказана.

Теорема 4. Бикомпактное отображение g̃ : R→ Y является наро-
стом некоторой бикомпактификации локально бикомпактного хаус-
дорфова отображения f : X → Y тогда и только тогда, когда суще-
ствуют хаусдорфово отображение g : Z → Y , имеющее g̃ в качестве
подотображения, и приложение λ отображения f к подотображе-
нию g̃ отображения g.

Доказательство. Пусть cf : cfX → Y — бикомпактификация ото-
бражения f такая, что cf\f = g̃. В качестве λ возьмем тождественное
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вложение пространства Х в Z = cfX = X ∪ R. Докажем, что λ явля-
ется приложением отображения f к подотображению g̃ отображения
g = cf. Очевидно, λ есть морфизм отображения f в отображение cf .

Докажем, что выполняется условие 1) определения 3. Пусть мно-
жество V открыто в Y , множество U открыто в Х , U ⊆ f−1V , и ото-
бражение f : [U ]f−1V → V бикомпактно. Рассмотрим произвольную

окрестность Oz в пространстве Z точки z ∈ R∩ g−1V = R∩ (cf)−1 V .

Множество Oz ∩
(
(cf)−1 V \ [U ]f−1V

)
также является окрестностью

точки z в cfX . Поскольку R ⊆ [X]cfX , то

∅ 6=
(
Oz ∩

(
(cf)−1 V \ [U ]f−1V

))
∩X = Oz ∩

(
f−1V \ [U ]f−1V

)
.

Значит,

R ∩ (cf)−1 V ⊆
[(
f−1V \ [U ]f−1V

)]

Z
=
[
λ
(
f−1V \ [U ]f−1V

)]

Z

для любого открытого V в Y , любого открытого U в X , такого, что
U ⊆ f−1V и отображение f : [U ]f−1V → V бикомпактно.

Докажем, что выполняется условие 2) определения 3. Рассмо-
трим y ∈ g̃R и произвольную окрестность W слоя g̃−1y в cfX .
Поскольку g̃ является бикомпактным отображением, то существу-
ет окрестность V точки y такая, что g̃−1V ⊆ W ∩ R. Множе-
ство U = (cf)−1 V \W ⊆ f−1V замкнуто в cf−1V , следовательно,
f = cf : [U ]f−1V → V бикомпактно и f−1V \U = λ (f−1V \U) ⊆ W .

Докажем, что выполняется условие 3) определения 3. Отображение
fR = f : (X\f−1(g̃R))→ Y \g̃R бикомпактно как сужение бикомпакт-
ного отображения cf на полный прообраз множества Y \g̃R.

Таким образом, морфизм λ является приложением отображения f
к подотображению g̃ отображения cf .

Пусть теперь существуют отображение g : Z → Y , имеющее g̃ в
качестве подотображения, и приложение λ отображения f к подото-
бражению g̃ отображения g. Тогда по теореме 3 существует бикомпак-
тификация cf : cfX → Y отображения f такая, что cf\f = g̃. Теорема
доказана.

Замечание 2. В случае одноточечного пространства Y из опреде-
ления 3 получается новое определение приложения пространства Х к
бикомпакту В в пространстве Z, которое отличается от определения 2.

Определение 4. Отображение f : X → Z называется приложением
пространства Х к бикомпакту В в пространстве Z, если:

1) B ⊆ [f(X\U)]Z для любого открытого и ограниченного в Х
множества U ;

2) для любой окрестности W бикомпакта В в пространстве Z су-
ществует ограниченное в Х множество U такое, что f (X\U) ⊆ W .
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В случае одноточечного пространства Y из доказанной теоремы 4
получаем

Следствие. Следующие утверждения эквивалентны:
1) бикомпакт В является наростом некоторой бикомпактифика-

ции локально бикомпактного хаусдорфова пространства Х тогда и
только тогда, когда существует приложение пространства Х к би-
компакту В в хаусдорфовом пространстве Z в смысле определения 4;

2) бикомпакт В является наростом некоторой бикомпактифика-
ции локально бикомпактного хаусдорфова пространства Х тогда и
только тогда, когда существует приложение пространства Х к би-
компакту В в хаусдорфовом пространстве Z в смысле определения 2.
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