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УДК 550.837

Е. П. К о ч у р а, А. В. С к р и п к и н,
С. В. С о б о л е в

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ
В ЭЛЕКТРОПРОВОДНОМ ПЛОСКОМ СЛОЕ,
ВЫЗВАННОГО ПАДЕНИЕМ НА
ПОВЕРХНОСТЬ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО
ИМПУЛЬСА СТУПЕНЧАТОЙ ФОРМЫ

Рассмотрен процесс взаимодействия электромагнитного импульса
ступенчатой формы с плоским однородным и слабонеоднородным
проводящим слоем. В качестве примера получено распределение на-
пряженности электрического поля в слое в случае экспоненциально
убывающей добавки к постоянной проводимости.

Прогресс в создании генераторов электромагнитных импульсов с
обостренными фронтами стимулировал в последние годы интерес к
задачам исследования взаимодействия таких импульсов с различными
средами и объектами [1, 2].

Одной из целей решения подобных задач служит выявление фи-
зических процессов, вызывающих то или иное распределение элек-
тропроводности в изучаемом образце. Это позволит контролировать
протекание этих процессов с помощью мониторинга профиля прово-
димости образца [3, 4].

Неоднородной электропроводностью могут обладать искусствен-
но созданные проводящие среды: композиционные материалы [5, 6],
металлы с нанесенными защитными покрытиями [7, 8], различные по-
лупроводники [3, 9], а также конденсированные природные среды. Для
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получения композиционных материалов с требуемыми свойствами ча-
сто необходимы знания их электрических характеристик. Поэтому ре-
зультаты определения наиболее важной из них — электропроводности
— могут стать источником информации о структуре композита [6].

Самостоятельный интерес представляет изучение различных па-
раметров конденсированных материалов, связанных с профилями их
проводимости. Например, при исследовании процессов роста кристал-
лов важно знать законы распределения примесей и различных струк-
турных дефектов в них [10, 11], а при разработке современных техно-
логий получения новых материалов из слоистых полупроводников —
интеркаляции — требуется контролировать процесс внедрения интер-
калянта в исходные матрицы [12, 13].

Для установления необходимых технологических режимов роста
кристаллов из расплава требуется информация о пространственном
распределении примесей (а так же структурных дефектов) в полу-
чаемых слитках, вводимых как искусственно, так и оказывающихся
в загрузке из-за несовершенства технологии роста или очистки ис-
ходных компонентов. Обычно эта задача решается либо с использо-
ванием сложных методов анализа (например, рентгеноспектрального
электрозондового микроанализа вдоль всего образца [10]), либо с по-
мощью исследования гальваномагнитных свойств различных частей
слитка [11]. Ввиду корреляции распределения примесей с удельной
электропроводностью среды, часть из указанных выше проблем мо-
жет быть снята путем определения профиля электропроводности сре-
ды по отклику на внешнее электромагнитное воздействие. Поэтому
использование внешних электромагнитных импульсов с обостренны-
ми передними фронтами является более перспективным по сравнению
с высокочастотными электромагнитными полями, ввиду существен-
но более быстрого затухания последних с удалением от поверхности
образца.

Рассмотрим процесс распространения электромагнитного возму-
щения в материале плоского неоднородного проводящего слоя, вы-
званного нормальным падением ступенчатого импульса на одну из
границ слоя.

Пусть на плоскую границу z = 0 находящегося в вакууме про-
водящего слоя толщиной а с удельной электропроводностью σ(z) из
области 1 (z < 0) по нормали падает плоский электромагнитный им-
пульс ступенчатой формы:

E = E0θ
(
t−
z

c

)
, B = B0θ

(
t−
z

c

)
, Е0 = const, B0 = const,

(1)
где θ — функция Хевисайда, с — скорость света в вакууме.
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Характеристики поля в слое — E2, B2, в областях 1 и 3 (z > a) —
E1, B1 и E3, B3 соответственно удовлетворяют уравнениям электро-
динамики, которые в безразмерной форме запишутся в виде

∂2Ẽ1

∂z̃2
=
∂2Ẽ1

∂t̃2
,
∂2B̃1

∂z̃2
=
∂2B̃1

∂t̃2
,

∂2Ẽ2

∂z̃2
=
∂2Ẽ2

∂t̃2
+ λ(z̃)

∂Ẽ2

∂t̃
,
∂2B̃2

∂z̃2
=
∂2B̃2

∂t̃2
+ λ(z̃)

∂B̃2

∂t̃
,

∂2Ẽ3

∂z̃2
=
∂2Ẽ3

∂t̃2
,
∂2B̃3

∂z̃2
=
∂2B̃3

∂t̃2
.

(2)

Здесь z̃ = z/a, t̃ = ct/an, λ(z̃) =
μ0caσ(z̃)

n
. В уравнениях для Ẽ2 и B̃2

пренебрежено эффектами намагничивания материала (μ=1), а показа-
тель преломления материала слоя n =

√
ε считается постоянным. На

границах слоя должны выполняться следующие условия непрерывно-
сти характеристик электромагнитного поля:

Ẽ1

∣
∣
∣
z̃=0−

= Ẽ2

∣
∣
∣
z̃=0+
, Ẽ2

∣
∣
∣
z̃=1−

= Ẽ3

∣
∣
∣
z̃=1+
,

B̃1

∣
∣
∣
z̃=0−

= B̃2

∣
∣
∣
z̃=0+
, B̃2

∣
∣
∣
z̃=1−

= B̃3

∣
∣
∣
z̃=1+
.

(3)

Полагаем, что фронт импульса (1) достигает поверхности слоя (z = 0)
в момент времени t = 0. Тогда при t = 0

E1 = E0

(
−
z

c

)
, B1 = B0

(
−
z

c

)
, E2 = 0, B2 = 0, E3 = 0, B3 = 0.

(4)

Решение задачи (2)–(4) может быть получено с использованием
методов операционного исчисления. Основные трудности связаны с
тем, что из-за предполагаемой в общем случае зависимости σ от z для
изображений по Лапласу получаются дифференциальные уравнения с
переменными коэффициентами. Задача значительно упрощается, когда
по отношению к σ среда однородна или слабонеоднородна.

Однородно проводящий слой. В результате решения системы
уравнений (2)–(4) при условии σ = σ0 = const для искомой зависи-
мости напряженности электрического поля от координаты и времени
в проводящем слое для двух предельных случаев получаем:
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а) при λ� 1

Ẽ2(z̃, t̃) =

=






0 при t̃ < z̃,

e−
λz̃
2 +
λz̃

2

t̃∫

z̃

e−
λτ
2
I1
(
λ
√
τ 2 − z̃2

/
2
)

√
τ 2 − z̃2

dτ при z̃ < t̃ < 2− z̃,

e−
λt̃
2

[
2I0

(
λ
√
τ 2 − z̃2

/
2
)
+ u(z̃) + u(2− z̃)

]
при t̃ > 5,

(5)

где

u(x) =
λ

2

t̃∫

x

e−
λ
2 (t̃−τ)I0

(
λ

2

√
τ 2 − x2

)

×

×

[

I0

(
λ

2
(t̃− τ)

)

+ I1

(
λ

2
(t̃− τ)

)]

dτ.

В приведенных выражениях I0 (x), I1 (x) — модифицированные функ-
ции Бесселя нулевого и первого порядков соответственно;

б) при λ� 1

Ẽ2(z̃, t̃) =






0 при t̃ < z̃,

erfc

(
(2− z̃)

√
λ

2
√
t̃

)

+ erfc

(
z̃
√
λ

2
√
t̃

)

при t̃ > z̃.
(6)

Здесь erfc(x) — дополнительный интеграл ошибок.
Если параметры среды σ(z) и n таковы, что значения λ не удо-

влетворяют неравенствам λ � 1 или λ � 1, то нахождение анали-
тических решений для поля в слое невозможно ввиду трудностей,
связанных с обратным преобразованием Лапласа.

В формулах (5) и (6) равенство нулю характеристики поля Ẽ2
(
z̃, t̃
)

при t̃ < z̃ является следствием конечной скорости распространения
возмущения. Промежуток времени z̃ < t̃ < 2 − z̃ соответствует про-
цессу распространения возмущения с момента его прихода в точку z̃
до момента прихода в эту же точку отраженного от задней границы
слоя возмущения. Последняя строка в выражении (5) описывает поле
на интервале времени t̃ > 5. Отсутствие решения при 2 − z̃ < t̃ < 5
связано с трудностями нахождения обратного преобразования Лапласа
для этого интервала времени.
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Рис. 1. Временная зависимость напряженности электрического поля в плоском
однородном проводящем слое для z̃ = 0z̃ = 0z̃ = 0 в безразмерной форме при λ = 0, 1λ = 0, 1λ = 0, 1 (1)
и λ = 0, 2λ = 0, 2λ = 0, 2 (2) — а; λ = 100λ = 100λ = 100 (1) и λ = 200λ = 200λ = 200 (2) — б

Временная зависимость напряженности электрического поля Ẽ2
(
t̃
)

(5) на поверхности слоя для двух различных значений λ приведена на
рис. 1, а. Как видно, напряженность электрического поля уменьшается
достаточно медленно, что обусловлено малостью произведения σа в
выражении для λ. При этом с ростом λ поле на поверхности слоя
убывает с течением времени быстрее, стремясь к единице при t→∞.

На рис. 1, б показана временная зависимость напряженности элек-
трического поля Ẽ2

(
t̃
)

(6) при z̃ = 0 для различных значений λ. В этом
случае функция Ẽ2

(
t̃
)

плавно растет, стремясь к постоянному значе-
нию Ẽ2=1, которое отвечает полю падающего импульса.

Случай слабонеоднородного проводящего слоя. Получим коор-
динатно-временную зависимость возмущения напряженности элек-
трического поля Ẽ2

(
z̃, t̃
)
, распространяющегося в слабонеоднородном

80 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2006. № 2



проводящем слое с удельной электропроводностью вида

σ̃(z̃) =
σ(z̃)

σ0
= 1 +

σ1(z̃)

σ0
, |σ1(z̃)| � σ0, (7)

при заданных начальных (1) и граничных (3) условиях. Для этого
воспользуемся методом последовательных приближений, приняв за
нулевое решение задачи (5)–(6), отвечающее случаю однородной про-
водимости (σ = σ0 = const). В первом приближении решение задачи
будем искать в виде

Ẽ1 ∼= Ẽ10 + Ẽ11, B̃1 ∼= B̃10 + B̃11,

Ẽ2 ∼= Ẽ20 + Ẽ21, B̃2 ∼= B̃20 + B̃21,

Ẽ3 ∼= Ẽ30 + Ẽ31, B̃3 ∼= B̃30 + B̃31,

(8)

где вторые слагаемые являются малыми поправками к первым, исче-
зающие при σ1(z)→ 0.

В безразмерном виде поправки Ẽ21
(
z̃, t̃
)

и B̃21
(
z̃, t̃
)

к напряженно-
сти электрического Ẽ20

(
z̃, t̃
)

и индукции магнитного B̃20
(
z̃, t̃
)

полей
в среде удовлетворяют уравнениям

∂2Ẽ21

∂z̃2
−
∂2Ẽ21

∂t̃2
− λ
∂Ẽ21

∂t̃
= λσ̃1 (z̃)

∂Ẽ20

∂t̃
, (9)

∂Ẽ21

∂z̃
= −
∂B̃21

∂t̃
. (10)

(В областях 1 и 3 уравнения электродинамики те же, что и в обла-
сти 2).

При решении задачи (8)–(10) с учетом граничных (3) и начальных
(4) условий по-прежнему используем методы операционного исчисле-
ния, а также метод вариации постоянных при решении неоднородных
обыкновенных дифференциальных уравнений, которым удовлетворя-
ют Лаплас-образы полей Ẽ21 и B̃21. В частности для Лаплас-образа
Ẽ21p (z̃, p) в процессе решения получим выражение

Ẽ21p = λ

√
p

p+ λ

∫
σ̃1(z

′) sh
[√
p(p+ λ)(z̃ − z′)

]
E20p (z̃, p) dz

′, (11)

где sh(x) — гиперболический синус, Ẽ20p (z̃, p) — изображение напря-
женности электрического поля в нулевом приближении (см. (5) и (6)).

Выражение (11) путем его обращения позволяет получить коорди-
натно-временную зависимость поправки Ẽ21

(
z̃, t̃
)

к напряженности
электрического поля Ẽ20

(
z̃, t̃
)
.
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Рассмотрим пример. Пусть добавка к удельной электропроводно-
сти σ0 изменяется по закону

σ1(z̃)

σ0
= γ exp(−αz̃),

где γ � 1 и α > 0 — безразмерные константы.

Тогда для искомой координатно-временной зависимости поправки
Ẽ21

(
z̃, t̃
)
, путем обращения выражения (11), получим:

а) при λ� 1

Ẽ21
(
z̃, t̃
)
=

=






0 при 0 < t̃ < z̃,

λγ

2α
e−α(z̃+

t̃
2)

t̃∫

z̃

e
ατ
2

τ − z̃
dτ при z̃ < t̃ < 2− z̃,

λγe−αt̃

16(r − s)

[
f1(z̃, t̃) + f2(z̃, t̃) + f3(z̃, t̃) + f4(z̃, t̃)

]
при t̃ > 5.

(12)

Функции f1
(
z̃, t̃
)
, f2
(
z̃, t̃
)
, f3
(
z̃, t̃
)
, f4
(
z̃, t̃
)

и постоянные r, s в выра-
жении(12) определяются следующим образом:

f2(z̃, t̃) = α

t̃∫

z̃

e−
λτ
2 I0

(
λ
√
τ 2 − z̃2/2

)(
se−s(t̃−τ) − re−r(t̃−τ)

)
dτ ,

f3(z̃, t̃) = 2λe
−λ(2−z̃)

2

(
e−r(t̃+z̃−2) − e−s(t̃+z̃−2)

)
+

+2λ2(2−z̃)

t̃∫

2−z̃

e−
λτ
2

I1

(
λ
√
τ 2 − (2− z̃)2

/
2
)

√
τ 2 − (2− z̃)2

(
e−r(t̃−τ) − e−s(t̃−τ)

)
dτ ,

f4(z̃, t̃) = λα

t̃∫

2−z̃

e−
λτ
2 I0

(
λ
√
τ 2 − (2− z̃)2

/
2
)(
e−r(t̃−τ) − e−s(t̃−τ)

)
dτ ,

r =
1

2

(
λ+
√
λ2 + α2

)
, s =

1

2

(
λ−
√
λ2 + α2

)
.
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б) при λ� 1

Ẽ21(z̃, t̃) =

=






0 при t̃ < z̃,

γ
√
λ

2

[
1

α
√
πt

(

e−
√
λz̃
4t̃ − e−

√
λ(2−z̃)

4t̃

)

+

+
1

2
√
λ

(

erfc

(√
λz̃

2
√
t̃

)

− erfc

(√
λ(2 + 3z̃)

2
√
t̃

))]

при t̃ > z̃

(13)

Временная зависимость поправки Ẽ21
(
z̃, t̃
)
, определяемой выра-

жением (12), к напряженности электрического поля Ẽ20
(
z̃, t̃
)
, опреде-

ляемой выражением (5), для z̃ = 0 при различных значениях γ (λ� 1)
показана на рис. 2.

На рис. 3 приведена временная зависимость поправки Ẽ21
(
z̃, t̃
)
,

определяемой выражением (13), к напряженности электрического поля
Ẽ20

(
z̃, t̃
)

для z̃ = 0 при различных значениях γ (λ� 1).
Из сопоставления значений напряженности электрического поля в

нулевом приближении (см. рис. 1, а, б ) и соответствующих им попра-
вок первого порядка малости (см. рис. 2 и 3) следует, что для выбран-
ных безразмерных постоянных α и γ неоднородность удельной элек-
тропроводности оказывает влияние на полную напряженность элек-
трического поля Ẽ2 на поверхности слоя: при одинаковых значениях
α отношение Ẽ21/Ẽ2 ≈ γ/2.

Аналогичные вычисления позволяют определить координатно-
временные характеристики электромагнитного поля для широкого
спектра профилей электропроводности материала слоя, из сопоста-
вления которых с экспериментальными кривыми зондирования слоя

Рис. 2. Временная зависимость поправки напряженности электрического по-
ля в слое, проводимость которого убывает по экспоненциальному закону при
λ = 0, 1λ = 0, 1λ = 0, 1, α = 0, 2α = 0, 2α = 0, 2, γ = 0, 1γ = 0, 1γ = 0, 1 (1), γ = 0, 2γ = 0, 2γ = 0, 2 (2) для z̃ = 0z̃ = 0z̃ = 0 в безразмерной форме
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Рис. 3. Временная зависимость поправки напряженности электрического по-
ля в слое, проводимость которого убывает по экспоненциальному закону при
λ = 100λ = 100λ = 100, α = 0, 2α = 0, 2α = 0, 2, γ = 0, 1γ = 0, 1γ = 0, 1 (1), γ = 0, 2γ = 0, 2γ = 0, 2 (2) для z̃ = 0z̃ = 0z̃ = 0 в безразмерной форме

можно установить зависимость удельной электропроводности слоя от
координаты.
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