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МАРКОВСКИЙ ПРОЦЕСС ЭПИДЕМИИ ВЕЙСА
И ВЕТВЯЩИЕСЯ ПРОЦЕССЫ

Предложенный в работе [17] метод построения замкнутого реше-
ния уравнений Колмогорова для экспоненциальной (двойной) произ-
водящей функции переходных вероятностей применен к двумерно-
му марковскому процессу гибели специального вида. Получено ин-
тегральное представление для производящей функции переходных
вероятностей, использующее специальные функции. Приведены вы-
ражения для математического ожидания и дисперсии случайного
процесса, и установлена предельная теорема.

Определение марковского процесса эпидемии. На множестве со-
стояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .} рассматривается однород-
ный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)), t ∈ [0,∞), с
переходными вероятностями P (α1,α2)(β1,β2)

(t) = P {ξ(t) = (β1, β2) | ξ(0) =
= (α1, α2)}. Пусть при t → 0+ переходные вероятности имеют вид
(μ ≥ 0)

P
(α1,α2)
(α1,α2−1)

(t) = p1α1α2t+ o (t), P
(α1,α2)
(α1+1,α2−1)

(t) = p2α1α2t+ o (t),

P
(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = μα1t+ o (t), P
(α1,α2)
(α1,α2)

(t) = 1− (α1α2 + μα1)t+ o (t).

(1)

Здесь p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p1 + p2 = 1. Введем производящие функции
(|s1| ≤ 1, |s2| ≤ 1)

F(α1,α2)(t; s1, s2) =
∞∑

β1,β2=0

P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)sβ11 s
β2
2 , (α1, α2) ∈ N

2. (2)

Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмого-
рова для переходных вероятностей в случае процесса ξ(t) равносильна
уравнению в частных производных [2, 15]:

∂F(α1,α2)

∂t
= (p2s

2
1 + p1s1 − s1s2)

∂2F(α1,α2)

∂s1∂s2
+ μ (1− s1)

∂F(α1,α2)

∂s1
, (3)

с начальным условием F(α1,α2)(0; s1, s2) = s
α1
1 s
α2
2 .

Событие {ξ(t) = (α1, α2)} интерпретируется как наличие сово-
купности из α1 частиц типа T1 и α2 частиц типа T2. Следующее
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Скачки марковских процессов гибе-
ли на N2

описание принято в вероятност-
ных моделях распространения
эпидемии [2–4]. Частицы типа
T1 интерпретируются как боль-
ные особи, частицы типа T2
как здоровые особи, восприим-
чивые к инфекционному забо-
леванию. Можно полагать, что
через случайное время τ 2(α1,α2),
P {τ 2(α1,α2) ≤ t} = 1 − e−α1α2t,
происходит контакт частицы ти-
па T1 с частицей типа T2. Эта
пара частиц с вероятностью p1
заменяется частицей типа T1 (за-

болевшая особь удаляется из популяции) — процесс переходит в
состояние, соответствующее вектору (α1, α2 − 1), или с вероятно-
стью p2 заменяется двумя частицами типа T1 (заболевшая особь не
удаляется из популяции) — процесс переходит в состояние, соот-
ветствующее вектору (α1 + 1, α2 − 1). Кроме того, через случайное
время τ 1(α1,α2), P {τ

1
(α1,α2)

≤ t} = 1 − e−μα1t, одна из частиц типа T1
гибнет — процесс переходит в состояние, соответствующее вектору
(α1 − 1, α2). Предполагается, что случайные величины τ 1(α1,α2), τ

2
(α1,α2)

независимы; в состоянии (α1, α2) процесс находится случайное время
τ(α1,α2) = min(τ

1
(α1,α2)

, τ 2(α1,α2)). Пример реализации процесса изобра-
жен на рисунке, а.

Задача решения уравнения (3). Марковский процесс ξ(t) в слу-
чае p1 = 1 называется моделью эпидемии Вейса [6], [12], а в случае
p2 = 1 называется моделью эпидемии Бартлетта–Мак-Кендрика [1],
[2]. Процесс ξ(t) принадлежит специальному классу марковских про-
цессов, определенному Б.А. Севастьяновым [15]; в работе [16] описан
наиболее общий процесс с двумя типами частиц T1, T2 и двумя ком-
плексами взаимодействия ε1 = (1, 1), ε2 = (1, 0) — уравнение такого
процесса обобщает уравнение (3). Обзор задач для вероятностных мо-
делей процессов эпидемии содержится в статье А.Н. Старцева [12].

Имеется обширная литература по точным решениям уравнений
различных марковских процессов эпидемии и способам их вывода
(см. [4], [5], обзор [10], [11], [18] и др.). Для уравнения (3) в случае
p1 = 1 выражение для F(α1,α2)(t; s1, s2) известно (см. далее замеча-
ние 1). В случае p2 = 1 Дж. Гани [7] получил решение уравнения
(3) методом преобразования Лапласа и выписал формулы для пере-
ходных вероятностей. В. Сискинд [8] получил те же формулы, решив
(3) способом прямого рекурсивного интегрирования. Несколько более
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простые ряды для решения уравнения (3) дал С. Сакино [9]. Все эти
явные выражения для F(α1,α2)(t; s1, s2) имеют необозримо громоздкий
вид; например решение, найденное в работе [7], занимает две страни-
цы журнального текста. Такие формулы малопригодны, в частности,
для вывода асимптотических следствий о поведении марковского про-
цесса ξ(t).

А. Баруча-Рид [3] и Н. Бейли [4] ставят задачу сведения выражений
для производящей функции переходных вероятностей к виду, содер-
жащему известные функции. В работе [4] обсуждается необходимость
вывода замкнутых решений для уравнений эпидемии.

В настоящей работе построение решения для уравнения (3) осно-
вано на положениях теории ветвящихся случайных процессов с неза-
висимыми частицами [14].

Нелинейное свойство ветвящихся процессов и процесс эпиде-
мии. Простейшим ветвящимся процессом является марковский про-
цесс на множестве состояний N2 такой, что при t → 0+ переходные
вероятности имеют вид (μ1 ≥ 0, μ2 ≥ 0)

P
(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = μ1α1t+ o (t), P
(α1,α2)
(α1,α2−1)

(t) = μ2α2t+ o (t),

P
(α1,α2)
(α1,α2)

(t) = 1− (μ1α1 + μ2α2)t+ o (t).

Производящая функция переходных вероятностей (2) удовлетворяет
уравнению в частных производных (см. [14], гл. 4, § 3, уравнение (12)):

∂F(α1,α2)

∂t
= μ1(1− s1)

∂F(α1,α2)

∂s1
+ μ2(1− s2)

∂F(α1,α2)

∂s2
, (4)

с начальным условием F(α1,α2)(0; s1, s2) = s
α1
1 s
α2
2 .

Состояние (α1, α2) интерпретируется как наличие совокупности из
α1 частиц типа T1 и α2 частиц типа T2. Через случайное время τ 1(α1,α2),
P {τ 1(α1,α2) ≤ t} = 1−e

−μ1α1t, одна из частиц типа T1 гибнет — процесс
переходит в состояние, соответствующее вектору (α1 − 1, α2). Кроме
того, через случайное время τ 2(α1,α2), P {τ

1
(α1,α2)

≤ t} = 1 − e−μ2α2t,
гибнет частица типа T2 — процесс переходит в состояние, соответ-
ствующее вектору (α1, α2 − 1). Случайные величины τ 1(α1,α2), τ

2
(α1,α2)

независимы; в состоянии (α1, α2) процесс находится случайное вре-
мя τ(α1,α2) = min(τ

1
(α1,α2)

, τ 2(α1,α2)). Пример реализации такого процесса
гибели изображен на рисунке, б.

Решение уравнения первого порядка (4) находится стандартными
методами и имеет вид свойства ветвления ([14], гл. 4, § 2, форму-
ла (3)):

F(α1,α2)(t; s1, s2) = (1− e
−μ1t + s1e

−μ1t)α1(1− e−μ2t + s2e
−μ2t)α2 . (5)
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Теоремой 1 настоящей работы установлено, что в случае марков-
ского процесса эпидемии Вейса решение уравнения в частных про-
изводных второго порядка (3) имеет вид, обобщающий формулу (5).
Для построения такого представления для F(α1,α2)(t; s1, s2) применя-
ется метод, предложенный в работе [17]. Рассматриваются одновре-
менно первое и второе уравнения Колмогорова для экспоненциальной
(двойной) производящей функции переходных вероятностей и нахо-
дится решение этих уравнений в виде ряда с тремя разделенными
переменными. Затем строится интегральное представление решения,
при этом подынтегральное выражение содержит специальные функ-
ции. Дальнейшие преобразования приводят замкнутое решение к виду,
аналогичному нелинейному свойству (5).

В теореме 1 решение уравнения (3) дано при p1 = 1, но изложен-
ный метод применим при труднопреодолимой технике вычислений к
построению замкнутого решения при p1 < 1.

Отдельной задачей [20] является нахождение интегрального пред-
ставления решения уравнения (3) при μ = 0 в виде, обобщающем
формулу (5).

Замкнутое решение уравнений Колмогорова. Ограничимся рас-
смотрением процесса ξ(t) в случае p1 = 1. Введем экспоненциальную
производящую функцию

F(t; z1, z2; s1, s2)
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
F(α1,α2)(t; s1, s2) =

=
∞∑

α1,α2,β1,β2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)sβ11 s
β2
2 . (6)

Первая и вторая системы дифференциальных уравнений Колмогорова
для переходных вероятностей P (α1,α2)(β1,β2)

(t) записываются в виде уравне-
ний в частных производных [16, 17]:

∂F
∂t
= z1z2

(
∂F
∂z1
−
∂2F
∂z1∂z2

)

+ μz1

(

F −
∂F
∂z1

)

, (7)

∂F
∂t
= (s1 − s1s2)

∂2F
∂s1∂s2

+ μ(1− s1)
∂F
∂s1
, (8)

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 .
Далее нам потребуется функция (x > 0, y > 0)

H(x, y) =

∞∫

0

∞∫

0

J0(2
√
ux)J0(2

√
vy)0F2(1, 1;−uv) dudv, (9)
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где J0(z) — функция Бесселя порядка нуль, 0F2(1, 1; z) — обобщенная
гипергеометрическая функция,

J0(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2k

k!k!
, 0F2(1, 1; z) =

∞∑

k=0

zk

(k!)3
.

Теорема 1. Пусть марковский процесс ξ(t) на множестве состо-
яний N2 задан соотношениями (1) и p1 = 1. Производящая функция
переходных вероятностей имеет вид

F(α1,α2)(t; s1, s2) =

∞∫

0

∞∫

0

(

(s1e
−(x+μ)t)α1(1− e−y + s2e

−y)α2+

+

∞∫

0

(
1

2πi

∮

0+

ϕα11 (t; x, u; s1)ϕ
α2
2 (y, v; s2)e

(u−μ)vdu

)

dv

)

H(x, y) dxdy,

(10)

где линейные по переменным s1, s2 функции ϕ1(t; x, u; s1), ϕ2(y, v; s2)
определены формулами

ϕ1(t; x, u; s1) = μ(1− e
−(x+μ)t)/u+ s1e

−(x+μ)t,

ϕ2(y, v; s2) = 1− e
−y−v + s2e

−y−v.

Доказательство. Применим к линейным уравнениям в частных
производных второго порядка (7), (8) метод Фурье:

а) метод разделения переменных. Решение ищем в форме ряда

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2C̃α1α2(z1, z2)Cα1α2(s1, s2)e
−λα1α2 t.

(11)
Подставив ряд (11) в уравнения (7) и (8), получаем уравнения для
функций C̃α1α2(z1, z2) и Cα1α2(s1, s2):

z1z2

(
∂C̃α1α2
∂z1

−
∂2C̃α1α2
∂z1∂z2

)

+

+ μz1

(

C̃α1α2 −
∂C̃α1α2
∂z1

)

+ λα1α2C̃α1α2 = 0; (12)

(s1 − s1s2)
∂2Cα1α2
∂s1∂s2

+ μ(1− s1)
∂Cα1α2
∂s1

+ λα1α2Cα1α2 = 0; (13)

α1, α2 = 0, 1, . . . . Из условий на скачки процесса ξ(t) следует,
что для уравнения (13) имеет место краевое условие “Cα1α2(s1, s2)
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есть многочлен”. Тогда последовательность собственных значений

λα1α2 = α1α2 + μα1, α1, α2 = 0, 1, . . . , и каждому λα1α2 соответствует

собственная функция

Cα1α2(s1, s2) =
(
s1 −

μ

α2 + μ

)α1
(s2 − 1)

α2 .

Соответственно, уравнение (12) принимает вид

z1z2

(
∂C̃α1α2
∂z1

−
∂2C̃α1α2
∂z1∂z2

)

+μz1

(

C̃α1α2−
∂C̃α1α2
∂z1

)

+(α1α2+μα1)C̃α1α2 = 0.

Из условий на скачки процесса ξ(t) следует также, что нас интересует

аналитическое при любых z1, z2 решение

C̃α1α2(z1, z2) = z
α1
1 z

α2
2 e

z1μ/(α2+μ)+z2 .

Таким образом, искомый ряд (11) имеет вид

F(t; z1, z2; s1, s2) =

=
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2z
α1
1 z

α2
2 e

z1μ/(α2+μ)+z2
(
s1−

μ

α2 + μ

)α1
(s2−1)

α2e−λα1α2 t.

Значения Aα1α2 определяются из сравнения начального условия

F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 с разложением для экспоненты

ez1s1+z2s2 = ez1s1+z2
∞∑

α2=0

zα22
α2!
(s2 − 1)

α2 =

= ez2
∞∑

α2=0

zα22
α2!
(s2 − 1)

α2ez1μ/(α2+μ)ez1(s1−μ/(α2+μ)) =

= ez2
∞∑

α2=0

zα22
α2!
(s2 − 1)

α2ez1μ/(α2+μ)
∞∑

α1=0

zα11
α1!

(
s1 −

μ

α2 + μ

)α1
.

Получаем Aα1α2 = 1/(α1!α2!) и приходим к выражению

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
ez1μ/(α2+μ)+z2×

×
(
s1 −

μ

α2 + μ

)α1
(s2 − 1)

α2e−(α1α2+μα1)t. (14)

Абсолютная сходимость ряда (14) при любых z1, z2, s1, s2 и t ∈ [0,∞)
очевидна.

8 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2006. № 2



б) интегральное представление. Используем следующее предста-

вление экспоненты ([13], часть 2, формула (3.5), и часть 1, гл. 2, § 12):

e−α1α2t =

∞∫

0

∞∫

0

e−α1tx−α2yH(x, y) dxdy,

где функция H(x, y) определена формулой (9). Из выражения (14)

получаем (изменение порядка интегрирования и суммирования допу-

стимо, так как интеграл сходится абсолютно)

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
ez1μ/(α2+μ)+z2×

×
(
s1 −

μ

α2 + μ

)α1
(s2 − 1)

α2e−μα1t
∞∫

0

∞∫

0

e−α1tx−α2yH(x, y) dxdy =

∞∫

0

∞∫

0

ez2
{ ∞∑

α2=0

zα22
α2!
ez1μ/(α2+μ)[(s2 − 1)e

−y]α2×

×

{ ∞∑

α1=0

zα11
α1!

[(
s1 −

μ

α2 + μ

)
e−(x+μ)t

]α1
}}

H(x, y) dxdy =

=

∞∫

0

∞∫

0

ez1s1e
−(x+μ)t+z2

{ ∞∑

α2=0

[z2(s2 − 1)e−y]α2

α2!
ez1μ(1−e

−(x+μ)t)/(α2+μ)

}

×

×H(x, y) dxdy. (15)

Для суммирования ряда в фигурных скобках воспользуемся фор-

мулой

∞∑

α=0

bα

α!(α + μ)k
=

1

(k − 1)!

∞∫

0

vk−1e−μv+be
−v
dv, k = 1, 2, . . . ,

и модифицированной функцией Бесселя

I1(z) =
∞∑

k=0

(z/2)2k+1

k!(k + 1)!

(делаем замену a = z1μ(1− e−(x+μ)t), b = z2(s2 − 1)e−y):
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∞∑

α2=0

bα2

α2!
ea/(α2+μ) =

=
∞∑

α2=0

bα2

α2!

∞∑

k=0

ak

k!(α2 + μ)k
=

∞∑

k=0

ak

k!

∞∑

α2=0

bα2

α2!(α2 + μ)k
=

= eb +
∞∑

k=1

ak

k!(k − 1)!

∞∫

0

vk−1e−μv+be
−v
dv =

= eb +

∞∫

0

√
a

v
I1(2
√
av)e−μv+be

−v
dv. (16)

Из известного представления функции Бесселя

I1(z) = I−1(z) =
1

2πi

∮

0+

e(z/2)(u+1/u) du

нетрудно получить

√
a

v
I1(2
√
av) =

1

2πi

∮

0+

evu+a/u du. (17)

Подставляя уравнение (17) в формулу (16), и (16) в выражение (15),
получаем окончательно

F(t; z1, z2; s1, s2) =

∞∫

0

∞∫

0

ez1s1e
−(x+μ)t+z2

(

ez2(s2−1)e
−y
+

+

∞∫

0

(
1

2πi

∮

0+

ez1μ(1−e
−(x+μ)t)/u+z2(s2−1)e−y−v+(u−μ)vdu

)

dv

)

H(x, y) dxdy.

(18)

Из определения двойной производящей функции (6), формулы (18)
и разложения экспоненты

ez1s1+z2s2 =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
sα11 s

α2
2

следует интегральное представление (10). Теорема 1 доказана.
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Замечание 1. Преобразуем ряд (14) к виду

F(t; z1, z2; s1, s2) =

=
∞∑

α2=0

zα22
α2!
ez1μ/(α2+μ)+z2(s2 − 1)

α2

∞∑

α1=0

zα11
α1!

(
s1 −

μ

α2 + μ

)α1(
e−(α2+μ)t

)α1=

=
∞∑

α2=0

zα22 (s2 − 1)
α2

α2!

∞∑

n=0

zn2
n!
ez1[μ/(α2+μ)+(s1−μ/(α2+μ))e

−(α2+μ)t] =

=
∞∑

α2=0

zα22

α2∑

k=0

(s2 − 1)k

k!(α2 − k)!

∞∑

α1=0

zα11
α1!

(
s1e
−(k+μ)t+

μ

k + μ

(
1−e−(k+μ)t

))α1
.

(19)

Из определения экспоненциальной производящей функции (6) и
разложения (19), приравнивая коэффициенты при степенях zα11 z

α2
2 , по-

лучаем известное представление [5, 10]:

F(α1,α2)(t; s1, s2) =

=

α2∑

k=0

Ckα2

(
s1e
−(k+μ)t +

μ

k + μ

(
1− e−(k+μ)t

))α1
(s2 − 1)

k. (20)

А.М. Зубков предложил вероятностный вывод формулы (20), осно-
ванный на свойствах траекторий марковского процесса эпидемии Вей-
са (2001 г., устное сообщение).

Некоторые следствия. Интегральная формула (10) для произво-
дящей функции переходных вероятностей F(α1,α2)(t; s1, s2) простым
образом содержит начальные условия α1, α2 и переменные s1, s2, что
определяет стандартные пути вывода следствий. Числовые характери-
стики марковского процесса (ξ1(t), ξ2(t)) находятся по формулам ([14],
гл. 4, § 1):

Ai(t) =M ξi(t) =
∂F(α1,α2)

∂si

∣
∣
∣
∣
s1=1,s2=1

,

Bi(t) =M ξi(t)(ξi(t)− 1) =
∂2F(α1,α2)

∂s2i

∣
∣
∣
∣
s1=1,s2=1

,

Di(t) = D ξi(t) = Bi(t) + Ai(t)− A
2
i (t), i = 1, 2.

Следствие 1. Для процесса эпидемии Вейса средние и дисперсии
равны:

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2006. № 2 11



A1(t) = α1e
−μt, A2(t) = α2

( μ

μ+ 1
+
1

μ+ 1
e−(μ+1)t

)α1
;

D1(t) = α1(e
−μt − e−2μt),

D2(t) = α2(α2 − 1)
( μ

μ+ 2
+
2

μ+ 2
e−(μ+2)t

)α1
+

α2

( μ

μ+ 1
+
1

μ+ 1
e−(μ+1)t

)α1
− α22

( μ

μ+ 1
+
1

μ+ 1
e−(μ+1)t

)2α1
.

(21)

Доказательство. Приведем вычисления для A2(t):

A2(t) =
∂F(α1,α2)

∂s2

∣
∣
∣
∣
s1=1,s2=1

=

∞∫

0

∞∫

0

(

e−α1(x+μ)tα2e
−y+

+

∞∫

0

(
1

2πi

∮

0+

(μ
u
(1− e−(x+μ)t) + e−(x+μ)t

)α1
α2e

−y−ve(u−μ)vdu

)

dv

)

×

×H(x, y)dxdy = α2e
−α1(μ+1)t+

+α2

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

(
1

2πi

∮

0+

α1∑

k=0

Ckα1
μk

uk
(1−e−(x+μ)t)k(e−(x+μ)t)α1−keuv−(μ+1)v−ydu

)

×

×H(x, y)dvdxdy = α2e
−α1(μ+1)t+

+ α2

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

α1∑

k=1

Ckα1
μkvk−1

(k − 1)!
(1− e−(x+μ)t)k(e−(x+μ)t)α1−ke−(μ+1)v−y×

×H(x, y)dvdxdy = α2e
−α1(μ+1)t+

+ α2

∞∫

0

∞∫

0

α1∑

k=1

Ckα1

( μ

μ+ 1

)k k∑

l=0

C lk(−1)
l(e−(x+μ)t)l(e−(x+μ)t)α1−ke−y×

×H(x, y)dxdy = α2e
−α1(μ+1)t+

+ α2

α1∑

k=1

Ckα1

( μ

μ+ 1

)k k∑

l=0

C lk(−1)
le−lμte−(α1−k)μte−(l+α1−k)t =

= α2(e
−(μ+1)t)α1 + α2

α1∑

k=1

Ckα1

( μ

μ+ 1

)k
(1− e−(μ+1)t)k(e−(μ+1)t)α1−k =
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= α2

( μ

μ+ 1
+
1

μ+ 1
e−(μ+1)t

)α1
. (22)

Для A1(t), B1(t), B2(t) вычисления аналогичны. Следствие 1 доказано.

Замечание 2. Для процессов распостранения эпидемии рассма-
триваются также детерминированные модели; взаимосвязь вероят-
ностного и детерминистического описаний для различных эпидемий
обсуждается в работах [2–4, 19] и др. Процессу эпидемии Вейса
(ξ1(t), ξ2(t)) соответствует аналог в виде системы дифференциальных
уравнений (см. [6], уравнения (2)):

ẋ1 = −μx1; ẋ2 = −x1x2, (23)

где x1(t) — количество больных особей, x2(t) — количество особей,
восприимчивых к инфекционному заболеванию. Решение уравнений
(22) при начальных условиях x1(0) = x01, x2(0) = x

0
2 имеет вид

x1(t) = x
0
1e
−μt; x2(t) = x

0
2

(
e−(1−e

−μt)/μ
)x01 . (24)

Вывод детерминированной модели (22), исходя из уравнения (3)
дан в работе [19]. Такой переход основывается на предположении [2–
4], что средние величины процесса Ai(t) совпадают с хi(t), i = 1, 2,
при предельном переходе для начального состояния α = (nα1, nα2),
n→∞. Однако сравнение формул (21) и (23) показывает, что среднее
A1(t) совпадает с х1(t), а среднее A2(t) отлично от х2(t), следователь-
но из вероятностной модели не может быть получена детерминиро-
ванная модель указанным предельным переходом к большому числу
частиц. В то же время лежащие в основании степени функции (μ +
+ e−(μ+1)t)/(μ + 1) в формуле (21) и e−(1−e

−μt)/μ в уравнениях (23)
являются близкими; в частности, их отношение стремится к 1 при
μ→ 0 или μ→∞.

Для марковского процесса ξ(t) состояния {(0, γ2), γ2 = 0, 1, 2, . . .}
являются поглощающими, для финальных вероятностей q(α1,α2)(0,γ2)

=

= lim
t→∞
P
(α1,α2)
(0,γ2)

(t) имеем производящую функцию:

Φ(α1,α2)(s2) =
∞∑

γ2=0

q
(α1,α2)
(0,γ2)

sγ22 = lim
t→∞
F(α1,α2)(t; s1, s2).

Вычисление предела, исходя из уравнения (10), приводит к интеграль-
ному выражению, полученному в работе [16] прямым решением ста-
ционарного первого уравнения Колмогорова.

Следствие 2. Производящая функция финальных вероятностей
имеет вид (μ > 0, α1 = 1, 2, . . .)
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Φ(α1,α2)(s2) =
μα1

(α1 − 1)!

∞∫

0

vα1−1(1− e−v + s2e
−v)α2e−μv dv.

Для приложений представляет интерес случай, когда в процессе
эпидемии в начальный момент времени число α1 больных особей
мало, а число α2 особей, восприимчивых к инфекционному заболе-
ванию, велико [3–5]. Используя явное выражение (10) для произво-
дящей функции числа частиц, стандартным образом применив метод
характеристических функций (см. [14], гл. 5, § 5; [16], следствие 2),
получим

Следствие 3. Пусть ξ2(t) — число частиц типа T2 в момент време-
ни t для процесса эпидемии Вейса, и в момент времени t = 0 имелось
α1 частиц типа T1 и α2 частиц типа T2 (μ > 0, α1 = 1, 2, . . .). Тогда,
при фиксированном t > 0,

lim
α2→∞

P

{
ξ2(t)

α2
≤ x

}

= Fα1(t; x), (25)

где Fα1(t; x) — функция распределения, характеристическая функция
которого равна

ϕα1(t;λ) =

∞∫

−∞

eiλxdFα1(t; x) = e
−α1μteiλe

−α1t+

+

α1∑

k=1

Ckα1
μk

(k − 1)!

k∑

l=0

C lk(−1)
l

e−(α1−k+l)t∫

0

eiλxxμ−1(− ln x−(α1−k+l)t)
k−1 dx.

(26)

Из формулы (25) находится явное выражение для функции распре-
деления

Fα1(t; x) =






0, x < e−α2t;

e−α2μt +

x∫

e−α2t

fα1(t; y) dy, e
−α2t ≤ x < 1;

1, x ≥ 1,

где кусочно-непрерывная функция fα1(t; x) задана в каждом из интер-
валов e−(α1−n)t, e−(α1−n−1)t, n = 0, . . . , α1 − 1, формулой

fα1(t; x) =

xμ−1
α1∑

k=n+1

Ckα1
μk

(k − 1)!

k−n−1∑

l=0

C lk(−1)
l(− ln x− (α1 − k + l)t)

k−1.
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В частности,

F1(t; x) =






0, x < e−t;

xμ, e−t ≤ x < 1;

1, x ≥ 1,

F2(t; x) =






0, x < e−2t;

xμ(1 + μ ln x+ 2μt), e−2t ≤ x < e−t;

xμ(1− μ ln x), e−t ≤ x < 1;

1, x ≥ 1.

Отметим, что вывод предельной теоремы (24) из представления
(20) является сложным, а вывод соотношения (24) из интегрально-
го представления решения (10) простой и сводится к использованию
второго замечательного предела.

Заключение. Основным прикладным результатом работы является
предельная теорема (24) — утверждение типа “пороговой теоремы” [2,
12]. Так как в практических приложениях представляет интерес слу-
чай, когда при t = 0 число больных особей мало́, а число здоровых
особей велико, то асимптотические свойства распределения компонен-
ты ξ2(t) случайного процесса рассматриваются при α2 →∞. Теоремы
такого типа используются при определении пороговой численности
больных особей, при превышении которой принято говорить о начале
эпидемии [4, 5].
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