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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ РИМАНА–ГИЛЬБЕРТА
ДЛЯ ЗАДАННОЙ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ ОБЛАСТИ

Приведено решение задачи Римана–Гильберта для голоморфных
функций двух комплексных переменных при задании краевых усло-
вий не на всей топологической границе бицилиндра, а на некоторой
ее части или на некотором множестве одномерных кривых.

Краевые задачи линейного сопряжения применяются как в мате-
матике (сингулярные и бисингулярные интегральные уравнения, урав-
нения типа свeртки и др.), так и при рассмотрении большого числа
прикладных задач в теории упругости, гидродинамики и аэродина-
мики, дифракции, теории массового обслуживания, в теории пере-
носа частиц и т.д. Среди исследователей краевой задачи следует на-
звать Пикарда, Привалова, Племели, Карлемана. Существенное раз-
витие эта теория получила в работах Д.Ф. Гахова [1], И.Н. Векуа [2],
Г.Л. Луканкина [3, 4], М.Г. Крейна и других.

В настоящей статье исследуется задача Римана–Гильберта в би-
цилиндрической области при задании краевого условия не на всей
топологической границе бицилиндра, а на некоторой ее двумерной ча-
сти — остове, и задача Римана–Гильберта для бицилиндра с краевым
условием на некотором множестве одномерных кривых, лежащих на
границе бицилиндра и не принадлежащих остову. Дополнительно к
краевому условию задаются значения искомого решения в счетном
числе внутренних и граничных точек.

Задача сводится к двум классическим проблемам теории голо-
морфных функций одной комплексной переменной — краевой задаче
Римана–Гильберта и задаче нахождения голоморфной функции в круге
по функциональным значениям ее в счетном числе внутренних точек.

Новизна данной работы состоит в том, что задачи Римана–Гильберта
исследуются для голоморфных функций двух комплексных перемен-
ных, в первом случае краевое условие задано на остове бицилиндра,
во втором — на некотором множестве одномерных кривых.

Постановка и решение краевой задачи Римана–Гильберта для
заданной определяющей области с краевым условием на остове.
В качестве заданной определяющей области рассматривается бици-
линдрическая область

D = {(w, z) : |w| < 1, |z| < 1}
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в пространстве C2 комплексных переменных w, z, и на остове бици-
линдра

℘ = {(t, τ ) : |t| = 1, |τ | = 1}

задаются три вещественные непрерывные функции α, β, γ. Требуется
отыскать функцию f (w, z) = u + iv, голоморфную в области D и
непрерывную в D + ℘, которая на остове ℘ области D удовлетворяла
бы условию

Re
[
λ̄f
]
= αu+ βv = γ, λ = α + iβ (на ℘). (1)

Следует отметить, что в данном случае краевое условие задается не
на всей топологической (трехмерной) границе, а только на некоторой
ее двумерной части, а именно, на остове, который представляет собой
двумерный тор в пространстве комплексных переменных w, z.

Точки тора ℘ описываются заданием пары угловых координат
(ϕ, ψ), 0 6 ϕ, ψ 6 2π, где ϕ = 0 отождествляется с ϕ = 2π, и точно
такое же отождествление производится для ψ. Таким образом имеем

(0, ψ) = (2π, ψ) , (ϕ, 0) = (ϕ, 2π) .

Введем на торе ℘ систему координат, положив

t = eiϕ, τ = eiψ, 0 6 ϕ, ψ 6 2π.

Будем рассматриваемые далее функции, заданные на торе ℘, выра-
жать как функции параметров (ϕ, ψ). Предположим, что непрерывная
функция λ не обращается в нуль ни в одной точке остова. Тогда можно
считать |λ| = 1.

Вычислим интеграл

J =

∫

С

dω,

где C — некоторый цикл на торе ℘. Когда ϕ меняется от 0 до 2π, точки
(ϕ, 0) описывают ориентированную замкнутую кривую С1; подобным
же образом точки (ψ, 0) описывают кривую С2. Пусть С — некоторый
цикл на торе, то есть ориентированная замкнутая кривая. Как извест-
но, кривую С можно cдеформировать в ориентированную замкнутую
кривую С ′, которая n1 раз обходит кривую С1, а затем n2 раз кривую
С2, где n1 и n2 — некоторые целые числа.

Заметим, далее, что
∫

C

dω =

∫

C′

dω.
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Обозначим

1

2π

∫

C1

dω = χ1,
1

2π

∫

C2

dω = χ2, (2)

тогда получим
1

2π

∫

C

dω = n1χ1 + n2χ2. (3)

Следовательно, функцию λ можно представить в виде

λ = ei(ω−χ1ϕ−χ2ψ)tχ1τχ2 = tχ1τχ2eiω1 ,

где ω1 ≡ ω − χ1ϕ− χ2ψ — однозначная и непрерывная на ℘ функция.
Согласно Векуа [5], задача (1) эквивалентна последовательному

решению двух задач Дирихле в классе бигармонических функций.
Предположим, что Ω (w, z) = ω1+ iω2 — голоморфная функция внутри
единичного бицилиндра D, удовлетворяющая уравнению

ReΩ = ω1 (на ℘). (4)

Тогда условие (1) можно переписать в следующем виде:

Re
[
λ̄f
]
= Re

[
t−χ1τ−χ2e−iω1f

]
= Re

[
e−iΩt

−χ1
τ−χ2e−ω2f

]
= γ.

Отсюда следует, что для новой, голоморфной в этой же области
функции F = f exp {−iΩ} достаточно решить задачу

Re
[
t−χ1τ−χ2F

]
= eω2γ ≡ γ1 (на ℘) . (5)

Для разрешимости задачи (4) необходимо и достаточно выполне-
ние условий

2π∫

0

2π∫

0

ω1 (ϕ, ψ) e
i(mϕ−nψ)dϕdψ = 0, m, n = 1, 2 . . . . (6)

Тогда решение задачи (4) может быть найдено по формуле

Ω (w, z) =
1

(2πi)2

∫

|t|=1

∫

|τ |=1

ω (t, τ )

[
2

(
1− wt

)
(1− zτ)

− 1

]
dt

t
∧
dτ

τ
+ ic,

(7)
где c — действительная постоянная.
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Перейдем теперь к исследованию задачи (5). Сначала рассмотрим
однородную задачу. Предположим, что χ1 > 0, χ2 > 0. При этом
краевое условие примет вид

Re

[
F

tχ1τχ2

]

= 0. (8)

Решение задачи (8) будем искать в виде ряда

F (w, z) =
∞∑

m=−χ

∞∑

n=−χ

Cm+χ1 n+χ2w
m+χ1zn+χ2 . (9)

Удовлетворяя краевому условию (8), получим

Re

[
∞∑

m,n=0

Cm+χ1 n+χ2t
mτn

]

= −Re

[
χ1∑

m=1

χ2∑

n=1

Cχ1−m1 χ2−nt
−mτ−n+

+

χ1∑

m=1

∞∑

n=0

Cχ1−m1 n+χ2t
−mτn +

∞∑

m=0

χ2∑

n=1

Cχ1+m1 χ2−nt
mτ−n

]

. (10)

Из соотношения (10) следует, что

Сm+χ1 n+χ2 =

= −Cχ1−m1χ2−n1 , m = 0, 1, . . . , χ1, n = 0, 1, . . . , χ2, m
2 + n2 6= 0;

Cχ1χ2 = −ibχ1χ2 , где Cmn = amn − ibmn;

Cm+χ1 n+χ2 = 0, если

{
m > χ1 + 1, m = 0, 1, 2, . . . ,
n > χ2 + 1, n = 0, 1, 2, . . . ,

Cm+χ1 n+χ2 = 0, если

{
m = −χ1, ...,−1, m > 1,
n = −χ2, ...,−1, n > 1.

(11)
Учитывая соотношения (11), получим

F (w, z)= −ibχ1χ2w
χ1zχ2+

+

χ1∑

m=1

χ2∑

n=1

(
Cm+χ1 n+χ2w

m+χ1zn+χ2 − Cm+χ1 n+χ2w
χ1−mzχ2−n

)
+

+

χ1∑

m=1

(
Cm+χ1 χ2w

m+χ1zχ2 − Cm+χ1 χ2w
χ1−mzχ2

)
+

+

χ2∑

n=1

(
Cχ1 n+χ2w

χ1zn+χ2 − Cχ1 n+χ2w
χ1zχ2−n

)
.
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Решение однородной задачи обозначим через R (w, z).
Теорема 1. Пусть функция ω1 удовлетворяет условиям (6). Тогда,

если χ1 > 0, χ2 > 0, однородная задача Римана–Гильберта (8) имеет
(2χ1 + 1) (2χ2 + 1)−2χ1χ2 — линейно независимых решений, которые
могут быть представлены формулой

f (w, z) = wχ1zχ2R (w, z) exp {iΩ} .

Неоднородная задача (5) имеет решение тогда и только тогда, когда
выполняются условия

2π∫

0

2π∫

0

γ eω2ei(mϕ−nψ)dϕdψ = 0, m, n = 1, 2, . . . , (12)

и ее решение представимо в виде

f = wχ1zχ2 exp {iΩ} [F +R] ,

где функция Ω определяется по формуле (7), а

F (w, z) =
1

(2π i)2

∫

|t|=1

∫

|τ |=1

γ eω2

[
2

(
1− wt

)
(1− zτ)

− 1

]

×

×
dt

t
∧
dτ

τ
+ i∗с; (13)

(число ` 6 (2χ1 + 1)(2χ2 + 1)− 2χ1χ2, а индекс χ = −∞).
Если χ1 > 0, χ2 > 0, то однородная задача (8) неразрешима, т.е. не

имеет нетривиальных решений. Неоднородная задача (5) разрешима
тогда и только тогда, когда наряду с условиями (12) имеют место
равенства

c∗ = 0,

2π∫

0

2π∫

0

γ eω2e−i(mϕ+nψ)dϕdψ = 0 (14)

для техm и n, для которых не выполняются одновременно неравенства
m > −χ1, n > χ2.

Если χ1 > 0, χ2 < 0, то однородная задача не имеет нетривиальных
решений. Неоднородная задача разрешима тогда и только тогда, когда
выполнены условия (12) и условия (14).

Таким образом, в рассмотренном случае, несмотря на то, что кра-
евое условие задавалось только на части границы, задача Римана–
Гильберта оказалась переопределенной.
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Постановка и решение краевой задачи Римана–Гильберта для
заданной определяющей области с краевым условием на некото-
ром множестве одномерных кривых. Пусть заданная определяющая
область

D = {(w, z) : |w| < 1, |z| < 1}

– единичный бицилиндр в пространстве двух комплексных перемен-
ных. Требуется найти функцию f (w, z) ≡ u + iv, голоморфную в
области D, предельные значения которой на кривых

∂Dk = {(t, z) : |t| = 1, z = zk = const, |zk| < 1, k = 1, 2, . . .}
(15)

удовлетворяют условиям

Re
[
λk (t)f (t, zk)

]
≡ αk (t) u (t, zk) + βk (t) v (t, zk) = γk (t) ; (16)

λk (t) = αk (t) + iβk (t) ,

где αk (t), βk (t), γk (t) — вещественнозначные непрерывные на ∂Dk

функции, а бесконечное произведение
∞∏

k=1

|zk| расходится.

Заметим, что функцию f (w, z), голоморфную в области D, можно
разложить в ряд

f (w, z) =
∞∑

m,n=0

amnw
mzn =

∞∑

m=0

fm (z)w
m, (17)

где функции fm (z) голоморфны в круге |z|<1. Поэтому краевое усло-
вие (16) можно переписать в виде

Re

[

λk (t)
∞∑

m=0

fm (zk)w
m

]

= γk (t) . (18)

Рассмотрим частный случай задачи (16), когда λk (t) ≡ 1, т.е. задачу

Re [f (t, zk)] = γk (t) . (19)

Так как функции f (w, zk) голоморфны в областях

Dk = {(w, zk) : |w| < 1, zk = const} ,

то для функции f (w, z) мы имеем счетное число задач типа Дирихле.
Присоединим к граничным соотношениям (19) дополнительное усло-
вие

Jmf (0, zk) = 0. (20)
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Решение каждой из задач (19) при условии (20) найдем с помощью
интеграла Шварца:

f (w, zk) =
1

2πi

∫

|t|=1

γk (t)
t+ w

t− w
dt

t
. (21)

Разлагая теперь обе части последнего равенства в степенной ряд и
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях w, получим

f0 (zk) =
1

2π

2π∫

0

γk
(
eiϕ
)
dϕ,

fm (zk) =
1

π

2π∫

0

γk
(
eiϕ
)
e−imϕdϕ.






(22)

Таким образом, для каждой из функций fm (z), голоморфных в кру-
ге |z| < 1, оказываются заданными функциональные значения fm (zk)
в счетном числе точек zk, таких, что |zk| < 1 и бесконечное про-

изведение
∞∏

k=1

|zk| расходится, а эти условия однозначно определяют

голоморфную функцию в круге |z| < 1. Для существования голоморф-
ной функции, принадлежащей классу Н2 и принимающей в указанных
точках заданные значения, необходимо и достаточно, чтобы

∞∑

k=0

|Cm
k |
2

1− |zk+1|
2 <∞, (23)

где Cm
k — коэффициенты формального разложения, полученного ин-

терполяцией в точках zk функциональных значений fm (zk):

fm (z) =
∞∑

j=0

Cm
j ωj (z); (24)

здесь

ωk (z) =
1

1− z̄k+1z

k∏

n=0

z − zn
1− z̄nz

. (25)

Полагая в формуле (24) последовательно z = z′n, n = 1, 2, . . . , k+
+ 1, получим систему линейных уравнений:

fm (z1) = C
m
0 ω0 (z1) ,

fm (z2) = C
m
0 ω0 (z2) + C

m
1 ω1 (z2) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm (zk+1) = C
m
0 ω0 (zk+1) + C

m
1 ω1 (zk+1) + ...+ C

m
k ωk (zk+1)






, (26)
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причем определитель системы (26)

Δk =
k+1∏

n=1

ωn−1 (zn) .

Из системы (26) найдем коэффициенты Cm
k :

Cm
k =

1

Δk

[
Ak1fm (z1) + A

k
2fm (z2) + ...A

k
k+1fm (zk+1) =

= αk1fm (z1) + α
k
2fm (z2) + ...+ α

k
k+1fm (zk+1) , (27)

где Akj — алгебраическое дополнение элемента fm (zj), и αkj =
Akj
Δk

.

Из формул (22) и (27) следует, что

Cm
k =

1

π

2π∫

0

[
αk1γ1

(
eiϕ
)
+ . . .+ αkk+1γk+1

(
eiϕ
)]
e−imϕdϕ =

=
1

π

2π∫

0

Γk (ϕ) e
−imϕdϕ, (28)

где Γk (ϕ) =
k+1∑

j=1

αkjγj (e
iϕ) .

Условию (23) можно теперь придать следующий вид:

2π∫

0

2π∫

0

e−im(ϕ−ψ)
∞∑

k=0

Γk (ϕ)Γk (ψ)

1− |zk+1|
2 dϕdψ <∞. (29)

Далее, разложим функцию fm (z), найденную по формуле (24), в сте-
пенной ряд:

fm (z) =
∞∑

k=0

bmkz
k (30)

и предположим, что коэффициенты bmk удовлетворяют следующему
условию:

lim
k+m→∞

k+m
√
|bmk| dmk (D) 6 1, (31)

где dmk (D) = sup
(w,z)∈D

|w|m |z|k.
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Заметим, что условие (31) является необходимым и достаточным

для того, чтобы ряд
∞∑

m,k=0

bmkw
mzk сходился в области D.

Таким образом, доказано утверждение
Теорема 2. Если выполнены условия (29) и (31), то краевая за-

дача типа Дирихле (19) разрешима и имеет единственное решение,
которое может быть найдено по формуле

f (w, z) =
∞∑

m=0




∞∑

j=0



 1
π

2π∫

0

Γj (ϕ) e
−imϕdϕ



ωj (z)



wm,

где

Γj (ϕ) =

j+1∑

k=1

αjkγk
(
eiϕ
)
;

ωj (z) =
1

1− zj+1z

j∏

n=0

z − zn
1− znz

.

Рассмотрим теперь задачу типа Римана–Гильберта

Re
[
λk (t)f (t, zk)

]
= γk (t) (на ∂Dk).

Как и в случае одной комплексной переменной, будем предпо-
лагать, что функции λk (t) не обращаются в нуль ни в одной точке
контура ∂Dk. Тогда можно считать, что |λk (t)| = 1 на ∂D. Для каждой
функции f (w, zk), голоморфной в области Dk, имеем классическую
задачу Римана–Гильберта.

Краевые условия (16) можно преобразовать к виду

Re
[
e−iΩk(t)t−χkf (t, zk)

]
= γke

JmΩk ≡ γ1k , (32)

где

Ωk (w) =
1

2πi

∫

|t|=1

[arg λk (t)− χk arg t]
t+ w

t− w
dt

t
; (33)

χk =
1

2π
[arg λk (t)]

∣
∣
∣
∣
∂Dk

. (34)
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Пусть χk > 0 для k = n1, n2, . . .; χk < 0 для k = m1,m2, . . . Рас-
смотрим сначала последовательность задач (32) с неотрицательными
индексами χnk, k = 1, 2, . . . ,:

Re
[
e−iΩnkt−χnkf (t, znk)

]
= γ′nk . (35)

Решение задачи (35) может быть найдено по формуле

f (w, znk) =
wχnk eiΩnk

2πi

∫

|t|=1

γ′nk
t+ w

t− w
dt

t
+ eiΩnk

2χnk∑

e=0

dnk` w
e, (36)

где dnk` — комплексные постоянные, которые удовлетворяют условиям

dnk2χnk−`
= −d

nk
` , ` = 0, 1, ..., χnk .

Задача (35) всегда разрешима, но решение ее не единственно, а
именно, зависит от (2χnk + 1) произвольных постоянных. Следуя Ве-
куа [5] задача (35) преобразуется так, чтобы она имела единственное
решение.

Пусть w1, . . . wpk и t1, . . . tqk произвольно зафиксированные точ-
ки области Dk и ее границы ∂Dk соответственно, причем соблюдено
условие, что числа p и q удовлетворяют соотношению

2pk + qk = 2χnk + 1.

При выборе чисел p и q возможны следующие крайние случаи:

1) pk = 0, qk = 2χnk + 1; 2) pk = χnk , qk = 1.

Зададим теперь на этом множестве значение искомого решения
f (w, zk) задачи (36):

f (wj, znk) = a
k
j + ib

k
j , j = 1, 2, . . . , pk;

f (tj, znk) = λ
j
nk

(
γjnk + ic

k
j

)
, j = 1, 2, . . . , qk,

}

(37)

где akj , b
k
j и ckj — произвольно заданные вещественные константы,

λjnk = λnk (tj) , γjnk = γnk (tj) .

Задача (36) при добавочных условиях (37) всегда допускает реше-
ние и притом единственное. Оно непрерывно зависит от точек wj и tj
и линейно содержит постоянные akj , b

k
j , c

k
j .
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Разлагая обе части равенства (36) в ряд и приравнивая коэффици-
енты при одинаковых степенях w, найдем, что

fm (znk) =
m∑

`=0

Ank` βnkm−`, (38)

где

Ank` =






αnk` , если ` = 0, 1, ..., χnk ,

δnk`−χnk
+ dnk` , если ` = χnk + 1, . . . , 2χnk ,

δnk`−χnk
, если ` > 2χnk ,

δnk0 =
1

2π

2π∫

0

γ1nk
(
eiϕ
)
dϕ, δnk` =

1

π

2π∫

0

γ1nk e
−i`ϕdϕ,

а βnk` — коэффициенты ряда

eiΩnk(w) =
∞∑

`=0

βnk` w`.

Пусть k = m1,m2, . . ., тогда χmk < 0. Снова получим последова-
тельность задач Римана–Гильберта

Re
[
e−iΩmkt−χmkf (t, zmk)

]
= γ1mk , (39)

но теперь уже с отрицательными индексами. Из равенства (39) следует,
что

f (w, zmk) =
wχmk eiΩmk(w)

2πi

∫

|t|=1

γ1mk
t+ w

t− w
dt

t
+ icmk0 eiΩmk(w)wmk , (40)

где Cmk
0 — вещественная постоянная. Из непрерывности f (w, zmk)

следует, что

cmk0 = 0,

2π∫

0

γ1mke
−ieϕdϕ = 0, ` = 0, 1, . . . ,−χmk + 1. (41)

В таком случае f (w, zmk) будет иметь вид

f (w, zmk) =
eiΩmk(w)

πi

∫

|t|=1

γ1mkt
χmk

t− w
dt. (42)
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Отсюда находим, что

fn (zmk) =
n∑

`=0

βmk` bmkn−`, (43)

где

bmkn =
1

π

2π∫

0

γ′mke
−iϕ(n−χmk)dϕ.

Теперь можно сформулировать окончательный результат.
Теорема 3. Пусть функции αk (t), βk (t), γk (t) таковы, что:

1)
∞∑

k=0

|Cm
k |
2

1− |zk+1|
2 <∞,

где Cm
k — коэффициенты формального разложения, полученного ин-

терполяцией в точках zk функциональных значений fm (zk) :

fm (z) =
∞∑

k=0

Cm
k ωk (z),

а функциональные значения fm (zk) находятся по формулам (38), (43);

2) lim
k+m→∞

k+m
√
|bmk| dmk (D) 6 1,

где bmk — коэффициенты степенного ряда

fm (z) =
∞∑

k=0

Cm
k ωk (z) =

∞∑

k=0

bmkz
k.

Тогда краевая задача Римана–Гильберта (16) с дополнительными
условиями (37) разрешима тогда и только тогда, когда имеют ме-
сто соотношения (41). В этом случае решение задачи может быть
найдено по формуле

f (w, z) =
∞∑

m=0

[
∞∑

k=0

Cm
k ωk (z)

]

wm.

Заметим, что, если число чисел χmk < 0 конечно, то число разре-
шимости задачи (16) также конечно.

Таким образом, на примере единичного бицилиндра в простран-
стве двух комплексных переменных мы убедились, что задача (16)
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с дополнительными условиями (37) может иметь конечный индекс,
если краевое условие задавать не на всей топологической границе, а
на некоторой ее части.
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