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ДВИЖЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ БРОУНОВСКОЙ
ЧАСТИЦЫ В ВЯЗКОЙ СРЕДЕ
КАК НЕМАРКОВСКИЙ ПРОЦЕСС

С использованием интегрального уравнения Вольтерра второго ро-
да проведено описание флуктуаций скорости сферической броунов-
ской частицы, находящейся в вязкой безграничной среде. Показано,
что эти флуктуации представляют собой немарковский случай-
ный процесс и имеют характерные особенности, отличающие их
от флуктуаций в классическом представлении. Проведено сравне-
ние резонансных кривых для осцилляторов в классическом случае и
при описании с помощью интегрального уравнения.

Классическое рассмотрение движения броуновской частицы в вяз-
кой среде, при котором сила сопротивления, действующая на нее, счи-
тается пропорциональной скорости, приводит к марковскому характе-
ру флуктуаций скорости частицы [1]. Однако, как показано в работе
[2] для случая движения плоской стенки в вязкой среде, использование
выражения для силы сопротивления, учитывающего увлечение вязкой
жидкости, приводит к тому, что флуктуации скорости стенки становят-
ся немарковским случайным процессом. При этом флуктуации скоро-
сти приобретают характер фликкер-шума [3] в области низких частот,
в то время как при классическом рассмотрении спектральная плот-
ность этих флуктуаций в этой области частот стремится к постоянной
величине [4]. В данной работе проведено описание движения сфери-
ческой частицы в неограниченной вязкой среде с использованием для
описания силы сопротивления выражения, полученного в работе [5].

Частица в вязкой среде. Рассмотрим движение шарообразной
броуновской частицы радиуса R и массы M в среде (жидкости или
газе) с кинематической вязкостью ν и плотностью ρ. Уравнение дви-
жения такой частицы имеет вид

M
dV (t)

dt
= F (t) + ξ(t), (1)

где V (t) — скорость частицы, F (t) — внешняя сила, действующая на
частицу, ξ(t) — случайная сила. Запишем

F (t) = F0(t) + Fc(t), (2)
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где Fc(t) — сила сопротивления, F0(t) — сумма остальных внешних
заданных сил.

Уравнение (1) с учетом выражения (2) примет вид

M
dV (t)

dt
= F0(t) + Fc(t) + ξ(t). (3)

Когда случайное воздействие ξ(t) является производной от про-
цесса с независимыми приращениями (например, представляет собой
белый гауссов шум), а сила сопротивления Fc(t) = Fc0(t) записывается
в виде

Fc0(t) = −γV (t) , (4)

где γ — коэффициент вязкого трения, то скорость частицы V (t) опи-
сывается марковским случайным процессом, вследствие чего для нее
можно определить любые L-мерные характеристические функции, а
значит, и любые L-мерные функции распределения [6]. Такой подход
приводит, в частности, к следующей функции спектральной плотности
для флуктуаций скорости частицы V (t) [4]:

GV (ω) =
α

ω2 + β2
, (5)

где α = 2γkT/M 2, β = γ/M и для шарообразной частицы γ = 6πρνR.
Для низких частот спектральная плотность GV (ω) стремится к посто-
янной величине:

GV (ω)
∣
∣
∣
ω→0
=
2kT

γ
. (6)

Однако, как показано в работе [5], в случае движения частицы в
неограниченной вязкой среде, соотношение для силы сопротивления
имеет вид

Fc(t) = −2πρR
3



1
3

dV (t)

dt
+
3ν

R2
V (t) +

3

R

√
ν

π

t∫

0

dV (τ)

dτ

dτ
√
t− τ



 . (7)

В последнем выражении момент времени t = 0 принят за начало дви-
жения частицы. На рис. 1 показаны графики функций Fc0 (t) и Fc(t).
При этом принято, что V (t) = V0 cos(2πt), V0 = 1м/с. Из графиков хо-
рошо видно существенное отличие сил сопротивления, описываемых
выражениями (4) и (7).

На рис. 2 изображена зависимость силы сопротивления (7) от ско-
рости частицы при t → ∞ для разных R, причем V (t) = V0 cos(2πt),
V0 = 1м/с, ν = 10−6 м2/с, ρ = 103 кг/м3. Легко видеть, что график зави-
симости Fc (V ) имеет вид, напоминающий петлю гистерезиса для маг-
нитного материала на участке линейной намагниченности, зеркально
отображенной относительно оси скоростей.
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Рис. 1. Графики функций Fc0(t)Fc0(t)Fc0(t) (1) и FcFcFc (2) при ρ = 1000ρ = 1000ρ = 1000кг/м3, ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с,
R = 10−4R = 10−4R = 10−4 м, V (t) = V0 cos(2πt)V (t) = V0 cos(2πt)V (t) = V0 cos(2πt), V0 = 1V0 = 1V0 = 1м/с

Рис. 2. Зависимость силы сопротивления Fc(t)Fc(t)Fc(t) от скорости; ρ = 1000ρ = 1000ρ = 1000кг/м3,
ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, V (t) = V0 cos(2πt)V (t) = V0 cos(2πt)V (t) = V0 cos(2πt), V0 = 1V0 = 1V0 = 1м/с для радиусов частицы R = 10−4R = 10−4R = 10−4 м
(1), R = 2 ∙ 10−4R = 2 ∙ 10−4R = 2 ∙ 10−4 м (2), R = 3 ∙ 10−4R = 3 ∙ 10−4R = 3 ∙ 10−4 м (3)

Подставляя выражение (7) в уравнение (3), получим следующую
зависимость:
(

M +
2

3
πρR3

)
dV (t)

dt
+

+ 6πρνRV (t) + 6ρR2
√
πν

t∫

0

dV (τ)

dτ

dτ
√
t− τ

= F0(t) + ξ(t). (8)
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Введя замены

Z(t) =
dV (t)

dt
, (9)

A =
6πρνR

M +
2

3
πρR3

, B = R

√
1

πν
, (10)

F̃0(t) =
F0(t)

M +
2

3
πρR3

, ξ̃(t) =
ξ(t)

M +
2

3
πρR3

, (11)

придем к выражению

Z(t) + A

t∫

0

(

1 +
B

√
t− τ

)

Z(τ)dτ = F̃0(t) + ξ̃(t), (12)

в котором учтено, что V (t) =

t∫

0

dV (τ)

dτ
dτ , так как V (0) = 0. Выра-

жение (12) описывает случайный процесс Z(t), являющийся в этом
случае немарковским случайным процессом. Таким образом, исполь-
зование для силы сопротивления выражения (7), вместо формулы (4),
приводит к необходимости применения интегральных уравнений, а,
следовательно, и теории немарковских процессов [7].

Решение интегрального уравнения (12) имеет вид [8]

Z(t) =

t∫

0

(δ(t− τ)−R(t, τ ))
(
F̃0(τ) + ξ̃(τ)

)
dτ, (13)

где резольвента

R(t, τ ) =
∞∑

n=1

Kn(t, τ ). (14)

В последнем выражении члены ряда определяются с помощью рекур-
рентного соотношения

Kn+1(t, τ ) =

t∫

τ

K1(t, s)Kn(s, τ)ds, (15)

где

K1(t, τ ) = A

(

1 +
B

√
t− τ

)

. (16)

Вычисление по формуле (15) приводит к следующим выражениям для
первых членов ряда (14):

K2(t, τ ) = −A
2
[
(t− τ) + 4B(t− τ)1/2 + πB2

]
, (17)
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K3(t, τ ) =

= A3
[
1

2
(t− τ)2 + 4B(t− τ)3/2 + 3πB2(t− τ) + 2πB3(t− τ)1/2

]

,

(18)

K4(t, τ ) = −A
4

[
1

6
(t− τ)3 +

32

15
B(t− τ)5/2 + 3πB2(t− τ)2+

+
16

3
πB3(t− τ)3/2 + π2B4(t− τ)

]

. (19)

Из выражений (16)–(19) видно, что ряд (14) является знакочере-
дующимся, причем резольвента R(t, τ ) является функцией только от
разности аргументов: R(t, τ ) = R(t − τ). Из (16)–(19) следует также,
что абсолютные значения членов ряда (за исключением первого) воз-
растают при росте t − τ таким образом, что |Kn(t− τ)| → ∞ при
(t− τ)→∞. График функции R(t− τ) (для первых четырех членов)
при A = 250 c−1 и B = 0,05 с1/2 показан на рис. 3. Видно, что график
быстро стремится к нулю с ростом t − τ . Для не слишком больших t
(t ≤ 10 c) и А � 1 с−1 ряд (14) с большой степенью точности можно
заменить следующей суммой:

R(t− τ) = A− πA2B2 +
AB
√
t− τ

− 4BA2
√
t− τ . (20)

Свободная частица. Будем далее считать, что F̃0(t) = 0. В этом
случае выражение (13) примет вид

Рис. 3. График функции R(t− τ)R(t− τ)R(t− τ) (для первых четырех членов) при A = 250A = 250A = 250 c−1

и B = 0,05B = 0,05B = 0,05 с1/2
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Z(t) =

t∫

0

[δ(t− τ)−R(t− τ)] ξ̃(τ)dτ. (21)

Используя метод описания немарковских случайных процессов, из-
ложенный в работе [7], для одномерной и L-мерной характеристиче-
ских функций случайного процесса Z(t), задаваемого интегральным
уравнением (21), для не слишком больших t (t ≤ 10 c) и A � 1 с−1

получим

g1(λ; t) = exp

[

−
1

2
σ̃λ2
(

A2B2 ln
t

δt
− 4ABC

√
t+

+
(
C2 − 8A2B2

)
t+
16

3
A2BC

√
t3 + 8A4B2t2

)]

, (22)

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) = exp

[

−σ̃
L∑

l=1

L∑

k=1

λlλkQlk(tl, tk)

]

. (23)

Здесь σ̃ — интенсивность случайного процесса ξ̃ (t), δt — малая поло-
жительная величина, а функция Qlk(tl, tk) имеет вид

Qlk(tl, tk) =
1

2
C2tk − ABC

(√
tl +
√
tk −

√
tl − tk

)
+

+
4

3
A2BC

(√
t3l +

√
t3k −

√
(tl − tk)3

)

− 4A3B2
√
tktl+

+ A2B2
(
1 + 8A2(tl − tk)

)
ln

√
tk +
√
tl

√
tl − tk + δt+

√
δt
+ 4A4B2

√
tkt
3
l .

(24)

В выражениях (22) и (24) C = −A+ πA2B2. График функции g1(λ; t)
при различных t, σ̃ = 1м2/с3, А = 0,01 с−1, В = 0,1 с1/2 показан на
рис. 4.

Многомерные характеристические функции gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL),
задаваемые выражением (23), позволяют найти моменты любого по-
рядка случайного процесса Z(t) [6]. В частности, для корреляционной
функции получим

〈Z(t1)Z(t2)〉 = 2σ̃Q12(t1, t2). (25)

Для нахождения спектральной плотности случайного процесса
Z(t) найдем преобразование Лапласа уравнения (12) при F̃0(t) = 0,
что позволяет записать его в изображениях:

Ẑ(p)

[

1 + A

(
1

p
+
B
√
π

√
p

)]

= ξ̂(p) (26)
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Рис. 4. График функции g1(λ; t)g1(λ; t)g1(λ; t) при σ̃ = 0,5σ̃ = 0,5σ̃ = 0,5м2/с3, А = 0,01А = 0,01А = 0,01 с−1, В = 0,1В = 0,1В = 0,1 с1/2,
t = 0,01t = 0,01t = 0,01 с (1), t = 0,1t = 0,1t = 0,1 с (2), t = 0,5t = 0,5t = 0,5 с (3)

или
Ẑ(p) =

p

p+ AB
√
πp+ A

ξ̂(p), (27)

где Ẑ(p) и ξ̂(p) — изображения функций Z(t) и ξ̃ (t) соответственно.
В связи с тем, что спектральная плотность Gξ̃ = σ̃ процесса ξ̃ (t)

постоянна и равна

Gξ̃ =
12πρνRkT

(

M +
2

3
πρR3

)2 , (28)

то в соответствии с формулой (27) спектральная плотность процесса
Z(t) при t→∞ принимает вид

GZ(ω) =

∣
∣
∣
∣

iω

iω + AB
√
π∙iω + A

∣
∣
∣
∣

2

Gξ̃ (29)

или

GZ(ω) =
ω2

ω2 + AB
√
2πω3 + A2B2πω + A2B

√
2πω + A2

Gξ̃. (30)

На рис. 5 приведены графики спектральных плотностей для раз-
личных значений A и Gξ̃ = 1м2/с3, задаваемые формулой (30).

Из последнего выражения может быть найдена спектральная плот-
ность флуктуаций скорости броуновской частицы V (t). Согласно вы-

ражению (9) GV (ω) =
GZ(ω)

ω2
или

GV (ω) =
Gξ̃

ω2 + AB
√
2πω3 + A2B2πω + A2B

√
2πω + A2

. (31)
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Рис. 5. Графики спектральных плотностей для A = 100A = 100A = 100 с−1 (1), A = 200 с−1A = 200 с−1A = 200 с−1 (2),
A = 300A = 300A = 300 с−1 (3), В = 0,05В = 0,05В = 0,05 с1/2 и Gξ̃ = 1Gξ̃ = 1Gξ̃ = 1м2/с3

Сравнение формул (31) и (5) показывает, что использование для си-
лы сопротивления выражения (7), вместо формулы (4), приводит к
существенному различию спектральных плотностей флуктуаций ско-
рости частицы, в особенности в полосе низких и средних частот. При
ω →∞ функции (5) и (31) совпадают. На рис. 6 показаны в сравнении
графики спектральных плотностей, задаваемые формулами (5) и (31).

Осциллятор. Пусть теперь на сферическую частицу вдоль оси Х ,
кроме случайной силы и силы сопротивления, действует возвращаю-

Рис. 6. Графики спектральных плотностей, задаваемые формулами (5) (кри-
вая 2) и (31) (кривая 1) при ρ = 1000ρ = 1000ρ = 1000кг/м3, ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, R = 10−4R = 10−4R = 10−4 м,
M = 4 ∙ 10−9M = 4 ∙ 10−9M = 4 ∙ 10−9 кг, T = 300T = 300T = 300K
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щая сила F0(t) = −kX(t). В этом случае уравнение (12) примет вид

Z(t) + A

t∫

0

(

1 +
B

√
t− τ

)

Z(τ)dτ = −k̃X(t) + ξ̃(t), (32)

где

k̃ =
k

M +
2

3
πρR3

. (33)

Найдем в этом случае спектральные плотности процессов Z(t) и V (t)
при t → ∞. Учтя, что преобразование Лапласа функций X(t) и Z(t)
связаны соотношением X̂(p) = Ẑ(p)/p2, для уравнения (32) в изобра-
жениях имеем

Ẑ(p)

[

1 +
k

p2
+
AB
√
π

√
p
+
A

p

]

= ξ̂(p), (34)

или

Ẑ(p) =
p2

p2 + AB
√
πp3 + Ap+ k̃

ξ̂(p). (35)

Выполнив процедуру, проведенную при выводе формул (30) и (31),
для спектральных плотностей процессов Z(t) и V (t) получим

GZ(ω) =

=
ω4

ω4+AB
√
2πω7+A2B2πω3+A2B

√
2πω5+(A2−2k̃)ω2−k̃AB

√
2πω3+k̃2

Gξ̃,

(36)
GV (ω) =

=
ω2

ω4+AB
√
2πω7+A2B2πω3+A2B

√
2πω5+(A2−2k̃)ω2−k̃AB

√
2πω3+k̃2

Gξ̃.

(37)

Из выражения (37) легко найти спектральную плотность для коор-
динаты X(t). Получим

GX(ω) =

=
1

ω4+AB
√
2πω7+A2B2πω3+A2B

√
2πω5+(A2−2k̃)ω2−k̃AB

√
2πω3+k̃2

Gξ̃.

(38)

Сравним последнее выражение со спектральной плотностью класси-
ческого осциллятора, которая получается из уравнения (38) при усло-
вии, что B = 0 с1/2, а в формулах (10) (для коэффициента A), (28) и

(33) слагаемое
2

3
πρR3, стоящее в знаменателе, обращается в нуль. В

этом случае выражение (38) переходит в формулу
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Gклас
X (ω) =

1

ω4 + (A
′2
− 2k

′
)ω2 + k

′2
G′
ξ̃
, (39)

где теперь A′ =
6πρνR

M
, k′ =

k

M
, G′

ξ̃
=
12πρνRkT

M2
.

На рис. 7–10 изображены спектральные плотности, задаваемые вы-
ражениями (38) и (39) при ν = 10−6 м2/с, ρ = 103 кг/м3, k = 10−2Н/м,
R = 5мкм (рис. 7),R = 10мкм (рис. 8),R = 100мкм (рис. 9),R = 1мм
(рис. 10). Плотность частицы при этом принимается равной плотности
среды.

Рис. 7. Графики спектральных плотностей, задаваемые выражениями (38) (кри-
вая 1) и (39) (кривая 2) при ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, ρ = 103ρ = 103ρ = 103 кг/м3, k = 10−2k = 10−2k = 10−2Н/м,R = 5R = 5R = 5мкм

Рис. 8. Графики спектральных плотностей, задаваемые выражениями (38)
(кривая 1) и (39) (кривая 2) при ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, ρ = 103ρ = 103ρ = 103 кг/м3, k = 10−2k = 10−2k = 10−2Н/м,
R = 10R = 10R = 10мкм
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Из графиков видно, что при малых радиусах частиц, когда клас-
сическое рассмотрение приводит к слабо выраженному резонансу, в
случае использования выражения (7) для силы сопротивления, наблю-
дается типичная резонансная кривая (рис. 7). С увеличением размера
частиц формы кривых становятся похожими, при этом классическо-
му случаю соответствует большее амплитудное значение спектраль-
ной плотности (рис. 8, 9). Этот эффект становится наиболее заметным
при больших размерах частиц (см. рис. 10). Из графиков видно так-
же, что максимум спектральной плотности в классическом случае со-
ответствует более высокой резонансной частоте. Этот факт является

Рис. 9. Графики спектральных плотностей, задаваемые выражениями (38)
(кривая 1) и (39) (кривая 2) при ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, ρ = 103ρ = 103ρ = 103 кг/м3, k = 10−2k = 10−2k = 10−2Н/м,
R = 100R = 100R = 100мкм

Рис. 10. Графики спектральных плотностей, задаваемые выражениями (38)
(кривая 1) и (39) (кривая 2) при ν = 10−6ν = 10−6ν = 10−6 м2/с, ρ = 103ρ = 103ρ = 103 кг/м3, k = 10−2k = 10−2k = 10−2Н/м,
R = 1R = 1R = 1мм
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следствием того, что при неклассическом описании к массе частицы

добавляется некоторая “эффективная” масса
2

3
πρR.

Вывод. Проведенное описание движения броуновской частицы
шарообразной формы в неограниченной вязкой среде позволило уста-
новить, что флуктуации ее скорости представляют собой немарков-
ский случайный процесс. Полученные резонансные кривые для меха-
нического осциллятора, размещенного в вязкой безграничной среде,
по своей форме отличаются от классических. Последний результат
может иметь существенное значение для устройств демпфирования
колебаний.
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