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Г. Л. Л у к а н к и н, И. Г. Т а б а к о в а

О ЗАДАЧЕ ЛИНЕЙНОГО СОПРЯЖЕНИЯ
ДЛЯ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ ДВУХ
КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Исследованы свойства голоморфных функций двух комплексных пе-
ременных. С помощью интегрального представления А. Темлякова
получены новые результаты решения задачи Римана.

В середине 50-х годов А. Темляков получил интегральные пред-
ставления для функций голоморфных в двоякокруговых областях про-
странства С 2 [1]. Источником интегралов Темлякова послужила най-
денная им формула обращения формулы Уитеккера. Интегральные
представления Темлякова обладают рядом отличительных особенно-
стей. Во-первых, последний внутренний интеграл в них либо инте-
грал Коши (интегральное представление Темлякова 1-го рода), либо
некоторый линейный интегральный дифференциальный оператор это-
го интеграла (интегральное представление Темлякова 2-го рода). Во-
вторых, ядром представлений Темлякова является голоморфное ядро
Коши — единое для всего класса рассматриваемых областей, причем
знаменатель ядра — многочлен первой степени относительно внешних
переменных.

Тесная связь интегральных представлений Темлякова с интегра-
лом Коши одного комплексного переменного дает возможность уси-
лить методы исследований теории функций многих комплексных пе-
ременных всесторонне разработанным аппаратом одномерного инте-
грала типа Коши и его приложениями. Кроме того, интегральные пред-
ставления Темлякова являются удобным аппаратом для исследования
свойств голоморфных функций многих комплексных переменных с це-
лью их использования при рассмотрении пространственных краевых
задач [4, 5].
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В настоящей статье для заданной определяющей области K =
= {(Z1,Z2) : |Z1|+ |Z2| < 1} ставятся и решаются задачи Римана, а
именно: 1) задача о скачке; 2) однородная задача; 3) неоднородная
задача.

Эти задачи рассматриваются на окружности особенностей

B1 = {(Z1,Z2) : |Z1| = 1, Z2 = 0} .

Задача Римана для гиперконуса с краевым условием на окруж-
ности особенностей. Функцию F = F (z1, z2), заданную во всех точ-
ках пространства С 2, кроме точек окружностей

B1 = {(z1, z2) : |z1| = 1, z2 = 0} и B−1 = {(z1, z2) : z1 = 0, |z2| = 1}

будем называть функцией класса (Т ), если:
а) функция F (z1,z2) непрерывна во всeм пространстве C2, за

исключением точек окружностей В1 и В2, голоморфна в области
K ∪ E1 ∪ E2, где

К = {(z1, z2) : |z1|+ |z2| < 1} ,

E1 = {(z1, z2) : |z1| − |z2| > 1} ,

E2 = {(z1, z2) : |z2| − |z1| > 1} ,

а в области Е = C2\(K
⋃
E1
⋃
E2) для неe существуют операторы

Dz1F =
∂F

∂z1
−
1

z1

[

kz1
∂F

∂z1
+ (k + 1) z2

∂F

∂z2

]

и

Dz2F =
∂F

∂z2
+
1

z2

[

(k − 1) z1
∂F

∂z1
+ kz2

∂F

∂z2

]

,

где k = |z1|
2 − |z2|

2 ;
б) при стремлении точки (z1, z2) к любой точке (z01 , z

0
2) ∈ BS ,

S = ±1, функция F (z1, z2) стремится к определeнным конечным
пределам:

F+
(
z01 , z

0
2

)
= lim
(z1,z2)→(z01 ,z02)∈Bs

F (z1, z2) , (z1, z2) ∈ K,

F−
(
z01 , z

0
2

)
= lim
(z1,z2)→(z01 ,z02)

F (z1, z2) , (z1, z2) ∈ E1 ∪ E2,

Fδ
(
z01 , z

0
2

)
= lim
(z1,z2)→(z01 ,z02)

F (z1, z2) , (z1, z2) ∈ δ,

δ = { (z1, z2) : |z1|
2 + |z2|

2 + 2m |z1| |z2| − 1 = 0},

|m| 6 1, arg z1 − arg z2 = l,
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argS 0 =
1

2

[
(1 + S) arg z01 + (1− S) arg z

0
2

]
− Sl,

(z01 , z
0
2) ∈ BS, S = ±1, |l| < 2π.

Будем говорить, что функция p(t, ς) принадлежит классу λ, если
p(t, ς) непрерывна и периодична с периодом 2π по t и удовлетворяет
условию Гëльдера по ς:

|p (t, ς)− p (t, ς0) | < A∗ |ς − ς0|
λ
,

где 0 < λ 6 1, А∗ — некоторая постоянная, причем λ и A∗ не зависят
от t.

Очевидно, что всякая функция F (z1, z2), представимая интегра-
лом типа Темлякова 1-го рода

F =
1

4π2i

2π∫

0

dt

∫

|ς|=1

ψ (t, ς)

ς − u
dς, (1)

где ψ(t, ς) ∈ λ, u = z1 + z2eit, принадлежит классу (T ).
Предельные значения Fδ (ς, o) (Fδ (o, ς)) функции F (z1, z2) класса

(Т ) в точках окружности особенностей B̂1 (B−1) по двумерным по-
верхностям δ из области E называют поверхностными пределами в
точках окружности особенностей В̂1 (B−1).

Следует отметить, что разность двух поверхностных пределов по
двумерным поверхностям δ1 и δ2 (δk, k = 1, 2, получается из δ заменой
m на mk, |mk| 6 1) в точках окружности особенностей выражается
формулой

Fδ1
(
z01 , z

0
2

)
− Fδ2

(
z01 , z

0
2

)
=

= −
1

2π

l2+α2∫

l1+α1

ψ (t, u0) dt+
1

2π

l2+α2∫

l1+α1

ψ (t, u0) dt, (2)

где |αk| 6 π, |lk| 6 2π, (k = 1, 2).
Приведeм без доказательства две вспомогательные леммы.
Лемма 1. Интеграл типа Темлякова 1-го рода на множестве беско-

нечных точек обращается в нуль, т.е. исчезает, если точка (z1, z2) стре-
мится к точкам (z01 ,∞) и (∞, z02) по любому пути, а к точке (∞;∞) —
по любому пути, расположенному на гиперповерхности |z2| = |z1|+ b,
где b — любое действительное число.

В качестве следствия этой леммы отметим, что ни одна из посто-
янных, кроме нуля, не может быть представлена интегралом (1).

Будем говорить, что функция q = q(ς, l1, α1, l2, α2) принадле-
жит классу λ1 (q ∈ λ1), если она допускает непрерывные част-
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ные производные по действительным переменным lk, αk = αmk
(k = 1, 2; |lk| < 2π, |αk| 6 π), такие, что

∂q

∂lk
+

∂q

∂αk
=
(−1)k

π
ψ(lk + αk, ς) (k = 1, 2),

∂q

∂lk
−

∂q

∂αk
=
(−1)k

π
ψ(lk − αk, ς) (k = 1, 2),

(3)

где

ψ(t, ς) ∈ λ, q(ς, l1, α1, l2, α2) = 0. (4)

Лемма 2. Для того, чтобы функция q = q(ς, l1, α1, l2, α2) была пред-
ставлена в виде

q =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt, (5)

где ψ(t, ς) ∈ λ, необходимо и достаточно, чтобы q(ς, l1, α1, l2, α2) ∈ λ1.
1. Задача о скачке. Требуется найти функцию F (z1, z2) класса

(T ), исчезающую на многообразии бесконечных точек, разность по-
верхностных пределов которой в точках окружности особенностей В1
удовлетворяет соотношению

Fδk(ς, o)− Fδ2(ς, o) = q(ς, l1, α1, l2, α2), (6)

где q ∈ λ1, δk = δmk , δk — есть поверхность, отвечающая заданиям
l = lk и m = mk.

Решение. По лемме 2 найдется такая функция ψ(t, ς) ∈ λ, что

q =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt,

поэтому формула (6) эквивалентна формуле

Fδ1 (ς, o)− Fδ2 (ς, o) =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt. (7)

Функция F (z1, z2), определяемая формулой (1), является функци-
ей класса (Т ) и даeт единственное решение поставленной задачи. В
самом деле, функция F (z1, z2) является функцией класса (Т ), удовле-
творяет в силу формулы (2) условию (6) и исчезает на многообразии
бесконечных точек.
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Допустим теперь, что задача имеет ещe одно решение в классе
функций, представимых интегралом (1), и пусть

F̃ =
1

4π2i

2π∫

0

dt

∫

|ς|=1

ψ̃(t, ς)dς

ς − u
,

где ψ̃(t, ς) ∈ λ, означает разность этих двух решений. Тогда, в силу
формулы (6) должно быть

F̃δ1(ς, o)− F̃δ2(ς, o) = 0,

т.е. q = 0. Отсюда следует, что ψ̃(t, ς) ≡ 0, поэтому F̃ ≡ 0.

Замечание 1. Если от искомой функции потребовать, чтобы на мно-
гообразии бесконечных точек она обращалась в наперeд заданное чис-
ло А, то решение задачи, как легко видеть, будет даваться формулой

F (z1, z2) = A,

где F (z1, z2) есть интеграл (1).

Будем говорить, что функция

G = G(ς, l1, α1, l2, α2) ∈ λ2,

eсли она допускает непрерывные частные производные по действи-
тельным переменным lk, dk, |lk| < 2π, |dk| 6 π, k = 1, 2, такие, что

∂G

∂lk
+
∂G

∂αk
=
(−1)k

π
Gψ(lk + αk, ς) (k = 1, 2),

∂G

∂lk
−
∂G

∂αk
=
(−1)k+1

π
Gψ(lk − αk, ς) (k = 1, 2),

где ψ(t, ς) ∈ λ, G(ς, l1, α1, l1, α1) = 1.

Лемма 3. Для того, чтобы функция G ∈ λ2, необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось равенство G = exp q, где q ∈ λ1.

2. Однородная задача. Требуется найти функцию f(z1, z2) класса
(Т ), обращающуюся в единицу на многообразии бесконечных точек,
поверхностные пределы которой на многообразии бесконечных точек
в точках окружности особенностей В1 удовлетворяют соотношению

fδ1(ς, o) = G(ς, l1, α1, l2, α2)fδ2(ς, o), (8)

где G ∈ λ2.

Решение. Логарифмируя условие (8):

ln fδ1(ς, o) = lnG(ς, l1, α1, l2, α2) + ln fδ2(ς, o),
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и замечая, что, на основании леммы 3 и определения функции q ∈ λ1:

lnG = q + 2πi ≡
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt+ 2πni,

где ψ(t, ς) ∈ λ, а n = 0,±1,±2, . . ., имеем

ln fδ1(ς, o)− ln fδ2(ς, o) =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt+ 2πni. (9)

Полагая
τ(z1, z2) = ln f(z1, z2);

qn =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt+ 2πni,

где n — произвольным образом фиксированное целое число, условие
(9) перепишется так:

τδ1(ς, o)− τς2(ς, o) = qn. (10)

Таким образом, мы пришли к задаче отыскания функции класса
(Т ) по разности поверхностных пределов в точках окружности осо-
бенностей В1, решаемой, если в ее краевом условии правая часть q

есть функция класса λ1 и, следовательно, q(ς, l1, α1, l1, α1) = 0.
Поэтому для разрешимости нашей задачи с краевым условием (10)

правая часть qn должна удовлетворять условию

qn(ς, l1, α1, l1, α1) = 0. (11)

Из условия (11) и определения qn получаем, что задача с краевым усло-
вием (10) будет разрешима при n = 0. Решение еe в классе функций,
представимых интегралом типа Темлякова 1-го рода, при дополни-
тельном условии исчезновения решения в бесконечных точках имеет
вид

τ =
1

4π2i

2π∫

0

dt

∫

|ς|=1

ψ(t, ς)

ς − u
dς, (12)

и, значит, решение поставленной краевой однородной задачи даeтся
формулой

f(z1, z2) = e
τ(Z1,Z2). (13)

Очевидно, что функция f(z1, z2), задаваемая формулой (13), принад-
лежит классу (T ) и обращается в единицу в бесконечных точках.
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Замечание 2. Если от искомой функции в однородной задаче по-
требовать, чтобы на многообразии бесконечных точек она обращалась
в любое наперeд заданное число В , то решение однородной задачи
будет задаваться формулой

f(z1, z2) = Be
τ(z1,z2).

Рассмотрим теперь неоднородную задачу линейного сопряжения.
3. Неоднородная задача. Требуется найти две функции f(z1, z2) и

f̃(z1, z2) класса (Т ) при дополнительном условии обращения в еди-
ницу функции f(z1, z2) и в нуль функции f̃(z1, z2) на многообразии
бесконечных точек, поверхностные пределы которых в точках окруж-
ности B1 удовлетворяют соотношению

fδ1(ς, o)f̃δ1(ς, o) =

= G(ς, l1, α1, l2, α2)fδ2(ς, o)f̃δ2(ς, o) + q(ς, l1, α1, l2, α2)fδ1(ς, o), (14)

где G ∈ λ2, q ∈ λ1.
Решение поставленной задачи сводится к решению однородной за-

дачи линейного сопряжения и задачи о скачке. Так как по условию
искомая функция f(z1, z2) должна обращаться в единицу в бесконеч-
ных точках, а G ∈ λ2 и, следовательно,

G = eq1 = exp




2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt



 ,

то, находя функцию f(z1, z2) из условия

fδ1(ς, o) = Gfδ2(ς, o), (15)

которое является краевым условием однородной задачи, имеем

f(z1, z2) = e
τ(z1,z2), (16)

где τ(z1, z2) — интеграл выражения (12).
Поверхностные пределы найденной функции f(z1, z2) удовлетво-

ряют соотношению (15), поэтому, заменяя в равенстве (14) произведе-
ние функций Gfδ2(ς, o) по формуле (15) на fδ1(ς, o), получим условие,
которому должна удовлетворять функция f̃(z1, z2) в точках окружно-
сти В1:

f̃δ1(ς, o)− f̃δ2(ς, o) = q,

или, так как q ∈λ1, что то же самое:

f̃δ1(ς, o)− f̃δ2(ς, o) =
2∑

k=1

(−1)k

2π

lk+αk∫

lk−αk

ψ(t, ς)dt.
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Отсюда, на основании решения задачи о скачке, получим

f̃ =
1

4π2i

2π∫

0

dt

∫

|ς|=1

ψ̃(t, ς)dς

ς − u
, (17)

где ψ̃(t, ς) ∈ λ.
Замечание 3. Если в неоднородной задаче потребовать, чтобы ис-

комые функции f(z1, z2) и f̃(z1, z2) в бесконечных точках обращались
соответственно в произвольные значения C и D, то решение такой
задачи запишется в виде

f(z1, z2) = С e
τ(z1,z2),

f̃(z1, z2) =
1

4π2i

2π∫

0

dt

∫

|ς|=1

ψ̃(t, ς)ας

ς − u
+D.
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