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Предложенный в работе [19] метод построения незамкнутого ре-
шения первого и второго уравнений Колмогорова для экспоненци-
альной (двойной) производящей функции переходных вероятностей
применен к одномерному, двухмерному и трехмерному марковским
процессам гибели квадратичного типа. Для производящей функции
переходных вероятностей получены представления в виде рядов
Фурье, использующие обобщенные гипергеометрические функции и
многочлены Якоби.

Аналитический метод исследования марковских процессов с ко-
нечным или счетным множеством состояний основан на рассмотрении
первой (обратной) и второй (прямой) систем дифференциальных урав-
нений Колмогорова для переходных вероятностей [1], [2], [5]. Число
случаев, для которых найдено решение систем уравнений, невелико:
известны решения для процесса простой гибели, процесса чистого ро-
ждения, процессов рождения и гибели линейного или пуассоновского
типов (см. обзор [21], глава 2, § 2.1.1), ветвящихся процессов ([3], гла-
ва 1, § 8) и модификаций перечисленных случаев. “Неблагодарность
решения уравнений Колмогорова” [4] отмечается специалистами в свя-
зи с приложениями теории марковских процессов.

Уравнения процесса простой гибели рассматриваются различны-
ми методами, например в работах [1], [4] применяется операционное
исчисление. Явные выражения для переходных вероятностей имеют
громоздкий вид [1] и малопригодны для исследования асимптотиче-
ских свойств случайного процесса.

При специальных условиях на марковский процесс вторая систе-
ма дифференциальных уравнений свертывается с помощью произво-
дящей функции переходных вероятностей, что позволяет представить
систему в виде уравнения в частных производных [21]. В случае урав-
нения первого порядка имеем марковский ветвящийся процесс [3].

В случае второго порядка, исследование уравнения в частных про-
изводных и соответствующего марковского процесса гибели квадра-
тичного типа начато работой [7], в которой ко второму уравнению
Колмогорова применен метод разделения переменных и для произво-
дящей функции переходных вероятностей получен ряд Фурье с двумя
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разделенными переменными, при этом собственные функции — мно-
гочлены Гегенбауэра.

Таким же методом J. Letessier и G. Valent в цикле работ 1982–
1995 гг. (см. [9], [10], обзор [11] и др.) получили решения в виде рядов
по специальным функциям для уравнений второго, третьего и четвер-
того порядков. В работах [9], [11] и др. даны спектры и собственные
функции для некоторых процессов рождения и гибели квадратично-
го, кубического и биквадратичного типов. Авторы строили ряды для
второго уравнения Колмогорова со все более сложными функциями,
когда уравнение для собственной функции принадлежит классу гипер-
геометрических уравнений (уравнение Фукса второго порядка с тремя
особыми точками) или является обобщенным гипергеометрическим
уравнением.

В работе [10] для процесса рождения и гибели квадратичного ти-
па получено решение второго уравнения в виде ряда Фурье, когда
собственные значения выражаются через эллиптический интеграл и
уравнение для собственной функции принадлежит классу уравнений
Гойна (уравнение Фукса второго порядка с четырьмя особыми точка-
ми, см. [16], гл. 15, § 3).

Числовые коэффициенты в рядах определялись в работах [7, 9, 10]
и др. стандартными для теории рядов Фурье интегральными формула-
ми и во многих случаях остались ненайденными. Исходя из рядов для
переходных вероятностей, неясна возможность делать выводы о пре-
дельных свойствах рассматриваемых марковских процессов. Постро-
ение незамкнутых решений уравнений Колмогорова для процессов
рождения и гибели связано и с проблемой нахождения спектра таких
уравнений [11]. Примеры решений, данные в работах [7], [9–11] и др.,
имеют дискретный спектр; построение примеров точных решений в
случае непрерывного спектра [6] является сложной задачей [5].

В настоящей работе развитие метода разделения переменных при-
менительно к уравнениям Колмогорова связано с введением экспонен-
циальной производящей функции переходных вероятностей [19], [21],
что позволяет свернуть первую систему дифференциальных уравнений
к уравнению в частных производных. Метод Фурье, применяемый од-
новременно к первому и второму уравнениям, приводит к ряду с тремя
разделенными переменными, и коэффициенты ряда определяются из-
вестными в теории специальных функций разложениями экспоненты.

Даны примеры применения метода для уравнений процессов ги-
бели квадратичного типа на N , N2 и N3. Найденные ряды содержат
обобщенные гипергеометрические функции и многочлены Якоби. В
последней части работы обсуждается переход от незамкнутых реше-
ний первого и второго уравнений к интегральному представлению
решения.
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Предварительные результаты приведены в работах [18], [20],
[22, 23].

Обобщенный марковский процесс гибели квадратичного типа.
На множестве состояний N = {0, 1, 2, . . .} рассматривается однород-
ный во времени марковский процесс ξt, t ∈ [0,∞), с переходными
вероятностями Pij(t) = P {ξt = j | ξ0 = i}, i, j ∈ N . Пусть при
t→ 0+ переходные вероятности имеют вид (λ ≥ 0, μ ≥ 0)

Pi,i−2(t) = i(i− 1)λp0t+ o (t),

Pi,i−1(t) = (i(i− 1)λp1 + iμ)t+ o (t),

Pii(t) = 1− (i(i− 1)λ+ iμ)t+ o (t), Pij(t) = o (t),

(1)

если j 6= i − 2, i − 1, i. Здесь p0 ≥ 0, p1 ≥ 0, p0 + p1 = 1. Введем
производящие функции (|s| ≤ 1)

Fi(t; s) =
∞∑

j=0

Pij(t)s
j, i ∈ N.

Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмого-
рова для переходных вероятностей в случае процесса ξt равносильна
уравнению в частных производных [21]

∂Fi(t; s)

∂t
= λ(p0 + p1s− s

2)
∂2Fi(t; s)

∂s2
+ μ(1− s)

∂Fi(t; s)

∂s
, (2)

с начальным условием Fi(0; s) = si.

Возможные скачки случайного процесса ξt изображены на рис. 1.
В начальном состоянии i марковский процесс находится случайное
время τi, P{τi ≤ t} = 1 − e−(i(i−1)λ+iμ)t. Затем процесс переходит в
состояние i − 1 с вероятностью (p1i(i − 1)λ + iμ)/(i(i − 1)λ + iμ)
или в состояние i − 2 с вероятностью p0i(i − 1)λ/(i(i − 1)λ + iμ).
Далее аналогичная эволюция процесса гибели. Состояние 0 является
поглощающим.

Марковский процесс ξt интерпретируется как модель бимолекуляр-
ной химической реакции с кинетической схемой 2T → 0, T ; T → 0
[7], [21].

Рис. 1. Скачки обобщенного процесса гибели
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Вводим экспоненциальную (двойную) производящую функцию

F(t; z; s) =
∞∑

i=0

zi

i!
Fi(t; s) =

∞∑

i=0,j=0

zi

i!
Pij(t)s

j. (3)

Функция F(t; z; s) является аналитической в области |z| <∞, |s| < 1.
Первая и вторая системы дифференциальных уравнений Колмо-

горова для переходных вероятностей рассматриваемого марковского
процесса получают вид [21]

∂F
∂t
= λz2

(
p0F + p1

∂F
∂z
−
∂2F
∂z2

)
+ μz

(
F −

∂F
∂z

)
, (4)

∂F
∂t
= λ(p0 + p1s− s

2)
∂2F
∂s2
+ μ(1− s)

∂F
∂s
, (5)

с начальным условием F(0; z; s) = ezs. Линейные уравнения в частных
производных второго порядка параболического типа (4), (5) решаются
методом разделения переменных [12].

Далее нам потребуются следующие специальные функции (см. [14–
17] и др.). Вырожденная гипергеометрическая функция определяется
рядом (b 6= 0,−1,−2, . . .)

1F1(a; b; z) = 1 +
∞∑

k=1

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1)zk

b(b+ 1) . . . (b+ k − 1)k!
(6)

и удовлетворяет вырожденному гипергеометрическому уравнению

zy′′ + (b− z)y′ − ay = 0. (7)

Функция (6) является аналитической на всей комплексной плос-
кости; при некоторых значениях параметров они выражаются через
модифицированные функции Бесселя ([17], формулы 7.11.1(5)):

1F1(a; 2a; z) = Γ
(
a+
1

2

)(z
4

)1/2−a
ez/2Ia−1/2

(z
2

)
,

где Γ(α) — гамма-функция.
Многочлен Якоби порядка n определяется выражением ([15],

§ 10.8)

P (α,β)n (x) =

=
n∑

k=0

(α + n− k + 1) . . . (α + n)(β + k + 1) . . . (β + n)
2nk!(n− k)!

(x+1)k(x−1)n−k,

n = 0, 1, . . . , и является единственным полиномиальным решением
дифференциального (гипергеометрического) уравнения

(1− x2)y′′ + (β − α− (α + β + 2)x)y′ + n(n+ α + β + 1)y = 0. (8)
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Далее потребуется разложение экспоненты ([15], § 10.20, форму-
ла (4))

ezx =
∞∑

n=0

Γ(n+ α + β + 1)

Γ(2n+ α + β + 1)
(2z)n×

× e−z1F1(n+ β + 1; 2n+ α + β + 2; 2z)P
(α,β)
n (x). (9)

Теорема 1. Пусть марковский процесс на множестве состояний
N задан плотностями переходных вероятностей (1). Двойная произ-
водящая функция переходных вероятностей имеет вид (λ > 0, μ ≥ 0)

F(t; z; s) =
∞∑

n=0

Γ(n− 1 + μ/λ)
Γ(2n− 1 + μ/λ)

((1 + p0)z)
ne−p0z×

× 1F1(n+ μ/λ; 2n+ μ/λ; (1 + p0)z)P
(−1,μ/λ−1)
n ×

×
(2s− 1 + p0
1 + p0

)
e−(n(n−1)λ+nμ)t, (10)

где Γ(α) — гамма-функция, 1F1(a, b; z) — вырожденная гипергеоме-
трическая функция, P (−1,β)n (x) — многочлены Якоби.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Решение системы уравнений (4), (5)
ищем в форме ряда с тремя разделенными переменными (|s| < 1):

F(t; z; s) =
∞∑

n=0

AnC̃n(z)Cn(s)e
−λnt. (11)

Подставив выражение (11) в уравнения (4) и (5), получаем уравнения
для функций C̃n(z) и Cn(s):

λz2(p0C̃n(z) + p1C̃
′
n(z)− C̃

′′
n(z)) + μz(C̃n(z)− C̃

′
n(z)) + λnC̃n(z) = 0,

(12)

λ(p0 + p1s− s
2)C ′′n(s) + μ(1− s)C

′
n(s) + λnCn(s) = 0, n = 0, 1, . . . .

(13)

Дифференциальные уравнения (12) и (13), в случае μ = 0 и p0 = 0
или p0 = 1, исследовались в работе [7], следуя которой показывается,
исходя из условий на рассматриваемый марковский процесс, что для
уравнения (13) имеет место краевое условие “Cn(s) есть многочлен”.
Тогда последовательность “собственных значений” λn = n(n − 1)λ +
+ nμ, n = 0, 1, . . . ([14], часть II, гл. 3, § 9.7). В уравнении (13) делаем
замену переменной x = (2s− 1 + p0)/(1 + p0); вводим функцию y(x)
такую, что Cn(s) = y(x). Тогда уравнение (13) получает вид уравне-
ния (8):

(1− x2)y′′ +
(μ
λ
−
μ

λ
x
)
y′ + n

(
n− 1 +

μ

λ

)
y = 0.
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Следовательно, каждому λn соответствует “собственная функция”

Cn(s) = P
(−1,μ/λ−1)
n

(2s− 1 + p0
1 + p0

)
,

где

P (−1,μ/λ−1)n (x) =

=
n∑

k=0

(n−k) . . . (n−1)(μ/λ+k) . . . (μ/λ+n−1)
2nk!(n− k)!

(x+1)k(x−1)n−k. (14)

Соответственно, уравнение (12) принимает вид

λz2(p0C̃n(z) + p1C̃
′
n(z)− C̃

′′
n(z)) + μz(C̃n(z)− C̃

′
n(z))+

+ (n(n− 1)λ+ nμ)C̃n(z) = 0

и представляет собой одну из приведенных форм вырожденного ги-
пергеометрического уравнения (7) ([14], см. уравнение 2.273(6) при
a = −p1, b = μ/λ, α = −p0, β = −μ/λ, γ = −n(n − 1) − nμ/λ). Из
условий на производящую функцию следует, что нас интересует ре-
шение, аналитическое на всей комплексной плоскости. Cледуя работе
[14],

C̃n(z) = ((1 + p0)z)
ne−p0z1F1(n+ μ/λ; 2n+ μ/λ; (1 + p0)z),

где 1F1(a; b; z) — вырожденная гипергеометрическая функция. Таким
образом, искомый ряд (11) имеет вид

F(t; z; s) =
∞∑

n=0

An((1 + p0)z)
ne−p0z×

× 1F1(n+ μ/λ; 2n+ μ/λ; (1 + p0)z)P
(−1,μ/λ−1)
n ×

×
(2s− 1 + p0
1 + p0

)
e−(n(n−1)λ+nμ)t.

Значения An определяются из сравнения начального условия
F(0; z; s) = ezs с разложением для экспоненты (9):

ezs =
∞∑

n=0

Γ(n− 1 + μ/λ)
Γ(2n− 1 + μ/λ)

((1 + p0)z)
ne−p0z×

× 1F1(n+ μ/λ; 2n+ μ/λ; (1 + p0)z)P
(−1,μ/λ−1)
n

(2s− 1 + p0
1 + p0

)
. (15)

Получаем An = Γ(n− 1 + μ/λ)/Γ(2n− 1 + μ/λ) и приходим к выра-
жению (10). Сходимость ряда (10) при любых z, s и t ∈ [0,∞) следует
из сходимости разложения (15). Теорема доказана.

При t = 0 формула (10) есть разложение в ряд экспоненты ezs.
В случае μ > 0, p0 = 1, имеем разложение по многочленам Якоби.
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В случае μ = 0, p0 = 1, имеем разложение Сонина ([15], § 7.10.1,
формула (5)).

Из выражения (6) имеем 1F1(μ/λ;μ/λ; z) = e
z = 1 + z + z2/2 +

+ . . . , 1F1(1 + μ/λ; 2 + μ/λ; z) = 1 + ((1 + μ/λ)/(2 + μ/λ))(1 +
+ p0)z + . . . , 1F1(2 + μ/λ; 4 + μ/λ; z) = 1 + . . . , и из выражения
(14) имеем P (−1,μ/λ−1)0 (x) = 1; P

(−1,μ/λ−1)
1 (x) = (μ/(2λ))(x − 1);

P
(−1,μ/λ−1)
2 (x) = ((1 + μ/λ)/8)[(2 + μ/λ)x2− (2μ/λ)x− 2+ μ/λ]. Под-

ставляя в формулу (10) указанные выражения и приравнивая коэф-
фициенты при степенях 1, z, zs, z2, z2s, z2s2 в получившемся ряде и
определении (3), находим переходные вероятности

P00(t) = 1; P10(t) = 1− e
−μt; P11(t) = e

−μt;

P20(t) = 1− 2
[1 + μ/λ
2 + μ/λ

(1 + p0)− p0
]
e−μt+

+
1

4

[−2 + μ/λ
2 + μ/λ

(1 + p0)
2 −

2μ/λ

2 + μ/λ
(−1 + p20) + (−1 + p0)

2
]
e−(2λ+2μ)t;

P21(t) = 2
[1 + μ/λ
2 + μ/λ

(1 + p0)− p0
]
e−μt−

−
[ μ/λ
2 + μ/λ

(1 + p0) + 1− p0
]
e−(2λ+2μ)t;

P22(t) = e
−(2λ+2μ)t.

Эти выражения для Pij(t) могут быть получены при указанных зна-
чениях i, j непосредственным решением системы дифференциальных
уравнений Колмогорова [1] для рассматриваемого обобщенного про-
цесса гибели.

Двухмерный процесс гибели квадратичного типа. Рассматрива-
ется однородный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t))
на множестве состояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, переход-
ные вероятности P (α1,α2)(β1,β2)

(t) = P {ξ(t) = (β1, β2) | ξ(0) = (α1, α2)}
которого представимы при t→ 0+ в виде (λ > 0)

P
(α1,α2)
(α1−1,α2−1)

(t) = p00α1α2λt+ o (t), P
(α1,α2)
(α1,α2−1)

(t) = p10α1α2λt+ o (t),

P
(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = p01α1α2λt+ o (t), P
(α1,α2)
(α1,α2)

(t) = 1− α1α2λt+ o (t),

(16)

где p00 ≥ 0, p10 ≥ 0, p01 ≥ 0, p00 + p10 + p01 = 1. С помощью произво-
дящей функции (|s1| ≤ 1, |s2| ≤ 1)

F(α1,α2)(t; s1, s2) =
∞∑

β1,β2=0

P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)sβ11 s
β2
2 , (α1, α2) ∈ N

2,

вторая система дифференциальных уравнений для переходных веро-
ятностей марковского процесса (ξ1(t), ξ2(t)) записывается в виде урав-
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Рис. 2. Реализация двухмерного процесса гибели

нения в частных производных [21]

∂F(α1,α2)(t; s1, s2)

∂t
= λ(p00 + p10s1 + p01s2 − s1s2)

∂2F(α1,α2)(t; s1, s2)

∂s1∂s2
,

с начальным условием F(α1,α2)(0; s1, s2) = s
α1
1 s
α2
2 .

Пример реализации процесса (ξ1(t), ξ2(t)) изображен на рис. 2. В
начальном состоянии (α1, α2) марковский процесс находится случай-
ное время τ(α1,α2), P{τ(α1,α2) ≤ t} = 1−e

−α1α2λt. Затем с вероятностью
p10 процесс переходит в состояние (α1, α2 − 1), с вероятностью p00
переходит в состояние (α1− 1, α2− 1) или с вероятностью p01 перехо-
дит в состояние (α1 − 1, α2). Далее получим аналогичную эволюцию
случайного процесса. Состояния {(γ1, 0), (0, γ2), γ1, γ2 = 0, 1, 2, . . .}
являются поглощающими. “Вложенная цепь Маркова” для процесса
(ξ1(t), ξ2(t)) является случайным блужданием на N2.

Марковский процесс (ξ1(t), ξ2(t)) представляет собой модель по-
пуляции с особями мужского рода и особями женского рода. Состоя-
ние (α1, α2) интерпретируется как наличие совокупности из α1 особей
типа T1 и α2 особей типа T2; в случайные моменты времени происхо-
дят взаимодействия пар различных особей, превращающихся в новые
совокупности особей. Основные предположения в модели: любая па-
ра особей T1 + T2 в популяции порождает потомство независимо от
всех других; частота актов порождения новых особей пропорциональ-
на числу особей типа T1 и пропорциональна числу особей типа T2.

С помощью экспоненциальной производящей функции

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
F(α1,α2)(t; s1, s2)

первая и вторая системы дифференциальных уравнений для пере-
ходных вероятностей такого марковского процесса записываются

52 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2007. № 2



в виде [21]

∂F
∂t
= λz1z2

(
p00F + p10

∂F
∂z1
+ p01

∂F
∂z2
−
∂2F
∂z1∂z2

)
, (17)

∂F
∂t
= λ(p00 + p10s1 + p01s2 − s1s2)

∂2F
∂s1∂s2

, (18)

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 .
Обобщенная гипергеометрическая функция определяется рядом

0F1(b; z) = 1 +
∞∑

k=1

zk

b(b+ 1) . . . (b+ k − 1)k!
(19)

и удовлетворяет уравнению

zy′′ + by′ − y = 0.

Функция (19) выражается через модифицированные функции Бесселя
([17], формула 7.13.1(1)):

0F1(b; z) = Γ(b)z
(1−b)/2Ib−1(2

√
z).

Теорема 2. Пусть марковский процесс на множестве состоя-
ний N2 задан плотностями переходных вероятностей (16). Двой-
ная производящая функция переходных вероятностей имеет вид
(p10 < 1, p01 < 1)

F(t; z1, z2; s1, s2) =

= ep01z1+p10z2
∞∑

α1,α2=0

α1 + α2
max(α1, α2)

((1− p01)z1)α1((1− p10)z2)α2

(α1 + α2)!
×

× 0F1(α1 + α2 + 1; (1− p01)(1− p10)z1z2)×

×
(sσ − pσ
1− pσ

)|α1−α2|
P
(−1,|α1−α2|)
min(α1,α2)

(
2
s1 − p01
1− p01

s2 − p10
1− p10

− 1
)
e−α1α2λt,

(20)

где 0F1(b; z) — обобщенная гипергеометрическая функция, P (−1,β)n (x) —
многочлены Якоби; sσ = s1, pσ = p01, если α1 ≥ α2, и sσ = s2, pσ = p10,
если α1 < α2; при α1 = 0, α2 = 0 выражение (α1 + α2)/max(α1, α2)
полагается равным 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассматриваем уравнения в частных про-
изводных (17), (18). Решение ищем в форме ряда (|s1| < 1, |s2| < 1)

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2C̃α1α2(z1, z2)Cα1α2(s1, s2)e
−λα1α2 t.

(21)
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Подставив выражение (21) в уравнения (17) и (18), получаем уравне-
ния для функций C̃α1α2(z1, z2) и Cα1α2(s1, s2):

λz1z2

(
p00C̃α1α2 + p10

∂C̃α1α2
∂z1

+ p01
∂C̃α1α2
∂z2

−
∂2C̃α1α2
∂z1∂z2

)
+

+ λα1α2C̃α1α2 = 0; (22)

λ(p00 + p10s1 + p01s2 − s1s2)
∂2Cα1α2
∂s1∂s2

+ λα1α2Cα1α2 = 0;

α1, α2 = 0, 1, . . . .

(23)

Из условий для скачков процесса ξ(t) следует, что для уравне-
ния (23) имеет место краевое условие “Cα1α2(s1, s2) есть многочлен”.
Тогда последовательность “собственных значений” λα1α2 = α1α2λ,
α1, α2 = 0, 1, . . . , и из уравнения (23) нетрудно найти соответству-
ющую “собственную функцию”

Cα1α2(s1, s2) =
(sσ − pσ
1− pσ

)|α1−α2|
P
(−1,|α1−α2|)
min(α1,α2)

(
2
s1 − p01
1− p01

s2 − p10
1− p10

− 1
)
,

где P (−1,β)n (x) — многочлены Якоби; sσ = s1, pσ = p01, если α1 ≥ α2
и sσ = s2, pσ = p10, если α1 < α2. Соответственно, уравнение (22)
принимает вид

z1z2

(
p00C̃α1α2 + p10

∂C̃α1α2
∂z1

+ p01
∂C̃α1α2
∂z2

−
∂2C̃α1α2
∂z1∂z2

)
+ α1α2C̃α1α2 = 0.

Из условий для функции F(t; z1, z2; s1, s2) следует, что нас интересует
аналитическое решение при любых z1, z2:

C̃α1α2(z1, z2) = ((1− p01)z1)
α1((1− p10)z2)

α2×

× ep01z1+p10z20F1(α1 + α2 + 1; (1− p01)(1− p10)z1z2),

где 0F1(b; z) — обобщенная гипергеометрическая функция.
Для определения значений Aα1α2 получим разложение экспоненты

ez1s1+z2s2 . Исходя из определения гипергеометрической функции (19)
устанавливается равенство

ez1+z2 = 0F1(1; z1z2) +
∞∑

k=1

(zk1
k!
+
zk2
k!

)
0F1(k + 1; z1z2). (24)

Для рассматриваемых специальных функций справедливы соотноше-
ния ([17], формула 6.8.3.13):

0F1(1; zs) = 0F1(1; z) + 2
∞∑

l=1

zl

(2l)!
0F1(2l + 1; z)P

(−1,0)
l (2s− 1); (25)
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1

k!
0F1(k + 1; zs) =

=
∞∑

l=0

zl

(2l + k − 1)!(l + k)0
F1(2l + k + 1; z)P

(−1,k)
l (2s− 1), (26)

k = 1, 2, . . . Используя выражения (24), (25) и (26), имеем цепочку
равенств:

ez1s1+z2s2 = ep01z1+p10z2ez1(s1−p01)+z2(s2−p10) =

= ep01z1+p10z2
{
0F1

(
1; (1− p01)(1− p10)z1z2

(s1 − p01
1− p01

)(s2 − p10
1− p10

))
+

+
∞∑

k=1

[((1− p01)z1)k

k!

(s1 − p01
1− p01

)k
+
((1− p10)z2)k

k!

(s2 − p10
1− p10

)k]
×

× 0F1
(
k + 1; (1− p01)(1− p10)z1z2

(s1 − p01
1− p01

)(s2 − p10
1− p10

))}
=

= ep01z1+p10z2
{
0F1(1; (1− p01)(1− p10)z1z2)+

+ 2
∞∑

α1=1

((1− p01)z1)α1((1− p10)z2)α1

(2α1)!
×

× 0F1(2α1+1; (1− p01)(1− p10)z1z2)P
(−1,0)
α1

(
2
s1 − p01
1− p01

s2 − p10
1− p10

− 1
)
+

+
∞∑

k=1

∞∑

α2=0

((1− p01)z1)α2+k((1− p10)z2)α2

(2α2 + k − 1)!(α2 + k)
×

× 0F1(2α2 + k + 1; (1− p01)(1− p10)z1z2)×

×
(s1 − p01
1− p01

)k
P (−1,k)α2

(
2
s1 − p01
1− p01

s2 − p10
1− p10

− 1
)
+

+
∞∑

k=1

∞∑

α1=0

((1− p01)z1)α1((1− p10)z2)α1+k

(2α1 + k − 1)!(α1 + k)
×

× 0F1(2α1 + k + 1; (1− p01)(1− p10)z1z2)×

×
(s2 − p10
1− p10

)k
P (−1,k)α1

(
2
s1 − p01
1− p01

s2 − p10
1− p10

− 1
)}
. (27)

Из сравнения ряда (21) при t = 0 с разложением экспоненты (27)
следует, что A00 = 1, Aα1α2 = 1/(α1(α1 + α2 − 1)!), если α1 ≥ α2, и
Aα1α2 = 1/(α2(α1 + α2 − 1)!), если α1 < α2; получаем решение (20)
для системы уравнений (17), (18).

Абсолютная сходимость ряда (20) при любых z1, z2, s1, s2 и
t ∈ [0,∞) следует из сходимости ряда (27). Теорема доказана.
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Дадим выражения для P (α1,α2)(β1,β2)
(t) при начальных значениях

α1, α2, β1, β2. Из выражения (19) имеем 0F1(1; z) = 1 + z + . . . ,

0F1(2; z) = 1 + z/2 + . . . , 0F1(3; z) = 1 + . . . , 0F1(4; z) = 1 +

+ . . . , и из выражения (14) имеем P (−1,0)0 (x) = 1, P (−1,1)0 (x) = 1,
P
(−1,0)
1 (x) = (1/2)(x− 1), P (−1,1)1 (x) = x− 1. Подставляя эти функции

в формулу (20), вместе с разложением экспоненты ep01z1+p10z2 = 1 +
+ p01z1 + p10z2 + p

2
01z
2
1/2 + p01p10z1z2 + p

2
10z
2
2/2 + . . . , и приравнивая

коэффициенты при степенях 1, z1, z1s1, z2, z2s2, . . . , z1z22s
2
2, z1z

2
2s1s

2
2 в

получившемся ряде и при определении двойной производящей функ-
ции переходных вероятностей, находим:

P
(0,0)
(0,0) (t) = 1, P

(1,0)
(0,0) (t) = 0, P

(1,0)
(1,0) (t) = 1, P

(0,1)
(0,0) (t) = 0, P

(0,1)
(0,1) (t) = 1,

P
(1,1)
(0,0) (t) = p00(1−e

−λt), P
(1,1)
(1,0) (t) = p10(1−e

−λt), P
(1,1)
(0,1) (t)=p01(1−e

−λt),

P
(1,1)
(1,1) (t) = e

−λt, P
(0,2)
(0,0) (t) = 0, P

(0,2)
(0,1) (t) = 0, P

(0,2)
(0,2) (t) = 1,

P
(1,2)
(0,0) (t) = p00p10(1− 2e

−λt + e−2λt), P
(1,2)
(1,0) (t) = p

2
10(1− 2e

−λt + e−2λt),

P
(1,2)
(0,1) (t) = p00 + p10p01 − 2p10p01e

−λt − (p00 − p10p01)e
−2λt,

P
(1,2)
(1,1) (t) = 2p10(e

−λt−e−2λt), P (1,2)(0,2) (t) = p01(1−e
−2λt), P

(1,2)
(1,2) (t) = e

−2λt.

Вероятностная модель бимолекулярной реакции. Рассмотрим
однородный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)),
t ∈ [0,∞), на множестве состояний N3 = {(α1, α2, α3), α1, α2, α3 =
= 0, 1, . . .}. Пусть переходные вероятности P (α1,α2,α3)(β1,β2,β3)

(t) представимы
при t→ 0+ в виде [2] (λ > 0)

P
(α1,α2,α3)
(α1−1,α2−1,α3+1)

(t) = α1α2λt+ o (t),

P
(α1,α2,α3)
(α1,α2,α3)

(t) = 1− α1α2λt+ o (t).
(28)

С помощью производящей функции (|s1| ≤ 1, |s2| ≤ 1, |s3| ≤ 1)

F(α1,α2,α3)(t; s1, s2, s3) =
∞∑

β1,β2,β3=0

P
(α1,α2,α3)
(β1,β2,β3)

(t)sβ11 s
β2
2 s
β3
3 ,

вторая система дифференциальных уравнений для переходных веро-
ятностей процесса записывается в виде [21]

∂F(α1,α2,α3)(t; s1, s2, s3)

∂t
= λ(s3 − s1s2)

∂2F(α1,α2,α3)(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2
, (29)

с начальным условием F(α1,α2,α3)(0; s1, s2) = s
α1
1 s
α2
2 s
α3
3 .

В состоянии (α1, α2, α3) марковский процесс находится случай-
ное время τ(α1,α2,α3), P{τ(α1,α2,α3) ≤ t} = 1 − e

−α1α2λt, и затем пе-
реходит в состояние (α1 − 1, α2 − 1, α3 + 1). Реализация процесса
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Рис. 3. Реализация процесса T1 + T2 → T3T1 + T2 → T3T1 + T2 → T3, случай α1 > α2α1 > α2α1 > α2

(ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) при начальном состоянии (α1, α2, 0) изображена на
рис. 3. Если α1 ≥ α2, то остановка процесса произойдет в погло-
щающем состоянии (α1 − α2, 0, α2), и если α2 ≥ α1, то в состоянии
(0, α2 − α1, α1).

Марковский процесс (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) представляет собой модель
химической реакции T1+T2 → T3 [2]. Состояние процесса (α1, α2, α3)
интерпретируется как наличие α1 элементов типа T1, α2 элементов
типа T2, α3 элементов типа T3; в случайные моменты времени пары
элементов T1 + T2 превращаются в элемент типа T3. В работе [2] об-
суждается связь второго уравнения (29) и известного в химической
кинетике закона действующих масс [7], [21]; там же получены гро-
моздкие явные выражения для переходных вероятностей процесса.

С помощью экспоненциальной производящей функции

F(t; z1, z2; s1, s2, s3) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
F(α1,α2,0)(t; s1, s2, s3),

первая и вторая системы дифференциальных уравнений Колмогорова
для рассматриваемого процесса записываются в виде

∂F
∂t
= λz1z2

(
s3F −

∂2F
∂z1∂z2

)
, (30)

∂F
∂t
= λ(s3 − s1s2)

∂2F
∂s1∂s2

, (31)

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2, s3) = ez1s1+z2s2 .
Теорема 3. Пусть марковский процесс на множестве состояний

N3 задан плотностями переходных вероятностей (28). Двойная про-
изводящая функция переходных вероятностей имеет вид
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F(t; z1, z2; s1, s2, s3) =

=
∞∑

α1,α2=0

α1 + α2
max(α1, α2)

zα11 z
α2
2

(α1 + α2)!
0F1(α1 + α2 + 1; z1z2s3)×

× s|α1−α2|σ s
min(α1,α2)
3 P

(−1,|α1−α2|)
min(α1,α2)

(
2
s1s2

s3
− 1
)
e−α1α2λt, (32)

где 0F1(b; z) — обобщенная гипергеометрическая функция, P (−1,β)n (x)
— многочлены Якоби; sσ = s1, если α1 ≥ α2, и sσ = s2, если α1 < α2;
при α1 = 0, α2 = 0 выражение (α1 + α2)/max(α1, α2) полагается
равным 1.

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2,
система уравнений (30), (31) решается методом разделения перемен-
ных. В частности, если в формуле (20) положить p10 = p01 = 0 (т.е.
p00 = 1), и в формуле (32) положить s3 = 1, то указанные формулы
совпадают.

Процесс простой гибели, нелинейное свойство переходных ве-
роятностей марковского ветвящегося процесса и вывод замкну-
тых решений уравнений Колмогорова. Рассматривается марковский
процесс ξt, t ∈ [0,∞), на множестве состояний N = {0, 1, 2, . . .}; пе-
реходные вероятности Pij(t), i, j ∈ N , представимы при t → 0+ в
виде [1]

Pi,i−1(t) = ϕit+ o (t), Pii(t) = 1− ϕit+ o (t), (33)

где заданы ϕ0 = 0, ϕi > 0 при i = 1, 2, . . . .
Скачок процесса гибели ξt изображен на рис. 4. В начальном состо-

янии i процесс находится случайное время τi, P{τi ≤ t} = 1− e−ϕit. В
момент τi происходит переход процесса в состояние i− 1 и так далее.

Первая и вторая системы дифференциальных уравнений для пере-
ходных вероятностей процесса ξt, после свертки двойной производя-
щей функцией (|s| ≤ 1)

F(t; z, s) =
∞∑

i=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Fi(t; s), Fi(t; s) =

∞∑

j=0

Pij(t)s
j, i ∈ N, (34)

получают вид [21]

∂F
∂t
= z(F −Dz(F)), (35)

Рис. 4. Скачки процесса простой гибели
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∂F
∂t
= (1− s)Ds(F), (36)

с начальным условием F(0; z; s) = e(zs). Здесь применяется оператор
Гельфонда–Леонтьева [13] обобщенного дифференцирования

Dz

( ∞∑

i=0

aiz
i
)
=

∞∑

i=1

aiϕiz
i−1,

определенный на аналитических в окрестности нуля функциях. Функ-
ция

e(z) = 1 +
∞∑

i=1

zi

ϕ1 . . . ϕi

является собственной функцией для оператора Dz, Dz(e(z)) = e(z).

Теорема 4 [21] . Пусть марковский процесс гибели на множе-
стве состояний N задан плотностями переходных вероятностей
(33), ϕi+1 > ϕi, i ∈ N , и limi→∞ ϕi = ∞. Двойная производящая
функция переходных вероятностей представима рядом Фурье

F(t; z; s) =
∞∑

n=0

1

ϕ1 . . . ϕn
C̃n(z)Cn(s)e

−ϕnt, (37)

где

C̃n(z) = z
n +

∞∑

k=1

zn+k

(ϕn+1 − ϕn) . . . (ϕn+k − ϕn)
,

Cn(s) = s
n +

n−1∑

k=0

ϕk+1 . . . ϕn

(ϕk − ϕn) . . . (ϕn−1 − ϕn)
sk.

Ряд (37) абсолютно сходится при любых z, |s| < 1 и t ∈ [0,∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выражения для переходных вероятностей
процесса простой гибели известны [1]: P0j(t) = δ0j , j ∈ N ; Pij(t) = 0
при j > i ≥ 1; при j ≤ i

Pij(t) =

= ϕj+1 . . . ϕi

i∑

n=j

e−ϕnt

(ϕi − ϕn) . . . (ϕn+1 − ϕn)(ϕn−1 − ϕn) . . . (ϕj − ϕn)
.

(38)

Используем определение двойной производящей функции (34) и (38):

F(t; z; s) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Pij(t)s

j =
∞∑

i=0

i∑

j=0

i∑

n=j

zi

ϕ1 . . . ϕj
×

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2007. № 2 59



×
e−ϕnt

(ϕi − ϕn) . . . (ϕn+1 − ϕn)(ϕn−1 − ϕn) . . . (ϕj − ϕn)
sj =

=
∞∑

n=0

e−ϕnt

ϕ1 . . . ϕn

(
zn +

∞∑

i=n+1

zi

(ϕn+1 − ϕn) . . . (ϕi − ϕn)

)
×

×
(
sn +

n−1∑

j=0

ϕj+1 . . . ϕn

(ϕj − ϕn) . . . (ϕn−1 − ϕn)
sj
)
.

Сходимость ряда для F(t; z; s) следует из оценки

∣
∣
∣
∞∑

i=0

∞∑

j=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Pij(t)s

j
∣
∣
∣ ≤

≤
∞∑

i=0

∞∑

j=0

|z|i

ϕ1 . . . ϕi
|s|j ≤

1

1− |s|

∞∑

i=0

|z|i

ϕ1 . . . ϕi
<∞

для любых z и |s| < 1. Теорема 4 доказана.
Таким образом, решение (37) системы уравнений Колмогорова

(35), (36) имеет вид ряда с тремя разделенными переменными. При
t = 0 получаем разложение функции

e(zs) =
∞∑

n=0

1

ϕ1 . . . ϕn
C̃n(z)Cn(s);

функции C̃n(z) и Cn(s) связаны интегральным преобразованием.
Важным частным случаем является процесс гибели линейного ти-

па, в котором ϕi = iμ, i ∈ N (μ > 0). Тогда Dz = μ (d/dz), и про-
изводящая функция переходных вероятностей Fi(t; s) удовлетворяет
уравнению [3], [5] (ср. уравнение (2) при λ = 0):

∂Fi(t; s)

∂t
= μ(1− s)

∂Fi(t; s)

∂s
, (39)

с начальным условием Fi(t; s) = si. Для процесса линейного типа ряд
(37) легко суммируется, и выражение для F(t; z; s) получает вид

F(t; z; s) =
∞∑

n=0

(z/μ)n

n!
ez/μ(s− 1)n e−nμt = e(z/μ)(1+(s−1)e

−μt). (40)

Из определения F(t; z, s) =
∞∑

i=0

(zi/(μii!))Fi(t; s) и разложения

функции (40) по степеням z, приравнивая коэффициенты при степе-
нях zi, получаем свойство ветвления переходных вероятностей ([3],
гл. 1)

Fi(t; s) = (1− e
−μt + s e−μt)i = F i1(t; s), i ∈ N. (41)
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Непосредственное решение линейного уравнения в частных производ-
ных первого порядка (39) методом характеристик приводит к выраже-
нию (41) (см., например, [5], § 3.2).

Нелинейное свойство переходных вероятностей (41) позволяет рас-
сматривать процесс гибели частиц: в момент времени t = 0 имеется i
тождественных частиц, каждая из которых существует случайное вре-
мя τ (k),P{τ (k) ≤ t} = 1−e−μt; величины τ (k), k = 1, . . . , i, независимы
(гибель одной из этих частиц соответствует переходу марковского про-
цесса ξt из состояния i в состояние i− 1 и так далее).

Для марковских процессов, обладающих свойством ветвления,
построен мощный аналитический аппарат их исследования [3]. Тем
самым, для процесса простой гибели ставится задача вывода не-
линейного свойства переходных вероятностей, обобщающего свой-
ство (41), что сводится к аналитической проблеме суммирования ряда
Фурье (37) — при тех или иных предположениях о функции ϕi = ϕ(i),
i ∈ N .

Для процесса гибели квадратичного типа, в котором ϕi = i(i− 1)λ
(Dz = λz (d2/dz2)), ряд (37) (т.е. ряд (10) при λ > 0, μ = 0, p1 = 1)
суммирован в работах [19], [21] с помощью теоремы сложения Ге-
генбауэра ([15], § 7.6.1) к замкнутому представлению для двойной
производящей функции переходных вероятностей F(t; z; s). Получено
интегральное представление для Fi(t; s), аналогичное по своей струк-
туре выражению (41).

Для обобщенного процесса гибели квадратичного типа (λ > 0,
μ > 0) также возможно получить замкнутое решение уравнений Кол-
могорова (4), (5) методами, изложенными в работах [19], [21]. Ряд
(10) рассматривается с целью суммирования и вывода нелинейного
свойства переходных вероятностей

Fi(t; s) =M(Xt + sYt)
i, i ∈ N, (42)

где Xt, Yt — некоторые взаимосвязанные случайные процессы.
Для двухмерного процесса гибели квадратичного типа ряд (20)

рассматривается с целью вывода путем суммирования ряда замкну-
того решения системы (17), (18) в виде, аналогичном нелинейному
свойству (41):

F(α1,α2)(t; s1, s2) =M(Xt+s1Yt)
α1(Zt+s2Ut)

α2 , (α1, α2) ∈ N
2, (43)

где Xt, Yt, Zt, Ut — некоторые взаимосвязанные случайные процессы.
Возможность вывода интегральных представлений вида (42), (43)

детально обсуждается в гл. 5 работы [21]. Формулы, подобные (42),
(43), получены для процесса эпидемии — марковского процесса гибели
квадратичного типа на множестве состояний N3 [24].
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Заключение. Рассмотренная модификация метода разделения пе-
ременных, применительно к первому и второму уравнениям Колмо-
горова, может быть использована для других марковских процессов
гибели. Для примера укажем на процесс простой гибели полиноми-
ального типа, в котором ϕi = i(i − 1) . . . (i − k + 1)λ (k = 3, 4, . . .);
уравнения для двойной производящей функции имеют вид

∂F
∂t
= λzk

(∂k−1F
∂zk−1

−
∂kF
∂zk

)
,

∂F
∂t
= λ(sk−1 − sk)

∂kF
∂sk
,

с начальным условием F(0; z; s) = ezs.
Аналогичным образом, к ряду с тремя разделенными переменны-

ми приводит решение первого и второго уравнений для переходных
вероятностей процесса чистого рождения и обобщенных процессов
рождения. Например, для приложений представляет интерес процесс
чистого рождения квадратичного типа на N2 [8], [5]; уравнения для
двойной производящей функции имеют вид

∂F
∂t
= λz1z2

( ∂3F
∂z21∂z2

−
∂2F
∂z1∂z2

)
+ μz2

(∂2F
∂z22
−
∂F
∂z2

)
,

∂F
∂t
= λ(s21s2 − s1s2)

∂2F
∂s1∂s2

+ μ(s22 − s2)
∂F
∂s1
,

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 .
Сложной задачей является развитие изложенного метода на случай

марковских процессов рождения и гибели.
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