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РЕАЛИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ КОЛЕСНОГО
РОБОТА ПО ЗАДАННОЙ ТРАЕКТОРИИ

Предложен алгоритм управлений, реализующий движение мобиль-
ного робота по линии, вдоль которой задан профиль скорости.
Приведена модель движения робота на подвижной колесной плат-
форме с автомобильной компоновкой колес, учитывающая эффект
псевдоскольжения, связанный с деформацией периферии колес. В
качестве управляемых величин выбраны ускорение центра масс ро-
бота и угол поворота передних колес. Получено описание вирту-
альных выходов, по которым модель преобразуется к нормальной
форме. Для заданного программного движения получена нестацио-
нарная нормальная форма системы в отклонениях и исследована ее
нулевая динамика. Методом нелинейной стабилизации построена
нестационарная обратная связь, стабилизирующая программное
движение. Приведены результаты численного моделирования.

Задача реализации заданного программного движения является ти-
пичной для робототехнической системы на колесной платформе. Такие
задачи рассматриваются и для роботизированных сельскохозяйствен-
ных машин, использующих GPS-навигацию, и для объектов виртуаль-
ной реальности, поведение которых должно выглядеть естественно.

Известны различные подходы [1–4] к реализации заданной про-
граммной траектории движения колесной робототехнической систе-
мы. Одним из них является подход, развитый в работе [1], где в каче-
стве управляемых величин предложено использовать ускорение цен-
тра масс системы и угол поворота управляющих колес. Этот подход
был реализован при управлении роботом Nomad 200 с использованием
скользящих режимов [1].

Альтернативой скользящим режимам управления являются упра-
вления в классе непрерывных функций. Такое управление может быть
построено для аффинной (линейной по управлению) динамичeской
системы на основе дифференциально-геометрического подхода [5, 6].
Для аффинных систем с векторным управлением известны условия
приводимости к каноническому виду [3], с использованием которого
возможно как нахождение программного управления по программной
траектории, так и построение нелинейной обратной связи по состоя-
нию, обеспечивающей стабилизацию заданной траектории [4].
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Модель движения мобильного робота. Рассмотрим четырехко-
лесный мобильный робот с автомобильной компоновкой колес. Пе-
редние колеса управляющие, задние — ведущие.

При построении модели движения предположим, что робот пере-
мещается в горизонтальной плоскости, а эффекты, связанные с дина-
мическим перераспределением нагрузки на колеса при маневрирова-
нии, динамикой робота в вертикальной плоскости и рельефом поверх-
ности, не учитываются. Корпус робота рассматривается как абсолютно
твердое тело.

Используем модель качения колеса с деформируемой периферией,
описывающей только эффект поперечного псевдоскольжения (попе-
речного увода) колеса (см., например, [2]).

Даже при принятых предположениях модель движения четырехко-
лесного робота оказывается достаточно сложной. Дальнейшее упро-
щение связано с переходом к так называемой “велосипедной” модели,
расчетная схема которой приведена на рис. 1.

Свяжем с роботом строительную систему координат x′O′y′, начало
которой совпадает с центром масс робота, а ось x′ направлена вдоль
продольной оси симметрии. Положение мобильного робота как твер-
дого тела на плоскости однозначно определяется двумя координатами
центра масс O′ в неподвижной системе координат xOy и углом пово-
рота оси O′x′ строительной системы координат относительно оси Ox
неподвижной системы координат.

Пусть m — масса мобильного робота; J — момент инерции робота
относительно вертикальной оси, проходящей через центр масс; lf и

Рис. 1. “Велосипедная” модель мобильного робота
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lr — расстояния от центра масс до осей переднего и заднего колес со-
ответственно; v — линейная скорость центра масс; β — угол бокового
скольжения мобильного робота; δ — угол поворота переднего колеса;
βf и βr — углы бокового скольжения переднего и заднего колес со-
ответственно; ψ — угол между осью O′x′ строительной и осью Оx
неподвижной систем координат; ω — угловая скорость вращения во-
круг центра масс; ff и fr — боковые силы, действующие на переднее
и заднее колеса.

Положительное направление отсчета для всех углов — против хода
часовой стрелки.

Для углов бокового скольжения переднего и заднего колес из гео-
метрических соображений (см. рис. 1) получены соотношения

βf = arctg
v sin β + lfω

v cos β
− δ = αf (v, β, ω)− δ;

βr = arctg
v sin β − lrω
v cos β

= αr(v, β, ω).

(1)

Рассмотрим уравнения, определяющие динамику движения систе-
мы в горизонтальной плоскости, в проекциях на оси строительной
системы координат:

mv̇x′ −mvy′ω = fx′ ; mv̇y′ +mvx′ω = fy′ . (2)

Уравнение вращательного движения вокруг центра масс имеет вид

Jω̇ =M. (3)

В уравнениях (2), (3) vx′ = v cos β и vy′ = v sin β — проекции скоро-
сти центра масс на соответствующие координатные оси; fx′ и fy′ —
проекции сил, действующих на робот; M — момент сил относительно
центра масс.

Вычислив производные проекций скорости

v̇x′ = v̇ cos β − vβ̇ sin β; v̇y′ = v̇ sin β + vβ̇ cos β, (4)

и подставив (4) в (2), получим

mv(β̇ + ω) = −fx′ sin β + fy′ cos β; mv̇ = fx′ cos β + fy′ sin β. (5)

Пусть F — движущая сила, создаваемая задними колесами. Тогда
выражения для проекций сил, действующих на робот, имеют вид

fx′ = −ff sin δ + F ; fy′ = ff cos δ + fr, (6)

а для суммарного момента —

Mz = ff lf cos δ − frlr. (7)
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Подставив (6) в (5) c учетом уравнений связи между строительной
и неподвижной системами координат, получим

β̇ =
ff cos δ + fr
mv cos β

− ω −
tg β

v
v̇;

Jω̇ = ff lf cos δ − frlr;

ψ̇ = ω;

ẋ = v cos(β + ψ);

ẏ = v sin(β + ψ).

(8)

Система уравнений (8) описывает движение мобильного робота
при условии, что линейная скорость центра масс отлична от нуля и
|β| < π/2.

В системе (8) управляемыми величинами будем считать угол по-
ворота передних колес δ и ускорение v̇. Обозначим δ и v̇ через u1 и u2
соответственно и добавим в систему (8) уравнение v̇ = u2.

Cогласно гипотезе Рокара [2], в диапазоне углов βf , βr от 0 до
(5 . . . 8)◦ поперечные силы реакции ff , fr, действующие на передние
и задние колеса, полагают равными

ff = −cfβf , fr = −crβr (9)

и направленными в сторону, противоположную поперечным составля-
ющим скоростей колес. Здесь cf и cr — коэффициенты пропорцио-
нальности, характеризующие взаимодействие колес с дорогой.

Упростим cистему (8) при условии, что угол поворота передне-
го колеса δ и угол бокового скольжения β малы и можно принять
sin β ≈ β, cos β ≈ 1, sin δ ≈ δ, cos δ ≈ 1.

Подставив в (8) соотношения (9), (1) и упростив первые два урав-
нения системы (8) с учетом сделанных предположений, получим

β̇ = −
cf (αf − δ) + crαr

mv
− ω −

β

v
v̇ =

= −
cfαf + crαr

mv
− ω +

cf

mv
u1 −

β

v
u2

и

Jω̇ = −cf (αf − δ)lf + crαrlr = −cfαf lf + crαrlr + cf lfu1.

Выражения (1) с учетом малости углов можно упростить, приняв

αf =
vβ + lfω

v
; αr =

vβ − lrω
v

. (10)
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C учетом сделанных допущений система (8) примет вид

β̇ = −
cfαf + crαr

mv
− ω +

cf

mv
u1 −

β

v
u2;

ω̇ = −
lf

J
cfαf +

lr

J
crαr +

lf

J
cfu1;

v̇ = u2;

ψ̇ = ω;

ẋ = v cos(β + ψ);

ẏ = v sin(β + ψ).

(11)

Система уравнений (11) — аффинная с двумя управлениями. Ис-
следуем возможность ее преобразования к каноническому или квази-
каноническому виду.

Преобразование системы к квазиканоническому виду. Говорят,
что аффинная система с двумя управлениями

ż1=z2, . . . , żn1−1=zn1 ; żn1=f1(z, η)+g11(z, η)u1+g12(z, η)u2;

żn1+1 = zn1+2, . . . , żn1+n2−1 = zn1+n2 ;

żn1+n2 = f2(z, η) + g21(z, η)u1 + g22(z, η)u2;

η̇ = f3(z, η) + g31(z, η)u1 + g32(z, η)u2,

(12)

где n1 + n2 < n, z = (z1, . . . , zn1+n2)
T, η = (η1, . . . , ηm)T, n1 + n2 +

+m = n, записана в квазиканоническом виде [7] с индексами n1 и n2.
В случае, если n1+n2 = n, вид системы (12) называют каноническим.

Исследуем возможность преобразования аффинной системы (11) к
каноническому или квазиканоническому виду с максимально возмож-
ными значениями индексов n1 и n2.

С системой (11) ассоциированы векторное поле

A = −

(
cfαf + crαr

mv
+ ω

)
∂

∂β
+

(
lr

J
crαr −

lf

J
cfαf

)
∂

∂ω
+

+ ω
∂

∂ψ
+ v cos(β + ψ)

∂

∂x
+ v sin(β + ψ)

∂

∂y

и векторные поля

B1 =
cf

mv

∂

∂β
+
lfcf

J

∂

∂ω
; B2 = −

β

v

∂

∂β
+

∂

∂v
.

Исследование возможности преобразования системы (11) для некото-
рой окрестности точки x0 к каноническому виду [5] связано с после-
довательным анализом инволютивности и регулярности в этой окрест-
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ности семейства распределений вида

Hi = span(B1, B2, adAB1, adAB2, . . . , ad
i
AB1, ad

i
AB2), i = 0, 1, . . . , 5,

где adXY = [X,Y ] — коммутатор (скобка Ли) векторных полей X и Y ,
а adi+1X Y = [X, adiXY ]. Если X(ξ) и Y (ξ) — столбцы координат вектор-
ных полей X и Y соответственно, то столбец координат векторного
поля [X,Y ](ξ) вычисляется по формуле

[X,Y ](ξ) =
∂Y (ξ)

∂ξ
X(ξ)−

∂X(ξ)

∂ξ
Y (ξ).

Непосредственными вычислениями можно показать, что [B1, B2]=0,
т.е. эти векторные поля коммутируют. Следовательно, порожденное
этими векторными полями распределение H0 = span(B1, B2) инволю-
тивно. При v 6= 0 это распределение имеет постоянный ранг, равный
двум, и по теореме Фробениуса интегрируемо. Из соображений раз-
мерности для этого распределения существует четыре функционально
независимых первых интеграла.

Следовательно, можно утверждать, что система (11) приводится к
квазиканоническому виду с индексами n1 = n2 = 2 и неканонической
частью, состоящей из двух уравнений.

Для исследования возможности преобразования системы (11) к ка-
ноническому виду проведем анализ свойств распределения, порожден-
ного семейством

H1 = {B1, B2, adAB1, adAB2}.

Вычислив векторные поля adAB1, adAB2, получим

adAB1 = γ1
∂

∂β
+ γ2

∂

∂ω
−
lfcf

J

∂

∂ψ
+

+
cf sin(β + ψ)

m

∂

∂x
−
cf cos(β + ψ)

m

∂

∂y
;

adAB2 = γ3
∂

∂β
+ γ4

∂

∂ω
− (β sin(β + ψ)− cos(β + ψ))

∂

∂x
+

+(β cos(β + ψ)− sin(β + ψ))
∂

∂y
,

где γi, i = 1, . . . , 4, — некоторые функции.

Определим ранг матрицы U1, столбцы которой — координаты век-
торных полей B1, B2, adAB1 и adAB2. Выделив в ней минор четверто-
го порядка, составленный из второй, третьей, пятой и шестой строк,

получим, что модуль этого минора равен
lfc
2
f

Jm
6= 0. Таким образом,

dim span(H1) = 4.
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Перейдем к анализу инволютивности. Пополнение семейства H1
состоит из векторных полей [B1, adAB1], [B1, adAB2], [B2, adAB1],
[B2, adAB2], [adAB1, adAB2].

Вычислим координаты векторного поля [B1, adAB1]. Рассмотрим
матрицу, составленную из матрицы U1 и столбца координат векторного
поля [B1, adAB1]. Выделим из нее минор пятого порядка, составлен-
ный из строк со второй по шестую. В результате соответствующих

вычислений получим, что модуль этого минора равен
l2fc
4
fβ

J2m2v
и отли-

чен от нуля при β 6= 0.
Таким образом, ранг рассматриваемой матрицы больше ранга ма-

трицы U1 и распределение, порожденное семейством H1, неинволю-
тивно. Следовательно, система (11) не преобразуется к каноническому
виду.

Однако остается возможность преобразования системы (11) к ква-
зиканоническому виду с индексами n1 = 2 и n2 = 3, если размерность
инволютивного замыкания распределения, порожденного семейством
H1, равна пяти. Для этого вычислим ранг матрицы G, по столбцам ко-
торой записаны координаты векторных полей B1, B2, adAB1, adAB2,
[B1, adAB1], [B2, adAB1]; ранг равен шести при β 6= 0.

Отметим, что определитель матрицы G равен нулю при β = 0, т.е.
при прямолинейном движении c отсутствием эффекта поперечного
псевдоскольжения (увода), однако при отклонении угла β от нуля он
становится отличным от нуля.

Из проведенного анализа следует, что система (11) приводится
только к квазиканоническому виду с индексами n1 = n2 = 2.

Отметим, что в силу инволютивности распределенияH0 можно вы-
брать такую систему координат, в которой два последних уравнения
системы квазиканонического вида не содержат управлений. Для этого
достаточно использовать в качестве координатных функций функцио-
нально независимые первые интегралы распределения H0. Такой вид
системы называют специальным квазиканоническим видом.

Таким образом система шестого порядка с двумя управлениями
преобразуется к специальному квазиканоническому виду c индексами
n1 = n2 = 2:






ż1 = z2, ż2 = f1(z, η) + g11(z, η)u1 + g12(z, η)u2;

ż3 = z4, ż4 = f2(z, η) + g21(z, η)u1 + g22(z, η)u2;

η̇1 = f3(z, η);

η̇2 = f4(z, η),

(13)

где z = (z1, z2, z3, z4)T, η = (η1, η2)T.
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Уравнения для функций φ, которые следует взять в качестве ко-
ординатных для преобразования системы (11) к квазиканоническому
виду (13), имеют следующий вид:

B1φ = 0, B2φ = 0,

т. е. 




1

mv

∂φ

∂β
+
lf

J

∂φ

∂ω
= 0;

−
β

v

∂φ

∂β
+
∂φ

∂v
= 0.

(14)

Поскольку распределение H0 инволютивно и регулярно при v 6= 0,
то система (14) линейных уравнений в частных производных имеeт
четыре первых функционально независимых интеграла. Первые три
можно выбрать так: φ1 = x, φ2 = y, φ3 = ψ, поскольку ни в одном
уравнении системы нет производных по этим переменным.

Решив систему (14), получим четвертый первый интеграл в виде

φ4 = vβ −
J

mlf
ω.

В результате имеем, что для преобразования систему (11) к виду
(13) необходимо использовать замену переменных:

z1 = x, z2 = LAx = v cos(β + ψ);

z3 = y, z4 = LAy = v sin(β + ψ),

η1 = ψ, η2 = vβ −
J

mlf
ω.

(15)

Обратная подстановка имеет вид

x = z1, y = z3, ψ = η1;

v =
√
z22 + z

2
4 ;

β = arctg
z4

z2
− η1;

ω =
mlf

J

(√
z22 + z

2
4

(

arctg
z4

z2
− η1

)

− η2

)

.

(16)

Отметим, что ограничение z2 6= 0 не является существенным, по-
скольку вместо функции arctg z можно использовать функцию двух
переменных atan2(z4, z2), определенную при всех значениях аргумен-
тов.

Для синтеза управлений нет необходимости записывать систему
(11) в специальном квазиканоническом виде (13) относительно пе-
ременных z, η, поскольку эта система предназначена для получения
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программного и стабилизирующего управлений, расчетные формулы
для которых удобнее выразить сразу в исходной системе координат.
Представим систему (13) в виде так называемой “заготовки”:

ż1 = z2;

ż2 = sin(β + ψ)
cfαf + crαr

m
−

−
cf

m
sin(β + ψ) ∙ u1 + (cos(β + ψ) + β sin(β + ψ))u2;

ż3 = z4;

ż4 = − cos(β + φ)
cfαf + crαr

m
+

+
cf

m
cos(β + ψ) ∙ u1 + (sin(β + ψ)− β cos(β + ψ))u2;

η̇1 = ω;

η̇2 = −
crαr

m

(

1 +
lr

lf

)

− vω.

(17)

Правые части системы (17) записаны относительно старых пере-
менных. Далее будем использовать как систему (13), так и ее запись в
виде (17).

Построение программного движения. Применительно к пробле-
ме управления мобильным роботом типичной является задача о пе-
ремещении по заданной на плоскости траектории из начальной в ко-
нечную точку. Такая программная траектория для системы (11) будет
траекторией по части переменных, заданных на отрезке [0, T ]. Найдем
программную траекторию по всем переменным и програмное управле-
ние, т.е. определим программное движение (z∗(t), η∗(t), u∗(t)). Отме-
тим, что замена переменных (15) такова, что программная траектория
x = x∗(t), y = y∗(t) при переходе к переменным (z, η) не преобразу-
ется.

Поэтому z1 = x∗(t) = z∗1(t), z3 = y∗(t) = z∗3(t). Вычислим
z∗2(t) = dz∗1(t)/dt, z

∗
4(t) = dz∗3(t)/dt, а также dz∗2(t)/dt и dz∗4(t)/dt

и подставим в первые четыре уравнения системы (13). Тогда из второ-
го и четвертого уравнений получим систему линейных алгебраических
уравнений относительно u1, u2. Коэффициенты этой системы — функ-
ции от t, η1 и η2. Для того чтобы она имела единственное решение,
достаточно, чтобы матрица G, составленная из коэффициентов при
управлениях, была невырожденной при любых значениях t, η1 и η2.
Условие detG 6= 0 называют условием регулярности квазиканониче-
ского вида.

Кроме того, необходимо убедиться, что траектории η1(t) и η2(t) не
“уйдут на бесконечность” за конечное время.
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Используя систему (17), матрицу G удобно записать в исходных

переменных:

G =




−
cf

m
sin(β + ψ) cos(β + ψ) + β sin(β + ψ)

cf

m
cos(β + ψ) sin(β + ψ)− β cos(β + ψ)



 .

Ее определитель detG = −
cf

m
. Таким образом, условие регулярности

выполнено при любых значениях переменных. Это позволяет запи-

сать решение указанной линейной системы относительно управлений

в виде
(
u1(t, η1, η2)

u2(t, η1, η2)

)

=

= G−1

(

−

(
f1(z

∗
1(t), z

∗
2(t), z

∗
3(t), z

∗
4(t), η1, η2)

f2(z
∗
1(t), z

∗
2(t), z

∗
3(t), z

∗
4(t), η1, η2)

)

+

(
ż∗2(t)

ż∗4(t)

))

, (18)

где z∗1(t) = x
∗(t), z∗3(t) = y

∗(t), z∗2(t) = ẋ
∗(t), z∗4(t) = ẏ

∗(t), ż∗2(t) = ẍ
∗(t),

ż∗4(t) = ÿ
∗(t), а

ż2 =

(

sin(β + ψ)
cfαf + crαr

m
−

−
cf

m
sin(β + ψ)u1 + (cos(β + ψ) + β sin(β + ψ))u2

) ∣∣
∣
∣
(16)

,

ż4 =

(

− cos(β + φ)
cfαf + crαr

m
+

+
cf

m
cos(β + ψ)u1 + (sin(β + ψ)− β cos(β + ψ))u2

) ∣∣
∣
∣
(16)

,

Найденные управления зависят не только от t, но и от η1, η2. Од-

нако, подставив в последние два уравнения системы (13) зависимости

z∗i (t), i = 1, . . . , 4, и задав начальные условия η1(0), η2(0), получим

для этих уравнений задачу Коши относительно неизвестных η1 и η2.

Решая ее, находим η∗1(t), η
∗
2(t). Если полученные решения определены

при t ∈ [0, T ], то, подставив их в (18), находим программные управле-

ния u∗1(t), u
∗
2(t), которые являются только функциями времени

(
u∗1(t)

u∗2(t)

)

= G−1

(

−

(
f1(z

∗(t), η∗(t))

f2(z
∗(t), η∗(t))

)

+

(
ż∗2(t)

ż∗4(t)

))

, (19)

где z∗(t) = (z∗1(t), z
∗
2(t), z

∗
3(t), z

∗
4(t))

T, η∗(t) = (η∗1(t), η
∗
2(t))

T.
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Таким образом, получено программное движение (z∗(t), η∗(t), u∗(t)),
порожденное программной траекторией по части переменных z1, z3 с
заданными начальными условиями η(0).

Аналитическое нахождение программных управлений и програм-
мной траектории по переменным η1 и η2 в общем случае затрудни-
тельно, поскольку аналитически решить задачу Коши относительно
переменных η1 и η2 не удается. Для решения этой задачи воспользу-
емся численным методом.

Для простоты будем предполагать, что интегрирование выполняет-
ся методом Эйлера с шагом Δt. В момент времени t = 0 для системы
(13) известен полный вектор состояния z∗1(0), z

∗
2(0), z

∗
3(0), z

∗
4(0), η1(0),

η2(0), а также ż∗2(0) и ż∗4(0).

По формуле (18) вычислим программные управления u∗1 и u∗2 при
t = 0. Подставив значения всех переменных при t = 0 в правую
часть последних двух уравнений системы (13), выполним первый шаг
интегрирования и вычислим η∗ в момент t = Δt. Отметим, что при
t = Δt значения z∗(t), а также ż∗2(t), ż

∗
4(t) известны, а значения η∗(t)

вычислены. Следовательно, для последних двух уравнений системы
(13) можно выполнить еще один шаг интегрирования и по формуле
(18) получить значения программного управления на текущем шаге.

Таким образом, вычислив значения программных управлений и
значения переменных η∗ на k-м шаге интегрирования, можно найти
их значения на (k + 1)-м шаге, получить численное решение задачи
Коши по переменным η и определить программное управление на
отрезке [0, T ].

Численный метод нахождения программного движения описан для
случая, когда система записана в специальном квазиканоническом ви-
де. Однако он применим и в случае системы произвольного квазикано-
нического вида, когда управление присутствует в последних уравне-
ниях, поскольку в начале каждого шага интегрирования программные
управления известны.

Нелинейная стабилизация программного движения. Рассмо-
трим задачу стабилизации заданного программного движения
(z∗(t), η∗(t), u∗(t)). Пусть Δu1 и Δu2 — дополнительные составляю-
щие управления, обеспечивающие стабилизацию, и u1 = u∗1(t) + Δu1,
u2 = u

∗
2(t) + Δu2.

Запишем систему в отклонениях от программного движения. Обо-
значим через Δzi, i = 1, . . . , 4, и Δηj , j = 1, 2, ошибки отработки
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программной траектории. Cистема (13) примет вид





ż1 = z2;

ż2 = f1(z, η) + g11(z, η)(u
∗
1(t) + Δu1) + g12(z, η)(u

∗
2(t) + Δu2);

ż3 = z4;

ż4 = f2(z, η) + g21(z, η)(u
∗
1(t) + Δu1) + g22(z, η)(u

∗
2(t) + Δu2);

η̇1 = f3(z, η);

η̇2 = f4(z, η).

(20)

Пусть zi = z∗i +Δzi, ηj = η∗j +Δηj , i = 1, . . . , 4, j = 1, 2. Вычитая
из уравнений (20) тождества






ż∗1(t) = z
∗
2(t);

ż∗2(t) = f1(z
∗(t), η∗(t)) + g11(z

∗(t), η∗(t))u∗1(t)+

+g12(z
∗(t), η∗(t))u∗2(t);

ż∗3(t) = z
∗
4(t);

ż∗4(t) = f2(z
∗(t), η∗(t)) + g21(z

∗(t), η∗(t))u∗1(t)+

+g22(z
∗(t), η∗(t))u∗2(t);

η̇∗1 = f3(z
∗(t), η∗(t));

η̇∗2 = f4(z
∗(t), η∗(t)),

(21)

получим систему в отклонениях от программного движения





Δż1 = Δz2;

Δż2 = f̄1(Δz,Δη, t) + g11(Δz,Δη, t)Δu1 + g12(Δz,Δη, t)Δu2;

Δż3 = Δz4;

Δż4 = f̄2(Δz,Δη, t) + g21(Δz,Δη, t)Δu1 + g22(Δz,Δη, t)Δu2;

Δη̇∗ = q̄(Δz,Δη, t),

(22)

где

f̄1(z, t) = f1(z
∗ +Δz, η∗ +Δη)− f1(z∗(t), η∗(t)) +

− (g11(z∗ +Δz, η∗ +Δη)− g11(z∗(t), η∗(t)))u∗1(t) +
(g12(z

∗ +Δz, η∗ +Δη)− g12(z∗(t), η∗(t))) + u∗2(t);

f̄2(z, t) = f2(z
∗ +Δz, η∗ +Δη)− f2(z∗(t), η∗(t)) +

+ (g21(z
∗ +Δz, η∗ +Δη)− g21(z∗(t), η∗(t)))u∗1(t) +

+ (g22(z
∗ +Δz, η∗ +Δη)− g22(z∗(t), η∗(t)))u∗2(t);

q̄ = (f3(z
∗ +Δz, η∗ +Δη)− f3(z∗(t), η∗(t)), f4(z∗ +Δz, η∗ +Δη)−

−f4(z∗(t), η∗(t)))T.

Для решения задачи асимптотической стабилизации положения
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равновесия нестационарной системы (22) применим метод нелиней-
ной стабилизации [8] и зададим стабилизирующее управление в виде

(
Δu1

Δu2

)

= G−1
(

−

(
f̄1(Δz,Δη, t)

f̄2(Δz,Δη, t)

)

−

−

(
k11Δz1 + k12Δz2 + k13Δz3 + k14Δz4

k21Δz1 + k22Δz2 + k23Δz3 + k24Δz4

))

. (23)

Тогда 




Δż1 = Δz2;

Δż2 = −k11Δz1 − k12Δz2 − k13Δz3 − k14Δz4;

Δż3 = Δz4;

Δż4 = −k21Δz1 − k22Δz2 − k23Δz3 − k24Δz4,

(24)

или в матричной форме
Δ̇z = KΔz, (25)

где матрица K имеет вид

K =








0 1 0 0
−k11 −k12 −k13 −k14

0 0 0 1

−k21 −k22 −k23 −k24







. (26)

Выбором матрицы коэффициентов K можно обеспечить экспо-
ненциальную устойчивость нулевого решения стационарной систе-
мы (24), и построенное стабилизирующее управление обеспечивает
стабилизацию программной траектории по переменным z.

Отметим, что используя замену переменных (15), можно записать
стабилизирующее управление в исходных переменных.

Условия, при которых нулевое положение равновесия системы (22)
при управлении (23) равномерно асимптотически устойчиво, дает сле-
дующая теорема, являющаяся обобщением результата, приведенного
в работе [11] для систем со скалярным управлением.

Теорема 1. Если нестационарная каскадная система

Δż = KΔz, (27)

Δη̇ = q̄(Δz,Δη, t), q̄(0, 0, t) = 0, (28)

такова, что функция q̄(Δz,Δη, t) непрерывно дифференцируема в

окрестности точки (Δz,Δη) = (0, 0), матрица Якоби
∂q̄

∂(Δz,Δη)
ограничена по норме равномерно по t в некоторой замкнутой огра-
ниченной окрестности точки (Δz,Δη) = (0, 0), система нулевой
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динамики Δη̇ = q̄(0,Δη, t) равномерно асимптотически устойчи-
ва в точке Δη = 0, а линейная подсистема (27) асимптотически
устойчива в точке Δz = 0, то каскадная динамическая система
(27), (28) равномерно асимптотически устойчива в положении рав-
новесия (Δz,Δη) = (0, 0).

Доказательство теоремы 1 практически полностью повторяет дока-
зательство аналогичной теоремы, приведенное в [11] для скалярного
случая, поскольку последнее базируется только на предположении об
асимптотической устойчивости замкнутой системы (27) и не учиты-
вает число управлений в системе (22).

Для исследования выполнения условий теоремы 1 запишем правые
части последних двух уравнений системы (17) в переменных z, η:

η̇1 = с0
(√

z22 + z
2
4

(
arctg

z4

z2
− η1

)
− η2

)
;

η̇2 = −c1
(
arctg

z4

z2
− η1

)
+

+c0с2
(√

z22 + z
2
4

(
arctg

z4

z2
− η1

)
− η2

)/√
z22 + z

2
4−

−c0
(√

z22 + z
2
4

(
arctg

z4

z2
− η1

)
− η2

)√
z22 + z

2
4 .

(29)

где c0 =
mlf

J
; c1 = cr

lr + lf
mlf

; c2 = cr
lf lr + l

2
r

mlf
.

Запишем систему в отклонениях

Δη̇1 = с0(
√
(z∗2(t) + Δz2)

2 + (z∗4(t) + Δz4)
2(arctg(

z∗4(t) + Δz4
z∗2(t) + Δz2

−

− η∗1(t)−Δη1)− η
∗
2(t)−Δη2)−

−с0(
√
z∗2(t)

2 + z∗4(t)
2

(

arctg
z∗4(t)

z∗2(t)
− η∗1(t))− η

∗
2(t)

)

;

Δη̇2 = −c1

(

arctg
z∗4(t) + Δz4
z∗2(t) + Δz2

− η∗1(t)−Δη1

)

+

+c0(
√
((z∗2(t) + Δz2)

2 + (z∗4(t) + Δz4)
2)

(

arctg
z∗4(t) + Δz4
z∗2(t) + Δz4

−

−η∗1(t)−Δη1)−η
∗
2(t)−Δη2

)(
c2√

(z∗2(t)+Δz2)
2+(z∗4(t) + Δz4)

2
−

−
√
(z∗2(t)+Δz2)

2+(z∗4(t) + Δz4)
2

)

−

+c1

(

arctg
z∗4 (t)
z∗2 (t)
−η∗1(t)

)

−c0(
√
z∗2(t)

2 + z∗4(t)
2)

(

arctg
z∗4(t)

z∗2(t)
−

−η∗1(t))− η
∗
2(t)

)(
c2√

z∗2(t)
2 + z∗4(t)

2
−
√
z∗2(t)

2 + z∗4(t)
2

)

.

(30)
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Рассмотрим такую програмную траекторию (z∗(t), η∗(t)), для кото-
рой z∗2(t) > M2 > 0 и |z∗(t)| < M1, где M1, M2 — некоторые констан-
ты. Отметим, что требование ограниченности программной траекто-
рии является достаточно естественным, а условие положительности
z∗2(t) не является жестким, так как связано с использованием функции
arctg(∙), которую при численных расчетах можно заменить функцией
двух переменных atan2(a, b).

При сделанных предположениях о программной траектории пра-
вая часть системы (30) непрерывно дифференцируема в окрестности
точки (Δz,Δη), а матрица Якоби ограничена по норме равномерно по
t в некоторой замкнутой ограниченной окрестности указанной точки.

Система нулевой динамики имеет вид

Δη̇1 = −c0v∗(t)Δη1 − c0Δη2;

Δη̇2 = γ1(t)Δη1 + γ2(t)Δη2,
(31)

где v∗(t) =
√
z∗2(t)

2 + z∗4(t)
2; γ1(t) = c1 − c0v∗(t)δ(t); γ2(t) = −c0δ(t);

δ(t) =

(
c2

v∗(t)
− v∗(t)

)

, и представляет собой линейную нестацио-

нарную систему, для которой условия асимптотической устойчивости
известны [12].

Если нулевая динамика является равномерно асимптотически
устойчивой, то все условия теоремы 1 выполнены. Следовательно,
программное движение стабилизируется управлением (23).

В частном случае, когда v∗(t) = v0 постоянна, система (31) будет
стационарной. Cобственные числа ее матрицы равны

λ1,2 =
−c0c2 ±

√
c20c
2
2 − 4v

2
0c0c1

2v0
. (32)

Из положительности c0, c1, c2 и v0 вытекает, что Reλ1,2 < 0 и положе-
ние равновесия стационарной системы асимптотически устойчиво.

“Четырехколесная” модель. Рассмотрим “четырехколесную” мо-
дель мобильного робота при тех же предположениях, что были сдела-
ны для “велосипедной” модели. Расчетная схема приведена на рис. 2
(a — половина расстояния между колесами, остальные обозначения
аналогичны обозначениям рис. 1).

Для углов бокового скольжения передних и задних колес с уче-
том того, что за положительное направление отсчета углов принято
направление против хода часовой стрелки, получены соотношения

βf1 = arctg
v sin β + lfω

v cos β − aω
− δ = αf1(v, β, ω)− δ;
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Рис. 2. “Четырехколесная” модель мобильного робота

βf2 = arctg
v sin β + lfω

v cos β + lfω
− δ = αf2(v, β, ω)− δ;

βr1 = arctg
v sin β − lrω
v cos β − aω

= αr1(v, β, ω);

βr2 = arctg
v sin β − lrω
v cos β + aω

= αr2(v, β, ω).

В предположении о малости угла скольжения и угла поворота пе-
редних колес получим

β̇=−
cf1(αf1−δ)+cf2(αf2−δ)+cr1αr1+cr2αr2

mv
−ω−

β

v
v̇=

=−
cf1αf1+cf2αf2+cr1αr1+cr2αr2

mv
−ω+

cf1+cf2
mv

u1−
β

v
u2;

Jω̇ = −(cf1(αf1 − δ) + cf2(αf2 − δ))lf + (cf2(αf2 − δ)−
−cf1(αf1 − δ))aδ ++(cr1αr1 + cr2αr2)lr =

= −(cf1αf1 + cf2αf2)lf + (cf2αf2 − cf1αf1)au1+

+(cr1αr1 + cr2αr2)lr + (cf1 + cf2)lfu1 + (cf1 − cf2)au
2
1;

v̇ = u2;

ψ̇ = ω;

ẋ = v cos(β + ψ);

ẏ = v sin(β + ψ).

(33)
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Во втором уравнении системы (33) слагаемым (cf1 − cf2)au
2
1 можно

пренебречь. Тогда системе (33) будут сопоставлены векторные поля
при управлениях

B1 =
cf1 + cf2
mv

∂

∂β
+ γ5

∂

∂ω
; B2 = −

β

v

∂

∂β
+

∂

∂v
,

где γ5 =
a(cf2αf2 − cf1αf1) + lf (cf1 + cf2)

J
.

Используя допущение о малости углов скольжения, упростим вы-
ражения для αr1 , αr2 , αf1 , αf2 по аналогии с выражением (10). Вычи-
слим коммутатор векторных полей B1 и B2:

[B1, B2] =
a

J

(
βcf2
v + ωa

−
βcf1
v − ωa

+

+
cf1ω(aβ + lf )

(v − ωa)2
+
cf2ω(aβ − lf )
(v + ωa)2

)
∂

∂β
= γ6

∂

∂β
.

Таким образом, векторные поля B1 и B2 не коммутируют. Про-
верим инволютивность распределения span(B1, B2), для чего рассмо-
трим матрицу U , по столбцам которой записаны координаты вектор-
ных полей B1, B2 и [B1, B2]. Минор, составленный из элементов трех
первых строк матрицы U , равен γ5γ6 и отличен от нуля при γ5 6= 0 и
γ6 6= 0. Таким образом, распределение span(B1, B2) не инволютивно,
но инволютивным будет распределение span(B1, B2, [B1, B2]).

Действительно, поскольку последние три компоненты порождаю-
щих векторных полей B1, B2, [B1, B2], соответствующие координатам
∂

∂ψ
,
∂

∂x
и
∂

∂y
, равны нулю, компоненты коммутаторов [B1, [B1, B2]] и

[B2, [B1, B2]], соответствующие указанным координатам, также будут
равны нулю. Следовательно, любой минор четвертого порядка матри-
цы, по столбцам которой записаны координаты векторных полей B1,
B2, [B1, B2] и [B1, [B1, B2]], содержит нулевую строку и равен нулю.
То же положение верно для векторного поля [B2, [B1, B2]].

Для распределения span(B1, B2, [B1, B2]) функции φ1 = ψ, φ2 = x

и φ2 = y являются первыми интегралами. Размерность распределения
равна 3 всюду, кроме точек, где γ5 = 0 или γ6 = 0. Следовательно,
только три первых интеграла можно использовать для приведения си-
стемы к квазиканоническому виду в отличие от “велосипедной” моде-
ли, где таких интегралов было найдено четыре. Это означает, что при
любых заменах переменных в преобразованной системе управления
не будут входить в лучшем случае только в три уравнения. Поэто-
му систему (33) нельзя преобразовать к специальному каноническому
виду (13).
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Для преобразования системы (33) к квазиканоническому виду (12)
воспользуемся заменой переменных

z1 = x, z2 = v cos(β + ψ);

z3 = y, z4 = v sin(β + ψ);

η1 = ψ, η2 = ω.

(34)

Функцию η2 можно было выбрать и иначе. Единственное требование
здесь — невырожденность и обратимость замены. Однако, как отме-
чено ранее, найти такую функцию при условии, что управление не
будет входить в правую часть соответствующего дифференциального
уравнения, невозможно.

Обратная подстановка имеет вид

x = z1, y = z3, ψ = η1;

v =
√
z22 + z

2
4 ;

β = arctg
z4

z2
− η1;

ω = η2.

(35)

Запишем систему (33) в новых переменных в виде “заготовки”

ż1 = z2;

ż2 =

(

sin(β + ψ)
cf1αf1 + cf2αf2 + cr1αr1 + cr2αr2

m
−

−
cf1 + cf2

m
sin(β + ψ) ∙ u1 + (cos(β + ψ) + β sin(β + ψ))u2

) ∣∣
∣
∣
(35)

;

ż3 = z4,

ż4 =

(

− cos(β + φ)
cf1αf1 + cf2αf2 + cr1αr1 + cr2αr2

m
+

+
cf1 + cf2

m
cos(β + ψ) ∙ u1 + (sin(β + ψ)− β cos(β + ψ))u2

) ∣∣
∣
∣
(35)

,

η̇1 = ω|(35);

η̇2 =

(
(cr1αr1 + cr2αr2)lr − (cf1αf1 + cf2αf2)lf

J
+

+
(cf2αf2 − cf1αf1)a+ (cf1 + cf2)lf

J
u1

) ∣∣
∣
∣
(35)

.

(36)
Для “четырехколесной” модели получить программное управле-

ние и программные траектории η∗1(t), η
∗
2(t) можно лишь численно.

Алгоритм вычисления в целом аналогичен алгоритму, изложенному
для “велосипедной” модели. Отличие состоит в том, что на каждом
шаге интегрирования из первых четырех уравнений с использовани-
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ем заданных зависимостей z∗1(t), z
∗
2(t) и вычисленных значений η∗1 ,

η∗2 получаем u∗1 и u∗2, что позволяет проинтегрировать последние два
уравнения на следующем шаге.

Отметим, что устойчивость уравнений нулевой динамики системы
в отклонениях от заданного программного движения удается исследо-
вать только численно.

Исследование устойчивости нулевой динамики. Пример 1. Рас-
смотрим “велосипедную” модель со следующими параметрами [2]:
m = 150 кг, J = 82 кг∙м2, lr = 0,4м, lf = 0,6м. Коэффициенты cf и cr
примем равными 4480 и 6720 Н/рад соответственно, что соответствует
хорошему сцеплению колес с поверхностью.

Рассмотрим программную траекторию по переменным x и y, за-
данную в виде

x = x∗(t) = z∗1(t) = a sin(ωt); y = y∗(t) = z∗3(t) = b cos(ωt), (37)

где a = 4,5м, b = 3м, ω = π/10, t ∈ [0, 10].

Рис. 3. Программная траектория для переменных η1, η2

Рис. 4. Графики программных управлений
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На рис. 3 приведены графики программных траекторий η∗1(t) и
η∗2(t), а на рис. 4 — графики программных управлений, расчитан-
ные численно при заданном изменении x и y и начальных условиях
η1(0) = 0,055893, η2(0) = 0, 11408. Отметим, что выбор началь-
ных условий существенно влияет на вид получаемой программ-
ной траектории. Таким образом, получено программное движение
(z∗(t), η∗(t), u∗(t)). Рассмотрим задачу его стабилизации.

Как показано ранее, управление вида (23) будет равномерно ста-
билизировать нулевое положение равновесия нестационарной систе-
мы в отклонениях от программного движения, если будут выполнены
условия теоремы 1. Для заданной программной траектории (37) эти
условия выполняются. Покажем, что cистема нулевой динамики (31)
равномерно асимптотически устойчива.

Построим для системы (31) функцию Ляпунова. Воспользуемся
тем, что при v∗(t) = v0 система стационарная. При заданных чи-
словых параметрах по формуле (32) получим Reλ1,2 < −2,5420, и,
значит, система нулевой динамики асимптотически устойчива. Решив
соответствующее (стационарное) уравнение Ляпунова

PA+ ATP = −Q,

где A — матрица системы, а Q =

(
0,45π 0
0 0,3π

)

, получим положи-

тельно определенную матрицу P ≈

(
0,60646 −0,00186
−0,00186 0,014024

)

.

Используем функцию V (η) = ηTPη в нестационарном случае.
При этом производная V (η) есть квадратичная форма с матри-
цей W (t), и численный анализ показывает, что она отрицательно
определена по обобщенному критерию Сильвестра [13], поскольку
W1,1(t) < −1,40 < 0, а detW (t) > 1,26 > 0.

Поскольку функция Ляпунова V (η) не зависит от времени, все
условия [14, 15] равномерной асимптотической устойчивости выпол-
няются и положение равновесия системы нулевой динамики будет
равномерно асимптотически устойчиво.

На рис. 5 приведены программное и реализующееся изменение пе-
ременной η1, а также программная и реализующаяся линии движения
на плоскости при наличии отклонений начальных условий от про-
граммных значений.

Пример 2. Для “четырехколесной” модели примем a = 0,4, а
cf1 = cf2 = cf/2, cr1 = cr2 = cr/2. Программную траекторию по
z1 и z3 зададим соотношениями (37). На рис. 6 приведены графики из-
менения переменных η1 и η2 при различных отклонениях начальных
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Рис. 5. Пример стабилизации программной (1) и реализующейся (2) траекторий

Рис. 6. Исследование устойчивости нулевой динамики (1 — программная траек-
тория)

значений от программных значений η∗1(0) и η∗2(0). Из графиков мож-
но видеть, что нулевая динамика “четырехколесной” модели является
асимптотически устойчивой.

Для детального исследования свойств нулевой динамики “четы-
рехколесной” модели можно использовать свойства нулевой динамики
“велосипедной” модели. В этом случае нулевая динамика “велосипед-
ной” модели, записанная в переменных (34) линейная, стационарная
и асимптотически устойчивая при v∗(t) = v0. Построив стационар-
ную функцию Ляпунова, ее можно использовать для доказательства
равномерной асимптотической устойчивости нулевой динамики “че-
тырехколесной” модели.

Сравнение свойств моделей. На численном примере сравним
свойства “велосипедной” и “четырехколесной” моделей. Примем

z∗1(t) = 0,1t; z∗3(t) = 0,2t.

Стартовую точку, лежащую вне программной траектории, зададим
одинаковой для обеих моделей. Одинаковые начальные значения при-
своим остальным переменным и параметрам моделей.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2008. № 2 53



Рис. 7. Сравнение траекторий движения (1 — траектория “велосипедной” моде-
ли, 2 — траектория “четырехколесной” модели, 3 — программная траектория)

На рис. 7 приведены графики изменения переменной η1 для двух
моделей, а также программная и реализующиеся линии движения на
плоскости. Можно видеть, что для “четырехколесной” модели стаби-
лизация по переменной η1 = ψ происходит быстрее, что соответствует
более естественному выезду на заданную линию движения, в то время
как для “велосипедной модели” имеется участок, где реализуется дви-
жение вдоль прямой линии, при котором продольная ось симметрии
робота имеет небольшой угол с линией движения. Реализующиеся
линии движения центров масс обеих моделей совпадают, поскольку
имеют место одинаковые отклонения и применяется одинаковая ста-
билизирующая обратная связь.

Выводы. Разработанная методика позволяет получить програм-
мные управления и управления в виде обратных связей, решающие
задачу отслеживания программной траектории движения робота. Про-
граммную траекторию можно строить на основе пары параметри-
ческих сплайнов px(τ), py(τ), которые задают на плоскости линию
движения, проходящую через заданные точки, и профиля скорости
τ = f(t).

Предположения о малости углов скольжения и углов поворота ко-
лес накладывают ограничения на класс траекторий, поскольку кривиз-
на траектории и заданный профиль скорости определяют реализую-
щиеся углы.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ
№ 06-07-89265 и программы Минобрнауки “Развитие научного по-
тенциала высшей школы на 2006–2007 гг.”
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