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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ЛОКАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА
В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

На основе модели периодических структур и метода асимпотиче-
ских разложений разработан конечно-элементный метод решения
задач газовой динамики на ячейке периодичности пористой
структуры, описывающей распределение скоростей движения газа
и давления внутри отдельной поры. Исследованы особенности
локальных процессов переноса в порах со сложной геометрией, а
также вычислительные погрешности метода конечных элементов
применительно к рассмотренным задачам.

Процессы, происходящие в материалах на микро-, мезо- или на-
ноуровнях, объединяют общим понятием — локальные процессы. Эти
процессы во многом определяют макроскопические свойства мате-
риалов. Так, газопроницаемость пористых материалов определяется
особенностями локального переноса на уровне отдельной поры. В от-
личие, например, от упругих локальных свойств, хорошо изученных в
микромеханике композитов [1–4], локальные процессы переноса зна-
чительно менее изучены. В работах [5–7] был предложен метод асим-
птотического осреднения для исследования газодинамических процес-
сов в периодических пористых средах. Возникающие в этом методе
задачи на ячейке периодичности впервые были решены в работах [6–
10] приближенно-аналитическими и конечно-разностными методами.
Целью настоящей работы является разработка конечно-элементного
метода решения задач на ячейке периодичности и исследование с его
помощью особенностей локальных процессов переноса в пористых
средах, а также изучение погрешностей численного решения, вызван-
ных особеностями самого метода конечных элементов.

Формулировка локальной задачи. Рассмотрим пористую среду
периодической структуры, поры которой заполнены линейно-вязким
совершенным газом (рис. 1). Обозначим l0 — линейный размер ячей-
ки периодичности Vξ среды и x0 — характерный размер всей области
V среды. Положим, что выполняется соотношение κ = l0/x0 � 1,
где κ — малый параметр, и введем локальные и глобальные безраз-
мерные координаты ξi = x̄i/κ и x̄i = xi/x0. Тогда, согласно методу
асимптотического осреднения (МАО) [9], движение газа в отдельной
поре (в ячейке периодичности (ЯП)) описывается системой уравнений
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Навье–Стокса, которая в криволинейных координатах X i, связанных с
локальными декартовыми координатами ξi, имеет следующий вид:






∇ξ ∙ υ
(0) = 0, ξi ∈ Vξg;

−∇ξp
(1) + μΔυ(0) = ∇xp

(0), ξi ∈ Vξg;

υ(0) = 0, ξi ∈
∑

ξsg

;

[ [υ(0)] ] = 0, [ [p(1)] ] = 0,
〈
p(1)
〉
= 0.

(1)

Здесь υ(0) — вектор скорости газа в нулевом приближении МАО; p(0)

и p(1) — давления в нулевом и первом приближении; μ — коэффи-
циент вязкости газа; ∇ξf = ri∂f/∂X i = ei ∂f/∂ξi — набла-оператор
дифференцирования по локальным координатам; ∇xf=ei ∂f/∂x̄i —
набла-оператор дифференцирования по глобальным координатам;
ri = ej ∂X i/∂ξj — локальные векторы взаимного базиса; ej — ор-
тонормированный декартов базис; 〈f〉 = (1/ϕg)

∫

Vξg

fdVξg — оператор

осреднения по ячейке периодичности; ϕg =
∫

Vξg

dVξg — пористость.

Vξg — область ячейки периодичности, заполненная газом (пора), а∑
ξsg — поверхность раздела газа и твердой фазы в ЯП (твердая

стенка). В задачу (1) входят условия периодичности функций на про-
тиволежащих границах ЯП, которые обозначаются как [ [f ] ] = 0.

Задача (1) рассматривается относительно четырех неизвестных
функций локальных координат υ(0)(ξj) и p(1)(ξj), заданных в Vξg,
причем вся область ЯП Vξ в координатах ξi представляет собой куб:
−1/2 < ξi < 1/2. Давление p(0)(x̄j), зависящее только от глобальных
координат, в задаче (1) полагается заданным, поэтому решение задачи
(1) параметрически зависит от p(0),i (x̄

j).

Вследствие наличия интегрального условия
〈
p(1)
〉
= 0 задача (1)

имеет интегродифференциальный тип, что в совокупности с наличием
условий периодичности делает ее непосредственное решение доста-
точно сложным даже для современных численных методов. Отметим
также, что функция p(1) фактически представляет собой пульсацию да-
вления по отношению к нулевому приближению p(0) (согласно МАО,
полное давление определено соотношением κp(1) = p − p(0) + o(κ),
где последнее слагаемое означает величины малые по сравнению с
κ), поэтому функция p(1) может быть как положительной, так и отри-
цательной, что также не характерно для классических задач газовой
динамики.

Сведение к локальной задаче на 1/4 ЯП. Будем рассматривать да-
лее только двумерную осесимметричную пористую структуру (рис. 1),
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Рис. 1. Пористая периодическая структура с ячейкой периодичности

у которой поры образуют продольные каналы вдоль оси Oξ3. Такая
структура возникает, например, в композиционных однонаправленных
армированных материалах, обладающих продольными порами — тре-
щинами. Выберем в качестве криволинейных координат X i цилиндри-
ческие координаты X1 = r, X2 = θ, X3 = z, в этом случае решение
локальной задачи (1) зависит только от двух координат — r и z.

В силу линейности локальной задачи (1) ее решение ищем в виде
линейной функции входных данных, т.е. градиента ∇p(0) = p,3e3, где
p,3 = ∂p/∂x̄3 (остальные компоненты градиента ∇p(0) в силу однока-
нальной структуры равны нулю, так как отсутствует сквозное течение
по всей пористой структуре по направлениям Ох 1 и Ох 2):

p(1) = P (r, z) p
(0)
,3 , υ(0)r = Wr(r, z)p

(0)
,3 , υ(0)z = Wz(r, z)p

(0)
,3 . (2)

Подставляя выражения (2) в локальную задачу (1), после исключе-
ния градиента ∇p(0) получаем

∇ ∙W = 0;

−∇P + μΔ ∙W = ez, в Vξg;

W(α) = 0, на Σξsg;

< P >= 0, [ [W] ] = 0, [ [P ] ] = 0

(3)

— локальную задачу для определения давления P и вектора скоро-
сти W = Wrer +Wzez, где er, ez, eθ — векторы физического базиса
цилиндрической системы координат X i.

Система (3) представляет собой стационарную задачу течения не-
которой фиктивной линейно-вязкой несжимаемой жидкости. Поло-
жим, что структура ЯП имеет зеркальную симметрию относительно
плоскостей Oξ1ξ2 и Oξ2ξ3, тогда, как было показано в [10], решение
P ,W задачи (3) может быть построено с помощью симметричного и
антисимметричного продолжений функций P̃ , W̃, определенных в 1/4
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ячейки периодичности (в первом квадранте Ṽξ = {ξi : 0 6 ξi 6 1/2})
и являющихся решениями краевой задачи

∇ ∙ W̃ = 0;

−∇ξP̃ + μΔW̃ = ez, в Ṽξg;

Σ̃ξsg : W̃r = W̃z = 0,

r = 0 : W̃r/z = 0, W̃z = 0, P̃/z = 0;

z = 0 : W̃r/r = 0, W̃z = 0, P̃ = 0;

z = 1/2 : W̃r = W̃z = 0, P̃ = 0,

(4)

где Ṽξg = Ṽξ ∩ Vξg — область течения, а Σξsg = Ṽξ ∩ Σξsg — твердая
стенка в 1/4 ЯП.

Вариационная формулировка локальной задачи. Введем обо-
значения для тензора напряжений T и тензора скоростей деформа-
ций D

T = −P̃E+ μD, D =
1

2
(∇ξ ⊗ W̃ +∇ξ ⊗ W̃

T ), (5)

имеющих в осесимметричном случае следующие ненулевые компо-
ненты Trr, Tzz, Tθθ, Trz и Drr, Dzz, Dθθ, Drz, определяемые как

Drr =
∂W̃r

∂r
, Dzz =

∂W̃z

∂z
, Dθθ =

W̃r

r
, Drz =

1

2

(
∂W̃r

∂z
+
∂W̃z

∂r

)

,

Trr = −p+ μDrr, Tzz = −p+ μDzz, Tθθ = −p+ μDθθ, Trz = μDrz,
(6)

где E — метрический тензор. Тогда уравнение равновесия в задаче (4)
можно представить в дивергентном виде ∇ξ ∙T = ez. Если ввести ки-
нематически возможное поле скоростей δW̃ и вариацию давления δp̃,
то, умножая скалярно уравнение равновесия на δW̃, а уравнение не-
сжимаемости в (4) на δp̃, а затем интегрируя получившиеся выражения
по области Ṽ , получаем систему двух вариационных уравнений

∫

Vg

T ∙ ∙δDdVg =
∫

Σg

S ∙ δW̃dVg −
∫

Vg

ez ∙ δW̃dVg;

∫

Vg

∇ξ ∙ W̃ δp̃dVg = 0.

(7)

Здесь мы использовали формулы преобразования произведения [11]
(∇ξ ∙ T) ∙ δW̃ = ∇ξ ∙ (T ∙ δW̃) − T ∙ ∙δ∇ξ ⊗ W̃, а также формулу
Гаусса–Остроградского и ввели обозначения для вектора нормали к
поверхности Σg области Ṽg ⊂ Ṽξg n и вектора усилий S = n ∙ T.
Заметим, что на всей границе области течения Ṽξg в соответствии
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с граничными условиями задачи (4) работа вектора поверхностных
усилий обращается в нуль: S ∙ δW̃ = 0 при r = 0, z = 0, 1/2.

В цилиндрической системе координат система (7) имеет вид
∫

Vg

(TrrδDrr + TzzδDzz + 2TrzδDrz + TθθδDθθ)dV =

=
2∑

α=1

∫

Σg

SαδW̃αdΣ−
∫

Vg

δW̃zdVg;

∫

Vg

(Drr +Dzz +Dθθ)δp̃dVg = 0.

(8)

Метод конечных элементов для решения вариационной задачи.
Для решения системы вариационных уравнений (8) применен метод
конечных элементов с 6-узловым треугольным конечным элементом
(КЭ), который отличается от классического 6-узлового КЭ [12] тем,
что имеет 15 степеней свободы: по две компоненты вектора скорости
W̃r, W̃z в каждом узле и по одному значению давления P̃ = p в каждой
вершине треугольника. Аппроксимация в каждом КЭ по скоростям —
квадратичная, а по давлению — линейная:

{W}
2

= [Ф ]
2×12
{q}
12

, p
1
= {Фp}

T

3

{y}
3

, (9)

где {W} = (W1,W2) = (W̃r, W̃z) — координатный столбец скоростей
в КЭ; {q} — координатный столбец скоростей в узлах; {y} — коорди-
натный столбец давлений в вершинах КЭ.

Матрица [Ф ] и столбец {Фp} имеют следующий вид:

[Ф ]
2×12
= [Фαβ] =

=

[
Ф1 0 Ф2 0 Ф3 0 Ф4 0 Ф5 0 Ф6 0
0 Ф1 0 Ф2 0 Ф3 0 Ф4 0 Ф5 0 Ф6

]

; (10)

{Фp}
T = ( L1 L2 L3 ),

где

Ф1 = L1(2L1 − 1); Ф2 = L2(2L2 − 1); Ф3 = L3(2L3 − 1);

Ф4 = 4L1L2; Ф5 = 4L2L3; Ф6 = 4L1L3;

Li =
1

2Se

(
a(i) + b(i)r + c(i)z

)
;

a(1) = r(2)z(3) − r(3)z(2); b(1) = z(2) − z(3);

c(1) = r(3) − r(2); 2Se = b(1)c(2) − b(2)c(1),

(11)
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а r(i), z(i) — координаты вершин треугольника. Остальные коэффи-
циенты a(i), b(i), c(i) получаются с помощью круговой перестановки
индексов; Se — площадь КЭ; Vg = 2πSe — объем КЭ.

Координатный столбец скоростей деформаций {D}T =

= (D1, D2, D3, D4) = (Drr, Dzz, Dθθ,
√
2Drz) представим в виде {D} =

= [B]{q}, где

[B]
4×12
= [{B(1)}, . . . , {B(χ)}, . . . , {B(12)}];

{B(χ)}
4

T = (Lχ11, L
χ
22, L

χ
33, (L

χ
12 + L

χ
21)/2);

Lχαβ =
1

Hα

∂Фβχ
∂Xα

−
Фαχ
HαHβ

∂Hα

∂Xβ
+ δαβ

3∑

γ=1

Фγχ
HαHγ

∂Hα

∂Xγ
;

χ = 1 . . . 12; α, β = 1, 2.

(12)

Вариации компонент вектора скоростей и тензора скоростей де-
формаций, а также давления p с помощью (9) принимают вид

δ{W} = [Ф ]δ{q}; δp = {Фp}
T δ{y}; δ{D} = [B]δ{q}. (13)

Введем координатный столбец напряжений {T}T=(T1, T2, T3, T4)=
= (Trr, Tzz, Tθθ,

√
2Trz), который на основании определяющих выра-

жений (6) связан с координатным столбцом скоростей деформаций
линейным соотношением

{T}
4

= − [Фp]
4×3
{y}
3

+μ {D}
4

, (14)

где [Фp]
4×3
= {I0}

4

{Фp}T
3

— матрица, образованная диадным умножением

столбцов; {I0}T = (1, 1, 1, 0); {Iz}T = (0, 1).

Введем также координатный столбец внешних усилий {S} =
= (S1, S2) = (sr, sz), где sr, sz — компоненты вектора усилий S на
поверхности тела. Тогда, подставив (9) и (14) в систему (8), получим
систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) для каждого
отдельного КЭ






[K]
12×12

{q}
12

− [Bp]
12×3
{y}
3

= {f}
12

;

[Bp]
3×12

T {q}
12

= 0,
(15)

где обозначены следующие локальные матрицы жесткости и векторы
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правой части:

[K]
12×12

= μ

∫

Vg

[B]T [B])dVg; [Bp]
12×3
=

∫

Vg

[B]T [Фp]dV ; f = fΣ + fV ;

{fΣ} =
∫

Σg

[Ф ]T{S}dΣ; {fΣ} =
∫

Vg

[Ф ]T{Iz}dVg.
(16)

Численный алгоритм. На основе СЛАУ (15), записанной для од-
ного КЭ, далее строилась СЛАУ для всей области Ṽξg (глобальная
СЛАУ). При формировании глобальной СЛАУ суммарные векторы
правых частей {fΣ}, соответствующие вектору поверхностных уси-
лий S, обращаются в нуль, поскольку все внутренние стороны КЭ при
суммировании перечисляются дважды, но направление вектора S при
этом меняется из-за изменения направления вектора нормали на этих
сторонах. На сторонах КЭ, которые принадлежат внешней границе
области Ṽξg, работа вектора S, как отмечалось выше, обращается в
нуль в силу граничных условий задачи, поэтому в глобальной СЛАУ
{fΣ} = 0. Оставшиеся граничные условия задачи

Σ̃ξsg : W̃r = W̃z = 0; r = 0 : W̃z = 0; z = 0, 1/2 : W̃z = 0, P̃ = 0

присоединяются к глобальной СЛАУ.
Поскольку матрица СЛАУ в соответстии с (15) не является симме-

тричной, то и матрица глобальной СЛАУ также не симметрична, для
ее решения применялись прямой метод Гаусса и итерационный метод
QMR.

Генерация конечно-элементной (КЭ) треугольной сетки для рас-
сматриваемой области осуществлялась с помощью специализирован-
ного программного продукта [11], позволяющего с использованием
компьютера задавать двумерные области в интерактивном режиме, а
также генерировать нерегулярную КЭ сетку по методу Делоне, исходя
из предварительно задаваемых ограничений площади и минимально-
го угла КЭ: Se < Smax, ϑe > ϑmin. Кроме того, в целях сопоставления
результатов рассматривались регулярные КЭ сетки, построенные ме-
тодом параметрического преобразования четырехугольника.

Результаты численного моделирования. Рассмотрим некоторые
результаты численных расчетов. Вычисления были проведены для по-
ристой одноканальной среды, у которой сквозные каналы пор имеются
только в одном направлении (Oξ3). При расчетах варьировались сле-
дующие параметры: 1) тип КЭ сетки — регулярный и нерегулярный;
2) общее число КЭ; 3) неравномерность распределения КЭ; 4) радиус
входного канала поры; 5) форма поры.

96 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2008. № 3



Рис. 2. Распределение скорости W̃z = W̃2W̃z = W̃2W̃z = W̃2 в поре при различных значениях ра-
диуса входного канала aaa для случая регулярной сетки

На рис. 2 показано поле распределения скорости W̃z в поре при раз-
личных значениях относительного радиуса входного канала a = 0,1;
0,15; 0,2 для случая регулярной сетки. Параметр b канала — макси-
мальный радиус поры — во всех трех случая был одинаков (b = 0,4).
C увеличением радиуса a распределение скорости W̃z по оси Oξ3

поры становится более равномерным (уменьшается разность между
максимальным и минимальным значениями скорости), при этом мак-
симальное значение W̃z, достигаемое во входном сечении, не зависит
от a (рис. 3).
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Рис. 3. Распределение проекции скорости W̃zW̃zW̃z вдоль продольной оси канала при
различных значениях радиуса входного канала a

При измельчении регулярной сетки КЭ (т.е. при уменьшении мак-
симальной площади КЭ Smax), которое приводило к увеличению об-
щего числа КЭ с 200 до 800 и соответственно к увеличению раз-
мерности СЛАУ, было установлено резкое увеличение погрешности
вычислений. В результате абсолютные значения скорости W̃z возра-
стали примерно на три порядка при использовании метода Гаусса, и
на два — при использовании метода QMR (рис. 4). Кроме того, иска-
жался сам характер решения — появлялся максимум скорости в зоне
максимального сечения поры, противоречащий физическим законам.
Лучшие результаты были получены с применением нерегулярных КЭ
сеток, вычислительная погрешность в этом случае уменьшалась при-
мерно в три раза при использовании метода Гаусcа и в полтора ра-
за при использовании метода QMR (рис. 5). Нефизических максиму-
мов при этом не возникало, а характер распределения скорости W̃z
и других функций был такой же, как и для крупных сеток; число
КЭ для нерегулярной сетки составляло 576 элементов. Практически
полного устранения вычислительной погрешности удалось достичь
при использовании неравномерной КЭ сетки (адаптивной сетки), у
которой происходит сгущение узлов в зоне максимума решения; в
рассматриваемой задаче это зона вблизи оси симметрии канала Oξ3

(cм. рис. 5, г). При использовании метода QMR для адаптивной сет-
ки погрешность не превышала 10 %. Все результаты сравнивались с
решением, полученным конечно-разностным методом функций вихря
и тока, описанным в работе [8]. При использовании адаптивной КЭ
сетки и метода Гаусса погрешность снова возрастала до 10 раз (хотя
характер решения сохранялся правильным и нефизическиe максиму-
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Рис. 4. Распределение скорости W̃z = W̃2W̃z = W̃2W̃z = W̃2 в поре для случая регулярной сетки с
применением методов Гаусса (а) и QMR (б)

мы не появлялись) из-за большого числа КЭ — для адаптивных сеток
оно составляло около 2000.

Для приложений важное значение имеет вопрос о влиянии гео-
метрической формы поры на характер течения в ней газа. В работе
[6] была высказана гипотеза о том, что для пор с узкими канала-
ми существуют застойные зоны, в которых скорость движения газа
практически нулевая, а основное движение осуществляется по тон-
ким каналам, соединяющим застойные зоны. Там же было приведено
экспериментальное подтверждение расчетов коэффициентов газопро-
ницаемости пористых структур, вычисленных на основе этого допу-
щения. Разработанный в настоящей работе метод решения локальных
задач газовой динамики на ЯП дал возможность численного исследо-
вания влияния геометрии на характер течения газа в порах. На рис. 6
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Рис. 5. Распределение скорости W̃z = W̃2W̃z = W̃2W̃z = W̃2 в поре для случая нерегулярной КЭ
сетки с применением методов Гаусса (а, в) и QMR (б, г) для случая равномерной
(а, б) и неравномерной КЭ сеток (в, г)

приведены результаты расчетов для продольной скорости W̃z в поре,
у которой имеется полость, отделенная от сквозного канала перешей-
ком. Вычисления показали (см. рис. 5, г и 6, в), что действительно в
таких порах формируется застойная зона, в которой скорость течения
практически нулевая, а основное движение газа происходит по сквоз-
ному каналу, причем значение продольной скорости W̃z слабо зависит
от геометрической формы застойной зоны и определяется только диа-
метром сквозного канала поры. На рис. 5 показано влияние типа КЭ
сетки (адаптивная или равномерная), а также общего числа КЭ на
точность расчетов. Как и ранее, использование адаптивной сетки в
сочетании с методом QMR приводило к лучшим результатам даже для
значительного числа КЭ (около 2000 элементов).

Выводы. В настоящей работе продолжены исследования, начатые
в [5–10]. В результате дана вариационная формулировка локальной
задачи газовой динамики на ячейке периодичности и на ее основе
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Рис. 6. Распределение скорости W̃z = W̃2W̃z = W̃2W̃z = W̃2 в поре с застойной зоной для случая
нерегулярной КЭ сетки с применением метода QMR и разным числом КЭ:
а — 576 КЭ, б — 751 КЭ, в — адаптивная сетка с числом КЭ 1837
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разработан метод конечных элементов для решения этой задачи. Про-
веденные численные исследования показали, что итерационный метод
QMR приводит к значительно меньшей вычислительной погрешности,
чем метод Гаусса. К такому же результату приводит использование
нерегулярных КЭ сеток, наилучшие по точности результаты удает-
ся получить с помощью адаптивной КЭ сетки. Результаты численного
моделирования показали, что в рамках рассмотренных допущений мо-
дели течения форма пор незначительно влияет на характер локального
течения в поре, а скорость течения определяется главным образом диа-
метром сквозного канала в поре.
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