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Рассмотрена модель теплоемкости самоподобных структур на
основе фрактонного представления локальных движений групп
атомов. Получены определяющие соотношения для свободной энер-
гии Гельмгольца, тепловой энергии и теплоемкости системы в за-
висимости от температуры, аналогичные соотношениям теории
теплоемкости кристаллов Дебая. Анализируются предельные слу-
чаи полученных соотношений, а также условия теплового равно-
весия однородных наноструктур фрактальной размерности (с ну-
левой связностью). Найдена единственная стабильная структура
для однородного фрактала с нулевой связностью.

Исследованию теплофизических свойств материалов в структур-
ных состояниях с дробной размерностью уделяется значительно мень-
шее внимание, чем изучению фрактальной механики деформирования
и разрушения [1–3]. Возможно это связано с тем, что в обычных усло-
виях и температурных режимах эксплуатации тепловые свойства мате-
риалов изменяются относительно слабо. Однако трудно переоценить
важность теоретических моделей и анализа свойств и структурных
превращений материалов, которые неизбежны уже с наномасштабного
уровня для широкого круга применений пористых и нанокристалли-
ческих материалов.

Примером конструкций, для которых важно прогнозирование те-
пловых и структурных свойств материала, являются теплозащитные
конструкции аэрокосмических систем. В последнее время в связи с
их разработкой возрос интерес к углерод-керамическим композицион-
ным материалам (УККМ) [4]. Вместе с тем для некоторых карбидов
были обнаружены фрактальные модификации структуры [5, б], кото-
рые приведены ниже:

Исходный материал . . . . . . . . . . . . poly-SiC poly-TiC poly-Mo2C 6H-SiC

Фрактальная размерность D . . . . 1,97–2,97 1,64–2,57 2,36–2,70 2,34–2,71

Настоящая работа посвящена анализу тепловых свойств кристал-
лических тел фрактальной структуры с учетом различной размерно-
сти и связности. Физическая сущность теплоемкости предполагается
аналогичной фононной, а электронная составляющая при этом не рас-
сматривается.

Решение задачи о теплоемкости фрактального кристалла, приве-
денное в работе [7], по ряду причин можно считать некорректным.
Во-первых, рассмотрены фрактальные структуры только с нулевой
связностью, что справедливо лишь для достаточно плотных струк-
тур; во-вторых, при исследовании условий стационарности состояния

54 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2008. № 4



структуры не учитывается изменение характеристической температу-
ры Дебая, что приводит впоследствии к ошибочному выводу о стаци-
онарности структуры с размерностью 2,18.

В самом общем случае можно рассмотреть нанокластер фракталь-
ной размерности, а затем перейти к относительно непрерывным и
достаточно протяженным структурам. В предположении, что кластер
можно считать изотропным, в теле возможны собственные локальные
движения, описываемые мнимыми частицами — фрактонами [1, 8]. Ча-
стота фрактонов связана с абсолютной величиной волнового вектора
k нелинейным дисперсионным соотношением

ω = Λkσ, σ =
2 + θ

2
, Λ ≈ u0

(
ξ

2π

)θ/2
,

где u0 — скорость низкочастотных (фононных колебаний); ξ — размер
нанокластера; θ — индекс связности фрактальной структуры кластера.
Примеры структур с различной связностью приведены на рис. 1.

Число собственных состояний в спектре волн с абсолютной вели-
чиной волнового вектора от k до k + dk есть

V
4πk

2D
3

(2π)3
dk = V

D

2π2σ

ω
D−σ
σ

Λ
D
σ

dω. (1)

Последние выводы могут быть получены и из рассуждений, связан-
ных с масштабной инвариантностью фрактальных структур и процес-
сов фрактонных колебаний в них. Характерно, что атомы фрактального
нанокластера могут иметь менее трех степеней свободы. Размерность
же фрактального кластера остается постоянной, по крайней мере, в
течение малого промежутка времени. Составляющие части фрактала
движутся во фрактальном пространстве, не нарушая геометрии кла-
стера, т.е. не пересекаясь друг с другом. При высоких температурах
возбуждены все DNAν колебаний, поэтому целесообразо построить
интерполяционную теорию, в которой на всем протяжении спектра
колебаний частоты распределены по закону (1), который в действи-
тельности справедлив для малых частот. Спектр начинается с частоты

Рис. 1. Вид структур с разной фрактальной связностью [8]

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2008. № 4 55



ω = 0 и обрывается на некоторой частоте ωm; последняя может быть
определена условием равенства полного числа колебаний предельному
значению DNAν, откуда

ωm = Λ

(
2π2DNAν

V

) σ
D

.

Таким образом, распределение частот в данной модели задается
формулой

g (ω) =
NAD

2ν

σ

ω
D−σ
σ

ω
D
σ
m

.

Свободная энергия системы определяется соотношением [9]

F = Nε0 + kT
∑

α

ln
(
1− e−~ω/kT

)
=

= Nε0 + kT
ND2ν

σω
D
σ
m

ωm∫

0

ω
D−σ
σ ln

(
1− e−~ω/kT

)
dω.

Можно ввести обобщенную фрактонную дебаевскую температуру
тела Θ, тогда

F = Nε0 +NAD
2νkT

(
T

Θ

)α
Θ
T∫

0

zα−1 ln(1− e−z)dz,

Θ =
~ωm
k

, α =
D

σ
.

(2)

Вводя обобщенную функцию Дебая порядка α и интегрируя (2) по
частям, для энергии Гельмгольца получаем выражение

F = Nε0 + νRTσ

(

D ln

(

1− e−
Θ
T

)

−Dα

(
Θ

T

))

;

Dα(x) =
D

xα

x∫

0
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ez − 1
dz.

Тогда для энергии E = F = T
∂F

∂T
= −T 2

∂

∂T

(
F

T

)

имеем

E = Nε0 + νDRT Dα

(
Θ

T

)

,

где R — универсальная газовая постоянная. Отсюда для теплоемкости
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Рис. 2. Температурная зависимость теплоемкости фрактальных кластеров раз-
личной размерности при нулевой связности (θ = 0θ = 0θ = 0):
1, 2, 3 — D = 1; 2; 3 соответственно

справедлив ряд соотношений:

C = νDRg

(

Dα

(
Θ

T

)

−
Θ

T
D′α

(
Θ

T

))

;

Dα (x) =
D

xα

x∫

0

zα

ez − 1
dz;

α =
2D

2 + θ
.

(3)

На рис. 2 показан вид зависимостей (3) теплоемкости от безраз-
мерной температуры при параметре связности θ = 0.

Уменьшение размерности системы сопровождается уменьшением
ее теплоемкости при повышенных температурах, что, однако, стано-
вится неверным для некоторых структур со связностью θ > 1. По-
следнее обстоятельство проиллюстрировано на рис. 3, где фрактал с
размерностью 2,5 обладает большей теплоемкостью, чем таковая для
3D-кристалла.

При пониженных температурах теплоемкость фракталов с мень-
шей размерностью становится выше, чем у фракталов с большей раз-
мерностью. Увеличение связности должно приводить к увеличению
теплоемкости. Вместе с тем, изменение фрактальной размерности и
связности приводит к изменению обобщенной температуры Дебая.
Эволюция фрактальных кластеров может осуществляться двумя пу-
тями — либо изменением фрактальной размерности системы, либо
изменением связности фрактального ансамбля.

В случае однородной фрактальной структуры с нулевой связно-
стью функция свободной энергии принимает вид
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Рис. 3. Зависимость теплоемкости фрактальной структуры (D = 2,5D = 2,5D = 2,5) от темпе-
ратуры в случае различной связности:
1, 2, 3 — θ = −1, 0, 1 соответственно

F = Nε0 + νRTD
2

(
T

Θ
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Θ
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Обобщенная температура Дебая выражается через обычную харак-
теристическую температуру Дебая для 3D-кристаллов как

Θ0 =
~u0
k

(
6π2NAν

V

)1
3

⇒ Θ =

(
k

~u0

)3−D
D
(
D

3

) 1
D

Θ
3
D
0

и зависит от структуры, так как связана с размерностью; при скорости
звука u0 ∼ 103 м/с имеем

Θ = T̃Θ0, T̃ = 10
8(3−D)
D

(
D

3

) 1
D

Θ
3−D
D
0 .

Характерный вид функции Т̃ приведен на рис. 4. Даже малое
уменьшение фрактальной размерности структуры приводит к суще-
ственному увеличению обобщенной температуры Дебая.

При характерных значениях фрактальной размерности для класте-
ров карбидных материалов обобщенная температура Дебая может от-
личаться от обычной характеристической температуры Дебая в не-
сколько десятков раз.
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Рис. 4. Вид функции безразмерной обобщенной температуры Дебая в зависимо-
сти от фрактальной размерности (Θ = 103Θ = 103Θ = 103K)

Таким образом, температуры порядка тысяч градусов для нано-
структур с фрактальной размерностью D < 3 оказываются “низкими”.
В этом случае верхний предел в выражении для свободной энергии
можно заменить на бесконечность, откуда

F = Nε0 + νRTD

(
T

Θ

)D
Γ (D + 1) ζ (D + 1) .

где Γ(z) — гамма-функция Эйлера; ζ(z) – дзета-функция Римана.
В состоянии термодинамического равновесия тепловая энергия

имеет максимальное значение

Е → max .

Подстановкой оценочных выражений для обобщенной температу-
ры Дебая легко получить характерный вид зависимости тепловой энер-
гии однородного фрактально-структурного материала от его фракталь-
ной размерности, который показан на рис. 5.

В работе [7] рассматривалась аналогичная задача о теплоемко-
сти фрактальной структуры и ее состояниях равновесия. Однако при

Рис. 5. Зависимость тепловой энергии от фрактальной размерности для одно-
родной структуры
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выводе условий равновесия не учитывалось изменение обобщенной
температуры Дебая при уменьшении фрактальной размерности, ко-
торое ощутимо сказывается на тепловой энергии системы. Стабиль-
ность структур с размерностью меньше 3 при этом оказывается невоз-
можной.

Проведенный анализ особенностей тепловых свойств фракталь-
ных структур кристаллических тел позволяет сделать вывод о том,
что единственной термодинамически устойчивой структурой, находя-
щейся в тепловом равновесии при характерных значениях параметров
для твердых тел, в случае однородного фрактального кластера явля-
ется 3D-кристаллическая решетка. По всей видимости, устойчивые
структуры с размерностью, отличной от 3, следует искать в случае
ненулевой связности.

Отдельные результаты работы получены при финансовой под-
держке РФФИ по гранту РФФИ 06-08-01516а.
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