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Введение. При создании различных технических объектов широ-
кое применение находят композиты, для описании поведения кото-
рых в условиях высокоинтенсивного термомеханического воздействия
можно использовать математическую модель сплошной среды, осно-
ванную на соотношениях теории гетерогенной смеси.

Будем полагать, что выполняются два главных допущения [1]: раз-
меры включений или неоднородностей в смеси во много раз больше
молекулярно-кинетических (таким образом, указанные неоднородно-
сти содержат большое число молекул); размеры неоднородностей во
много раз меньше расстояний, на которых осредненные или макро-
скопические параметры смеси или компонента смеси меняются суще-
ственно.

Первое допущение позволяет использовать классические предста-
вления и уравнения механики сплошной однокомпонентной среды для
описания процессов в масштабах самих неоднородностей. Тогда для
описания физических свойств компонентов можно использовать пара-
метры, полученные из экспериментов с соответствующими вещества-
ми. Второе допущение позволяет описывать макроскопические про-
цессы в гетерогенной смеси методами механики сплошной среды с
помощью осредненных или макроскопических параметров.

При исследовании смеси, компоненты которой различаются по теп-
лофизическим и механическим свойствам, необходимо учитывать, что
изменение всех интересующих нас полей (температуры, деформации,
напряжений и т.д.) в пространстве можно характеризовать двумя мас-
штабами: макромасштабом задачи L и масштабом неоднородности l
[1, 2]. Неоднородная смесь может быть представлена в виде одно-
родной сплошной среды, если в ней удается выделить элементарный
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объем Vd с характерным размером d (l � d � L), в котором по-
ля температуры, деформации, напряжений и т.д. однородны. Выде-
ленный элементарный объем рассматривают как материальную точку
сплошной среды с соответствующими осредненными эффективными
физическими свойствами и называют его макроточкой [1, 2] (частицей
смеси).

1. Термомеханика многокомпонентной смеси. Будем рассматри-
вать многокомпонентную смесь как многоскоростную сплошную сре-
ду, представляющую собойN химически не взаимодействующих меж-
ду собой континуумов, каждый из которых относится к своему компо-
ненту смеси и заполняет один и тот же объем, занятый смесью [3, 4].
Для каждого компонента смеси в окрестности любой произвольной
точки определяем плотность ρα — массу α-го компонента в единице
объема среды, вектор скорости

α
vvv и другие параметры, относящиеся к

этому компоненту смеси. Таким образом, в окрестности любой точки
объема, занятого смесью, будут определены N значений плотности ρα,
N векторов скорости

α
vvv и т.д.

Исходя из этих величин, можно определить параметры, характери-
зующие смесь в целом: плотность смеси ρ и вектор среднемассовой
скорости vvv смеси:

ρ =
N∑

α=1

ρα; vvv =
1

ρ

N∑

α=1

ρα
α
vvv.

При описании движения смеси иногда используют понятие диффу-
зионной скорости [1] — скорости движения компонентов относительно
центра масс смеси или среды в целом:

α

ṽvv =
α
vvv − vvv;

N∑

α=1

ρα
α

ṽvv = 0.

Для многоскоростной смеси вводят также понятие полной (ма-

териальной, субстанциональной) производной
α

D(∙)/Dt, связанной с
движением α-го компонента:

α

D(∙)
Dt
=
∂

∂t
+
α
vvv ∙ ∇(∙) =

∂

∂t
+
α
vk
∂(∙)
∂xk
, k = 1, 2, 3, (1)

где ∇ — оператор Гамильтона;
α
vk – составляющие вектора скорости

α –го компонета смеси; xk — декартовы координаты частицы смеси,
t — время. Здесь и далее принято соглашение о суммировании по
повторяющимся латинским индексам.

Пусть в начальной конфигурации смесь занимает объем V0, огра-
ниченный поверхностью S0. Тогда в актуальной конфигурации объем
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смеси будет V , а граничная поверхность — S. При переходе от началь-
ной конфигурации к актуальной плотность изменяется от ρα0 до ρα,
происходит также переход массы от ν-го компонента к α-му. В таком
случае закон сохранения массы принимает следующий вид:

α

D

Dt

∫

V0

ρα0dV0 =

α

D

Dt

∫

V

ραdV −
∫

V

N∑

ν=1

Jνα dV, α = 1, N, (2)

где Jνα характеризует интенсивность перехода массы от ν-го компо-
нента к α-му в единице объема смеси в единицу времени. Отметим,
что Jνα = −Jαν и Jαα = 0.

Из (2) следует локальная форма записи закона сохранения массы
α-го компонента смеси (уравнения неразрывности)

α

Dρα

Dt
+ ρα

∂
α
vk

∂xk
−

N∑

ν=1

Jνα = 0. (3)

Очевидно, что уравнение (3) можно записать иначе:

∂ρα

∂t
+
∂

∂xk

(
ρα
α
vk
)
−

N∑

ν=1

Jνα = 0. (4)

В соответствии с законом сохранения количества движения для
объема V , ограниченного поверхностью S, скорость изменения коли-
чества движения α-го компонента смеси равна сумме всех действую-
щих на этот компонент поверхностных и массовых сил:

α

D

Dt

∫

V

ρα
α
vk dV =

∫

V

α

bk +

∫

S

α
pk dS +

∫

V

N∑

ν=1

να

Pk dV , α = 1, N, (5)

где
α

bk — составляющие вектора плотности объемных сил, действу-
ющих на α-й компонент смеси,

α
pk — составляющие вектора интен-

сивности поверхностных сил, действующих на α-й компонент смеси;
να

P k определяют интенсивность обмена количеством движения между
α-м и ν-м компонентами смеси. При этом имеют место следующие
равенства:

να

Pk = −
αν

Pk,
αα

Pk = 0. (6)

Преобразуя уравнение (5) с учетом (3), получаем

ρα

α

D
α
vi

Dt
=
∂
α
σji

∂xj
+
α

bi +
N∑

ν=1

(να
Pi − Jνα

α
vi

)
, i, j = 1, 2, 3. (7)
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Cкорость изменения момента количества движения относительно
начала выбранной системы координат равна сумме моментов действу-
ющих на рассматриваемое тело массовых и поверхностных сил, вы-
званных внешними по отношению к телу материальными объектами.
Для получения локальной формулировки закона сохранения момен-
та количества движения воспользуемся интегральной формой записи
этого закона для α-го компонента смеси:

α

D

Dt

∫

V

eijkxj
α
vkρα dV =

∫

V

eijkxj
α

bk dV +

∫

S

eijkxj
α
pk dS+

+

∫

V

N∑

ν=1

να

Mi dV, α = 1, N, (8)

где eijk — символ Леви-Чивиты;
να

Mi определяет интенсивность обмена
моментом количества движения между α-м и ν-м компонентами смеси,
при этом

να

Mi = −
αν

Mi,
αα

Mi = 0. (9)

Преобразуем отдельно левую часть и второе слагаемое в правой
части равенства (8) и окончательно получим локальную формулировку
закона сохранения момента количества движения:

eijk

(

xj

N∑

ν=1

να

Pk −
α
σjk

)

−
N∑

ν=1

να

Mi = 0, α = 1, N. (10)

Из равенства (10) следует, что тензор напряжений Коши для ка-
ждого компонента смеси несимметричен (

α
σjk 6=

α
σkj) только вслед-

ствие имеющего место межкомпонентного обмена моментом количе-
ства движения. Очевидно, что если в равенстве (10) провести сумми-
рование по α от 1 до N , то получим

σjk = σkj ,

т.е. для всей смеси тензор напряжений Коши симметричен.
При формулировании закона сохранения энергии (первого зако-

на термодинамики), в соответствии с которым скорость изменения во
времени полной энергии произвольного объема сплошной среды равна
сумме мощности действующих на термодинамическую систему меха-
нических сил и скорости изменения поступающей в рассматриваемую
термодинамическую систему тепловой энергии, будем полагать, что
объемная плотность полной энергии ρE∗ рассматриваемой термоди-
намической системы есть сумма внутренней и кинетической энергий,
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т.е.

ρE∗ =
N∑

α=1

ραE
∗
α =

∫

V

N∑

α=1

(
ραuα + kα

)
dV,

где ραE∗α — объемная плотность полной энергии α-го компонента сме-
си; uα — массовая плотность внутренней энергии α-го компонента
смеси; kα = ρα

α
vi
α
vi/2 — объемная плотность кинетической энергии α-

го компонента в рассматриваемой материальной макроточке. Для α-го
компонента смеси закон сохранения энергии имеет вид

α

D

Dt

∫

V

(

ραuα +
1

2
ρα
α
vi
α
vi

)

dV =

∫

S

α
pi
α
vi dS+

+

∫

V

α

bi
α
vi dV +

∫

V

α
qV dV −

∫

S

α
qini dS +

∫

V

N∑

ν=1

Eνα dV, (11)

где
α
qV — объемная плотность мощности внутренних источников (или

стоков) теплоты в α-м компоненте смеси;
α
qi — составляющие вектора

плотности теплового потока qi =
N∑

α=1

α
qi; Eνα определяет интенсивность

энергообмена между α-м и ν-м компонентами смеси, Eνα = −Eαν ,
Eαα = 0.

Локальная формулировка закона сохранения энергии очевидна:

ρα

α

Duα

Dt
=
α
σ(ji)

α

Vij +
α
σ<ji>

α

Wij −
∂
α
qi

∂xi
+
α
qV+

+
N∑

ν=1

(

Eνα −
να

Pi
α
vi − Jνα

(
uα −

1

2

α
vi
α
vi

))

= 0, (12)

где
α
σ(ji),

α
σ<ji> — компоненты симметричной и антисимметричной

частей тензора напряжений α-го компонента,
α
σji =

α
σ(ji) +

α
σ<ji>;

∂
α
vi

∂xj
=

α

Vij +
α

Wij;
α

Vij = (∂
α
vi/∂xj + ∂

α
vj/∂xi)/2 — компоненты тен-

зора скоростей;
α

Wij = (∂
α
vi/∂xj − ∂

α
vj/∂xi) — компоненты тензора

завихренности.
Второй закон термодинамики в виде неравенства Клаузиуса–

Дюгема для α-го компонента смеси можно записать в виде

ρα

α

Dhα

Dt
+
∂

∂xi

(
α
qi

Tα

)

−
α
qV
Tα
− ρα

N∑

ν=1

hνα > 0,
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где hα, Tα — массовая плотность энтропии и абсолютная температура
α-го компонента смеси; hνα — массовая плотность энтропии, полу-
чаемая в единицу времени α-м компонентом при взаимодействии с
ν-м компонентом смеси, hνα = −hαν , hαα = 0. Однако справедли-
вость записанного неравенства вызывает сомнения, так как заранее
неясно, выполняется ли второй закон термодинамики для отдельных
компонентов смеси. Поэтому целесообразно использовать глобальную
формулировку этого закона для всей смеси в целом, получаемую сум-
мированием в левой части последнего неравенства по α от 1 до N :

N∑

α=1



ρα

α

Dhα

Dt
+
∂

∂xi

( αqi
Tα

)
−
α
qV
Tα



 > 0, (13)

где учтено, что
N∑

α=1

ρα

N∑

ν=1

hνα ≡ 0.

Если ввести в рассмотрение массовую плотность свободной энер-
гии α-го компонента Aα с помощью преобразования Лежандра [5]

uα = Aα + Tαhα,

то закон сохранения энергии (12) можно записать иначе:

ραTα

α

Dhα

Dt
= −
∂
α
qi

∂xi
+
α
qV + δα, (14)

где

δα =
α
σ(ji)

α

V ij +
α
σ<ji>

α

W ij − ρα




α

DAα

Dt
+ hα

α

DTα

Dt



+

+
N∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
α
vi − Jνα

(
Aα + Tαhα −

1

2

α
vi
α
vi

))

— диссипативная функция для α-го компонента.
Отметим, что при изучении движения и деформации многокомпо-

нентной смеси основная трудность связана с определением условий

межкомпонентного взаимодействия, т.е. с определением Jνα,
να

P i,
να

M i
и Eνα. Результаты математического моделирования происходящих в
смеси процессов могут существенным образом зависеть от указанных
условий.

2. Линейная двухкомпонентная термоупругая среда. При изуче-
нии поведения двухкомпонентной смеси будем полагать, что
∣
∣∂
α
ui/∂xj

∣
∣ � 1 и

∣
∣αε
(T )

ij

∣
∣ � 1, где

α
ui — составляющие вектора пере-

мещения;
α
ε
(T )

ij — компоненты тензора температурной деформации α-го
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компонента смеси, причем в данном случае α = 1, 2. Так как деформа-

ция мала, то примем, что
α

D(∙)/Dt ≡ ∂(∙)/∂t [5]. Массообмен между
компонентами отсутствует: Jνα = 0.

Положим, что состояние каждого компонента смеси определяется
четырьмя термодинамическими функциями:

— массовой плотностью свободной энергии

Aα = Aα(
α
εkl,

ν
εkl, Tα, Tν ,

α

ϑk,
ν

ϑk, ∂
ν
uk/∂t− ∂

α
uk/∂t,

ν
uk −

α
uk),

ρA =
2∑

α=1

ραAα;

— массовой плотностью энтропии

hα = hα(
α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk), ρh =

2∑

α=1

ραhα; (15)

— тензором напряжений с компонентами

α
σij =

α
σij(

α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk), σij =

2∑

α=1

α
σij ;

— вектором плотности теплового потока с компонентами

α
qi =

α
qi(
α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk), qi =

2∑

α=1

α
qi,

где
α
εkl = (∂

α
uk/∂xl + ∂

α
ul/∂xk)/2,

ν
εkl = (∂

ν
uk/∂xl + ∂

ν
ul/∂xk)/2 — ком-

поненты тензоров малой деформации α-го и ν-го компонентов сме-
си соответственно; Tα, Tν — абсолютные температуры компонентов;
α

ϑk = ∂Tα/∂xk,
ν

ϑk = ∂Tν/∂xk; α, ν = 1, 2 и α 6= ν. Аргументами
определяющих функций в силу принципа равноприсутствия [5] могут
быть, в общем случае, одни и те же переменные.

Для замыкания системы определяющих уравнений необходимо за-

дать выражения для
να

P i,
να

M i и Eνα. Аргументами этих функций могут
быть приняты те же переменные, что и для соотношений из (15), т.е.

να

P i =
να

P i(
α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk);

να

M i =
να

M i(
α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk); (16)

Eνα = Eνα(
α
εkl,

ν
εkl, . . . ,

ν
uk −

α
uk).
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Если подставим первое выражение из (15) в (12) с учетом принятых
допущений и связи между uα и Aα, то получим

ρα
∂Aα

∂
α
εij

∂
α
εij

∂t
+ ρα

∂Aα

∂
ν
εij

∂
ν
εij

∂t
+ ρα

∂Aα

∂Tα

∂Tα

∂t
+ ρα

∂Aα

∂Tν

∂Tν

∂t
+ ρα

∂Aα

∂
α

ϑi

∂
α

ϑi

∂t
+

+ρα
∂Aα

∂
ν

ϑi

∂
ν

ϑi

∂t
+ ρα

∂Aα

∂(∂
ν
ui/∂t− ∂

α
ui/∂t)

∂

∂t

(
∂
ν
ui

∂t
−
∂
α
ui

∂t

)

+

+ρα
∂Aα

∂(
ν
ui −

α
ui)

∂

∂t
(
ν
ui −

α
ui)−

α
σ(ji)
∂
α
εij

∂t
−
α
σ<ji>

∂
α
wij

∂t
+
∂
α
qi
∂xi
−

−
α
qV −

2∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

)

= 0, (17)

где
α
wij = (∂

α
ui/∂xj − ∂

α
uj/∂xi)/2 — компоненты тензора линейного

поворота.
Разделив все слагаемые в левой части (17) на Tα (Tα 6= 0), просум-

мируем результат по α от 1 до 2, вычтем его из левой части неравенства
(13) и получим

−
2∑

α=1

(
ρα

Tα

(
∂Aα

∂Tα
+ hα

)
∂Tα

∂t
+

ρα

Tα



∂Aα
∂Tν

∂Tν

∂t
+
∂Aα

∂
ν

ϑi

∂
ν

ϑi

∂t



+
ρα

Tα

∂Aα

∂
α

ϑi

∂
α

ϑi

∂t
+

+
1

Tα

(

ρα
∂Aα

∂
α
εij
−
α
σ(ji)

)
∂
α
εij

∂t
−
1

Tα

α
σ<ji>

∂
(α)
w ij

∂t
+
ρα

Tα

∂Aα

∂
ν
εij

∂
ν
εij

∂t
+

+
ρα

Tα

∂Aα

∂(∂
ν
ui/∂t− ∂

α
ui/∂t)

∂

∂t

(
∂
ν
ui

∂t
−
∂
α
ui

∂t

)

+
ρα

Tα

∂Aα

∂(
ν
ui −

α
ui)

∂

∂t
(
ν
ui −

α
ui)+

+
1

T 2α

α
qi
∂Tα

∂xi
+
1

Tα

2∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

))

> 0. (18)

Из неравенства (18) в силу произвольности ∂Tα/∂t, ∂
α

ϑi/∂t, ∂
α
εij/∂t,

∂(∂
ν
ui/∂t− ∂

α
ui/∂t)/∂t и ∂(

ν
ui −

α
ui)/∂t следует, что

hα = −
∂Aα

∂Tα
,
∂Aα

∂
α

ϑi

= 0,
α
σ(ji) = ρα

∂Aα

∂
α
εij
,

∂Aα

∂(∂
ν
ui/∂t− ∂

α
ui/∂t)

= 0,
∂Aα

∂(
ν
ui −

α
ui)
= 0.

(19)
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Кроме того, полагая, что влияние изменения реактивных переменных

ν-го компонента (Tν ,
ν

ϑi,
ν
εij) на изменение энтропии α-го компонента

смеси равно по абсолютной величине, но противоположно по знаку
влиянию изменения реактивных переменных α-го компонента на из-
менение энтропии ν-го компонента смеси, можем записать следующее
равенство:

2∑

α=1

ρα

Tα



∂Aα
∂Tν

∂Tν

∂t
+
∂Aα

∂
ν

ϑi

∂
ν

ϑi

∂t
+
∂Aα

∂
ν
εij

∂
ν
εij

∂t



 = 0, α 6= ν. (20)

Отметим, что в неравенстве (18) несимметрия тензора напряже-
ний Коши α-го компонента (

α
σ<ji> 6= 0) обусловлена только наличием

момента
να

M i 6= 0 и силы межкомпонентного взаимодействия
να

P k 6= 0

(eijkxj
να

P k 6= 0) в выражении закона сохранения момента количества
движения для каждого компонента. Далее, поскольку всегда выполня-

ется второе равенство из (19), то положим, что ∂Aα/∂
ν

ϑi ≡ 0. Тогда
соотношение (20) принимает более простой вид:

2∑

α=1

ρα

Tα

(
∂Aα

∂Tν

∂Tν

∂t
+
∂Aα

∂
ν
εij

∂
ν
εij

∂t

)

= 0, α 6= ν. (21)

С учетом равенств (19) и (21) второй закон термодинамики (18)
примет более простую форму (α 6= ν):

−
2∑

α=1

(
1

Tα

(
2∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

))

−
1

Tα

α
σ<ji>

∂
α
wij

∂t
+
1

T 2α

α
qi
∂Tα

∂xi

)

> 0.

(22)

Из неравенства (22) следует, что энергообмен между компонента-
ми для двухкомпонентной смеси с различающимися температурами
компонентов всегда приводит к возрастанию энтропии смеси. Если
Tα = Tν = T (α 6= ν), то неравенство (22) несколько упрощается и
принимает вид

2∑

α=1

(
2∑

ν=1

να

P i
∂
α
ui

∂t
+
α
σ<ji>

∂
α
wij

∂t
−
1

T

α
qi
∂T

∂xi

)

> 0,

т.е. вклад в изменение энтропии системы обусловлен рассеянием энер-
гии только вследствие обмена количеством движения между компо-
нентами и процессом теплопроводности.

Для получения линеаризованных уравнений термоупругости двух-
компонентной смеси представим объемную плотность свободной
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энергии α-го компонента в виде суммы

ραAα(
α
εkl,

ν
εkl, Tα, Tν) = ραA

∗
α(
α
εkl −

α
ε
(T )

kl ,
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl ) + ραBα(Tα, Tν)−

−ραA
∗
α(−

α
ε
(T )

kl ,−
ν
ε
(T )

kl ), (23)

учитывающей второе, четвертое и пятое равенства из (19). Здесь
ραA

∗
α( ∙ ) — часть объемной плотности свободной энергии, зависящая

только от
α
εkl −

α
ε
(T )

kl и
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl или
α
ε
(T )

kl и
ν
ε
(T )

kl . Если
α
εij = 0 и

ν
εij = 0,

то ραAα(
α
εkl,

ν
εkl, Tα, Tν) = ραBα(Tα, Tν), а при

α
εkl =

α
ε
(T )

kl и
ν
εkl =

ν
ε
(T )

kl

объемная плотность свободной энергии зависит только от температур

Tα и Tν , ραAα(
α
εkl,

ν
εkl, Tα, Tν) = ραBα(Tα, Tν) − ραA∗α(−

α
ε
(T )

kl ,−
ν
ε
(T )

kl ).
Такое выражение объемной плотности свободной энергии дает воз-
можность рассматривать не только малые отклонения абсолютной
температуры от температуры T0 = const естественного состояния, но

и достаточно большие, однако при сохранении малости
α
ε
(T )

ij и
ν
ε
(T )

ij .
Функция Bα(Tα, Tν) равна нулю при Tα = Tν = T0, она определяет из-
менение свободной энергии только вследствие изменения абсолютной
температуры α-го компонента.

Предположение о малости компонент полных (
α
εij ,

ν
εij) и темпера-

турных (
α
ε
(T )

ij ,
ν
ε
(T )

ij ) деформаций компонентов смеси позволяет предста-
вить первое и третье слагаемые в выражении (23) в виде ряда Тейлора
по соответствующим аргументам и ограничиться при разложении ква-
дратичными слагаемыми:

ραAα(
α
εkl,

ν
εkl Tα, Tν) = ραA

∗
α(
α
εkl −

α
ε
(T )

kl ,
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl ) + ραBα(Tα, Tν)−

−ραA
∗
α(−

α
ε
(T )

kl ,−
ν
ε
(T )

kl ) =
α

Gij
α
εij +

να

F ij
ν
εij +

1

2

α

C ijkl(
α
εkl −

α
ε
(T )

kl )(
α
εij −

α
ε
(T )

ij )−

−
να

Dijkl(
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl )(
α
εij −

α
ε
(T )

ij ) +
1

2

να

H ijkl(
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl )(
ν
εij −

ν
ε
(T )

ij )+

+ραBα(Tα, Tν)−
1

2

α

C ijkl(−
α
ε
(T )

kl )(−
α
ε
(T )

ij ) +
να

Dijkl(−
ν
ε
(T )

kl )(−
α
ε
(T )

ij )−

−
1

2

να

H ijkl(−
ν
ε
(T )

kl )(−
ν
ε
(T )

ij ), (24)

где
α

Cijkl — компоненты тензора коэффициентов упругости;
να

Dijkl
— компоненты тензора межкомпонентного взаимодействия, ν 6= α,
αα

Dijkl = 0;
να

H ijkl — компоненты тензора механического влияния ν-го
компонента смеси на объемную плотность свободной энергии α-го
компонента.
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Поскольку компоненты тензора напряжений Коши
α
σ(ji) связаны с

компонентами тензоров деформации
α
εij и

ν
εij третьим равенством из

(19), то из (24) следует выражение

α
σ(ji) =

α

Gij +
α

C ijkl(
α
εkl −

α
ε
(T )

kl )−
να

Dijkl(
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl ),

в правой части которого первое слагаемое отлично от нуля только
при наличии остаточных (технологических) напряжений. В большин-
стве практически важных случаев эти напряжения невелики и можно

принять в (24)
α

Gij ≡ 0 и
να

F ij ≡ 0. Тогда

α
σ(ji) =

α

Cijkl(
α
εkl −

α
ε
(T )

kl )−
να

Dijkl(
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl ). (25)

Соотношение (25) по аналогии с классической термоупругостью
можно назвать законом Дюамеля–Неймана для смеси анизотропных
компонентов.

Каждый из тензоров коэффициентов упругости и межкомпонент-
ного взаимодействия содержит 81 компоненту. Однако поскольку
α
σ(ji) =

α
σ(ij),

α
εij =

α
εji и

ν
εij =

ν
εji, то число независимых компо-

нент этих тензоров сокращается до 36. Если далее учесть равенства
∂2Aα/(∂

α
εij∂

α
εkl)=∂

2Aα/(∂
α
εkl∂

α
εij) и ∂

2Aα/(∂
2αεij∂

ν
εkl)=∂

2Aα/(∂
ν
εkl∂

α
εij),

то
α

C ijkl =
α

Cjikl =
α

Cijlk =
α

Cklij ,
να

Dijkl =
να

Djikl =
να

Dijlk =
να

Dklij и число
независимых компонент каждого из этих тензоров составит 21.

Антисимметричная часть тензора напряжений с компонентами
α
σ<ij> может быть представлена с использованием символов Леви-
Чивиты eijk и Кронекера δij следующим образом:

α
σ<ij> = −eijk(ekmnxm

να

P n +
να

Mk) = (δinδjm − δimδjn)xm
να

P n − eijk
να

Mk.

(26)

Зачастую при построении модели двухкомпонентной упругой сме-

си полагают
να

P n = 0 и
να

Mk = 0. В этом случае
α
σ<ij> = 0 и

α
σij =

α
σ(ij).

Выражение для hα — массовой плотности энтропии α-го компонен-
та смеси — получим из первого равенства (19) с учетом представления
(24) объемной плотности свободной энергии:

hα = −
∂Aα

∂Tα
=
1

ρα

(
α

Cijkl
α
εkl −

να

Dijkl
ν
εkl

)
∂
α
ε
(T )

ij

∂Tα
−
∂Bα

∂Tα
. (27)

При температуре T0 естественного состояния и отсутствии дефор-
мации (

α
εij=0,

ν
εij=0) массовая плотность энтропии hα(0, 0, T0, T0) = 0

и, следовательно, ∂Bα/∂Tα = 0 при Tα = Tν = T0.
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С учетом (24) и (26) диссипативная функция из (14) для рассма-
триваемой среды примет вид

δα =
α
σ(ji)
∂
α
εij

∂t
+

+
α
σ<ji>

∂
α
wij

∂t
− ρα

(
∂Aα

∂t
+ hα

∂Tα

∂t

)

+
N∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

)

=

=
α
σ<ji>

∂
α
wij

∂t
− ρα

(
∂Aα

∂
ν
εij

∂
ν
εij

∂t
+
∂Aα

∂Tν

∂Tν

∂t

)

+
N∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

)

=

=((δimδjn−δjmδin) xm
να

P n+eijk
να

Mk)
∂
α
wij

∂t
+
να

Dijkl
∂

∂t

(
(
ν
εkl−

ν
ε
(T )

kl )(
α
εij−

α
ε
(T )

ij )
)
−

−
να

H ijkl(
ν
εij −

ν
ε
(T )

ij )
∂(
ν
εkl −

ν
ε
(T )

kl )

∂t
+

N∑

ν=1

(

Eνα −
να

P i
∂
α
ui

∂t

)

. (28)

Закон сохранения энергии в форме уравнения теплопроводности
легко получить из соотношений (12), (27), приняв для компонент век-
тора плотности теплового потока выражение согласно закону Био–
Фурье [5]:

α
qi = −

α

λ
(T )

ij

∂Tα

∂xj
, (29)

где
α

λ
(T )

ij =
α

λ
(T )

ji — компоненты тензора теплопроводности.
Подставляя последовательно (27) и (28) в (14) и пренебрегая сла-

гаемыми, линейно зависящими от
α
εij и

ν
εij , получаем уравнение тепло-

проводности α-го компонента смеси

ρα
α
cε
∂Tα

∂t
+ ρα

να
c ε
∂Tν

∂t
+

(
α

Cijkl
∂
α
εkl

∂t
−
να

Dijkl
∂
ν
εkl

∂t

)
∂
α
ε
(T )

ij

∂Tα
=

=
∂

∂xi

(
α

λ
(T )

ij

∂T

∂xj

)

+
α
qV + δα, (30)

в котором учтены эффекты термоупругой связанности полей темпера-
туры и деформации, а также диссипация энергии;

α
cε = −Tα∂

2Bα/∂T
2
α

— удельная массовая теплоемкость α-го компонента смеси при по-
стоянной деформации,

να
c ε = −Tα∂

2Bα/(∂Tα∂Tν) — “присоединенная”
удельная массовая теплоемкость (α 6= ν).

Если подставим в уравнения (7) закона сохранения количества дви-
жения α-го компонента смеси соотношения (25) и (26), то получим

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2009. № 3 47



уравнения движения в перемещениях

ρα
∂2
α
ui

∂t2
−
α

Cjikl
∂2
α
uk

∂xj∂xl
+
να

Djikl
∂2
ν
uk

∂xj∂xl
− (δinδjm − δimδjn) xm

∂
να

P n

∂xj
+

+eijk
∂
να

Mk

∂xj
+
α

Cjikl
∂
α
ε
(T )

kl

∂xj
−
να

Djikl
∂
ν
ε
(T )

kl

∂xj
−
να

P i =
α

bi, (31)

в которых учтены равенства ∂xm/∂xj = δmj , (δinδjm − δimδjn)δmj =

= 3δin − δin = 2δin, 2δij
να

P j −
να

P i =
να

P i.
Для замыкания математической модели двухкомпонентной термо-

упругой смеси необходимо конкретизировать выражения для усилия

межкомпонентного взаимодействия
να

P i и интенсивности межкомпо-
нентного энергообмена Eνα, приняв их, например, в виде

να

P i = βij (
ν
uj −

α
uj), Eνα = g(Tν − Tα), (32)

где βij = βji — элементы неотрицательно определенной матрицы,
det(βij) > 0, g > 0. Момент межкомпонентного взаимодействия, как

правило, не учитывают:
να

M i = 0.
Для получения однозначного решения системы уравнений (30) и

(31) с учетом соотношений (32) необходимо задать соответствующие
начальные и граничные условия, которые существенным образом мо-
гут зависеть от структуры смеси. Решение такой краевой задачи пред-
ставляет собой достаточно сложную самостоятельную проблему.

Заключение. Предложенные термомеханические модели смеси
предоставляют широкие возможности для дальнейшего их развития и
конкретизации применительно к разнообразным композитным мате-
риалам. Это относится в первую очередь к термостабильным компо-
зитам на основе углерода и композитам, в которых могут происходить
фазовые превращения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты №№ 08-08-
00615а, 09-08-00699а.
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