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СРАВНЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ НА РАЗНЫХ
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ КОМПЛЕКСАХ
Предложены параллельные алгоритмы численного решения задач
газовой динамики. Проанализирована эффективность распаралле-
ливания алгоритмов на сети персональных ЭВМ Межведомствен-
ного суперкомпьютерного центра РАН и на специализированном
кластере МВС-6000IM.

Численный анализ математических моделей физических процес-
сов и технических систем чаще всего сводится к решению систем ли-
нейных алгебраических или дифференциальных уравнений. Возраста-
ющие требования к точности и сложность рассматриваемых моделей
приводят к повышению размерности решаемых систем уравнений, что
в свою очередь требует привлечения все бо́льших вычислительных ре-
сурсов. В то же время усложнение математической модели не должно
приводить к чрезмерному росту машинного времени, затрачиваемого
на ее анализ.

Развитие вычислительной техники позволяет в какой-то степени
решить эту проблему, однако требует значительных материальных за-
трат на регулярное ее обновление. Другой возможный путь состоит в
применении параллельных алгоритмов на вычислительных комплек-
сах, состоящих из нескольких ЭВМ (процессоров), объединенных в
локальную вычислительную сеть. При этом время решения задачи
может быть многократно уменьшено даже при выполнении расчетов
на сетях, состоящих из серийных персональных ЭВМ (ПЭВМ).

Описанию принципов построения параллельных систем, их клас-
сификации, организации взаимодействия узлов вычислительной сети
друг с другом, анализу эффективности посвящено значительное чи-
сло исследований [1, 2]. Такие работы чрезвычайно важны, однако
зачастую они содержат результаты общего характера. В то же вре-
мя на практике каждая конкретная задача имеет свои особенности, и
разработка эффективного параллельного алгоритма ее решения пред-
ставляет собой самостоятельную проблему.

Цель настоящей работы — разработка параллельных алгоритмов
решения типичных задач газовой динамики и исследование их эффек-
тивности на различных вычислительных комплексах.

В работе предложены параллельные алгоритмы решения систем
линейных алгебраических и обыкновенных дифференциальных урав-
нений, возникающих при решении задач гидродинамики и аэроупру-
гости вихревыми методами [3], и параллельный алгоритм реализации

90 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2009. № 1



RKDG-метода (Runge-Kutta Discontinuous Galerkin method) для реше-
ния задач газовой динамики [4, 5].

Средства реализации параллельных вычислений. При разра-
ботке параллельных алгоритмов использована библиотека параллель-
ных процедур MPI и ее реализация MPICH. Отметим хорошую пере-
носимость программ, написанных с применением MPICH (одинако-
во хорошо работает с ОС Windows и Linux), возможность работы с
языками программирования C, C++, Fortran, относительную простоту
использования и свободное распространение.

Расчеты проведены на четырех персональных двухъядерных ЭВМ
Pentium Dual-Core 2 ГГц, объединенных локальной вычислительной
сетью с пропускной способностью 100 Мбит/с. Для анализа эффек-
тивности этого вычислительного комплекса расчеты выполнены также
на высокопроизводительном кластере МВС-6000IM.

Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ).
Размер матриц систем линейных уравнений при решении задач гидро-
динамики методом вихревых элементов может достигать нескольких
тысяч столбцов (строк); эти матрицы являются плотными и не облада-
ют свойствами симметрии, положительной определенности или диа-
гонального преобладания. В то же время методические исследования
показывают, что число обусловленности таких матриц близко к их
размеру. Поэтому для решения таких систем оправдано применение
метода Гаусса с частичным выбором ведущего элемента.

Для системы вида Ax = b, где A = {aij} и i, j = 1, . . . , N , предло-
жен следующий параллельный алгоритм решения при использовании
сети, состоящей из p компьютеров, имеющих номера от 0 до (p− 1).

Суть алгоритма заключается в распределении исходной матрицы
по компьютерам циклическими вертикальными полосами с шириной
полосы в один столбец, как показано на рис. 1, и последующем ис-
ключении неизвестных с выбором главного элемента по столбцу. При
этом прямой и обратный ход метода Гаусса объединяются в одну про-
цедуру.

Рис. 1. Распределение столбцов матрицы по компьютерам
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Рис. 2. Зависимость ускорения от числа процессоров при выполнении парал-
лельного алгоритма решения СЛАУ

На каждом k-м шаге исключения, когда ведущим является k-й стол-
бец исходной матрицы, хранящийся в компьютере pk, этот компьютер
определяет номер ведущей строки (из строк с номерами k . . . N ) и
передает его всем остальным компьютерам. Затем на каждом компью-
тере осуществляется перестановка строк. Эта операция требует край-
не незначительных временны́х затрат, так как между компьютерами
пересылается всего одно число, а пересылки переставляемых строк
не требуется. Затем pk-й компьютер вычисляет столбец коэффициен-
тов, с которыми k-я строка должна вычитаться из всех остальных,
этот столбец пересылается на все компьютеры, и начинается процесс
вычитания строк, который выполняется на всех компьютерах одновре-
менно. Отметим, что вычитание происходит из всех строк матрицы,
в результате чего матрица сразу приводится к диагональному виду.
Все преобразования вектора правой части выполняются на компью-
тере с номером 0. На него же пересылаются диагональные элементы
преобразованной матрицы, после чего находится решение системы.

Данный алгоритм реализован авторами в виде программы на язы-
ке Fortran-90, расчеты по которой проводились на двух вычислитель-
ных комплексах — сети ПЭВМ и высокопроизводительном кластере
МВС-6000IM.

На рис. 2 представлены графики, характеризующие эффективность
предложенного параллельного алгоритма решения СЛАУ с квадратной
невырожденной матрицей порядка N = 5000. Штриховые линии пока-
зывают максимально возможное (теоретически) ускорение, сплошные
— реальное ускорение, полученное в ходе расчетов.

В табл. 1 приведены значения ускорений, полученные при исполь-
зовании алгоритма на вышеуказанных вычислительных комплексах,
а также отношение, характеризующее эффективность сети ПЭВМ по
сравнению с МВС-6000IM.

Решение систем обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ). При решении плоских задач гидродинамики и аэроупругости
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Таблица 1

Число процессоров kПЭВМ kМВС (kПЭВМ/kМВС) ∙ 100, %

2 1,88 1,92 97,6

4 3,48 3,80 91,5

6 4,71 5,58 84,3

8 5,88 7,37 79,9

вихревыми методами аэродинамические следы, образующиеся за про-
филями, моделируются при помощи N вихревых элементов. Движе-
ние каждого такого элемента описывается обыкновенным дифферен-
циальным уравнением. В результате формируется система уравнений
порядка 2N вида

drk

dt
= fk, k = 1, . . . , N,

rk = xki+ ykj, fk =
1

2π

N∑

s=1
s 6=k

− (ys − yk) i+ (xs − xk) j

(xs − xk)
2 + (ys − yk)

2 .

Правая часть системы определяется положением всех вихревых
элементов. Это позволяет построить эффективный параллельный ал-
горитм ее решения, который проиллюстрирован на примере реализа-
ции явного метода Эйлера. Начальные положения вихревых элемен-
тов r0k, k = 1, . . . , N , известны на компьютере с номером 0, и они
пересылаются на все остальные компьютеры сети. Далее каждый ком-
пьютер получает собственный диапазон номеров уравнений исходной
системы, для которых он вычисляет правые части fk. Процесс вычи-
слений происходит одновременно на всех компьютерах. Найденный
вектор правых частей пересылается на нулевой компьютер, на нем же
вычисляются новые положения вихревых элементов rk = r0k + τfk.
Далее процесс повторяется до достижения нужного числа временны́х
шагов. Аналогичным образом реализуются параллельные алгоритмы
решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений явны-
ми методами Рунге–Кутты высокого порядка.

Отметим, что предложенный алгоритм может эффективно приме-
няться на сетях, состоящих из ЭВМ с разной производительностью,
так как диапазон уравнений, обрабатываемых каждым компьютером,
может автоматически меняться от шага к шагу в процессе работы
программы исходя из анализа производительностей ЭВМ.

Вышеизложенный алгоритм реализован в виде программы на языке
C++, расчеты по которой также проводились на сети ПЭВМ и кластере
МВС-6000IM.
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Рис. 3. Зависимость ускорения от числа процессоров при параллельном реше-
нии системы ОДУ

На рис. 3 и в табл. 2 приведены результаты расчетов для системы,
состоящей из 12000 дифференциальных уравнений.

Таблица 2

Число процессоров kПЭВМ kМВС (kПЭВМ/kМВС) ∙ 100, %

2 1,92 2,02 95,4

4 3,78 4,03 93,8

6 5,16 5,98 86,2

8 6,31 7,94 79,5

Параллельная реализация RKDG-метода. При решении слож-
ных задач газовой динамики для получения качественного решения
приходится применять методы повышенного порядка точности. При
исследовании течений газа в областях со сложной геометрией требу-
ется использование подробных сеток с большим числом ячеек. Вычи-
сления на таких сетках приводят к значительным временны́м затратам.

Основным преимуществом RKDG-метода является возможность
повышения порядка точности при сохранении компактного шаблона
аппроксимации, который в случае использования треугольных сеток
состоит из текущего треугольника и его ближайших соседей. На этом
основано эффективное распараллеливание метода.

Система уравнений газовой динамики, описывающая течение вяз-
кого теплопроводного газа, в консервативной форме имеет вид

∂u

∂t
+ divF̂ (u) = divR̂(u,∇u),

где u — вектор консервативных переменных; F̂ (u) — тензор невязких
потоков, R̂(u,∇u) — тензор вязких потоков.

Решение на каждой из N ячеек сетки представляется в виде разло-
жения по базису. В рассматриваемом алгоритме использованы линей-
ные базисные функции ϕj и решение в каждом треугольнике имеет
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Рис. 4. Разделение области на подобласти

вид

ũK =
3∑

j=1

uKj (t)ϕj (x, y).

Такое представление решения позволяет свести систему дифференци-
альных уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений относительно uKi (t) путем интегриро-
вания исходных уравнений по ячейке с весами ϕi (x, y):

duKi
dt
= L(ũK , ũQ(K)), i = 1, 2, 3, K = 1, . . ., N.

Здесь Q(K) — номера элементов, граничащих с элементом K. Правая
часть каждого уравнения зависит только от решения на K-м треуголь-
нике и соседних с ним треугольниках.

В результате для сетки из N ячеек получаем систему 3N обык-
новенных дифференциальных уравнений, которая может быть решена
явным двухшаговым методом Рунге–Кутты.

Идея распараллеливания алгоритма RKDG-метода состоит в раз-
делении расчетной области на несколько подобластей (по числу ком-
пьютеров в сети). Каждый компьютер определяет решение на новом
временно́м слое только в своей подобласти. Для этого с предыдущего
слоя ему необходимы данные о решении в своей подобласти, а также
в ячейках, граничащих с ней. На рис. 4 приведен пример разделе-
ния области на 3 подобласти; ячейки, принадлежащие разным под-
областям, затенены, приграничные ячейки выделены полужирными
линиями.

Таким образом, между компьютерами необходимо организовать об-
мен данными о решении только в приграничных ячейках. Эффектив-
ность предложенного алгоритма обеспечивается относительно неболь-
шим числом приграничных ячеек по сравнению с общим числом ячеек
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Рис. 5. Зависимость ускорения от чимсла процессоров при использовании па-
раллельного алгоритма RKDG-метода

в каждой из подобластей. Предложенный параллельный алгоритм ре-
ализован в виде программы на языке Fortran-90; расчеты выполнены
на сети ПЭВМ и кластере МВС-6000IM.

Полученные результаты приведены на рис. 5 и в табл. 3.
Таблица 3

Число процессоров kПЭВМ kМВС (kПЭВМ/kМВС) ∙ 100, %

2 1,97 1,97 99,9

4 3,58 3,94 90,8

6 4,92 5,75 85,5

8 5,90 7,41 79,6

Выводы. Разработаны параллельные алгоритмы решения систем
линейных алгебраических уравнений с заполненной матрицей общего
вида и систем обыкновенных дифференциальных уравнений; предло-
жен параллельный алгоритм решения задач газовой динамики RKDG-
методом. Алгоритмы реализованы в виде программ на языках C++
и Fortran с использованием библиотеки параллельных вычислений
MPICH.

Эффективность распараллеливания оценена путем расчетов на се-
ти из персональных ЭВМ и на высокопроизводительном кластере
МВС-6000IМ. Показано, что алгоритмы решения СЛАУ и RKDG-
метода дают примерно равное ускорение при использовании 2–8 про-
цессоров. Алгоритм решения систем ОДУ позволяет получить не-
сколько большее ускорение, что связано с меньшим объемом пересы-
лаемых данных. Во всех случаях при использовании двух процессоров
сеть ПЭВМ уступает по эффективности кластеру МВС-6000IM не бо-
лее чем на 5 %, при использовании четырех процессоров — не более
чем на 10 %, восьми процессоров — около 20 %.

Результаты расчетов свидетельствуют о высокой эффективности
предложенных параллельных алгоритмов не только на специализиро-
ванных кластерах, но и на вычислительных комплексах на базе широко
доступных локальных сетей ПЭВМ.
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