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Рассмотрено вращательное движение частицы сферической формы, вызван-
ное наличием флуктуирующего момента сил, обусловленного случайными из-
менениями импульса, который передается частицами вязкой среды изучаемой
броуновской частице. Исследование проведено с учетом того, что броуновская
частица увлекает окружающие частицы среды. Показано, что в случае боль-
ших радиусов частицы соответствующие флуктуации ее угловой скорости
относятся к классу немарковских случайных процессов. Определены стати-
стические характеристики флуктуаций угловой скорости и углового ускорения
броуновской частицы, включая их характеристические функции и спектраль-
ные плотности.
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The rotational motion of a spherical particle is considered which is caused by
the presence of the fluctuating force moment induced by random variations in the
momentum that is transferred by particles of the viscous medium to the Brownian
particle under study. The fact that the Brownian particle captures the surrounding
particles of the medium is taken into account during the study. It is shown that in case
of large radii of the particle, the appropriate fluctuations of its angular speed relate to
the class of non-Markov random processes. Statistical characteristics of fluctuations
in angular speed and angular acceleration of the Brownian particle including their
characteristic functions and spectral densities are determined.
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Введение. Как правило, поступательное движение броуновской ча-
стицы в вязкой среде описывают в предположении пропорционально-
сти силы сопротивления, действующей на частицу, ее скорости. Слу-
чайную силу полагают дельта-коррелированной и имеющей характер
белого шума [1]. Такое классическое рассмотрение броуновского дви-
жения позволяет получить дифференциальное уравнение движения
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(уравнение Ланжевена), с помощью которого можно определить лю-
бые статистические характеристики флуктуаций импульса и коорди-
наты броуновской частицы с использованием хорошо разработанной
теории стохастических дифференциальных систем [2].

Случайное вращение броуновской частицы, вызванное флуктуаци-
ями тангенциальной составляющей импульса, передаваемого части-
цами вязкой среды броуновской частице, также обычно описывается
с помощью стохастического дифференциального уравнения для мо-
мента сил, действующего на броуновскую частицу. В этом случае со-
противление среды полагается пропорциональным угловой скорости
вращения [3].

Реальное движение броуновской частицы сопровождается увлече-
нием окружающих ее частиц среды. Это приводит к проявлению на-
следственных свойств импульса и координаты броуновской частицы.
Согласно работе [4], поступательное движение броуновской частицы
в вязкой среде, учитывающее указанное взаимодействие этой части-
цы и окружающих ее частиц, позволяет записать интегральное сто-
хастическое уравнение движения, заменяющее соответствующее ему
классическое дифференциальное уравнение Ланжевена. Флуктуации
импульса и координаты броуновской частицы становятся немарков-
скими случайными процессами, а их статистические характеристики
существенно отличаются от соответствующих им величин при клас-
сическом рассмотрении.

Отметим, что более точное описание многих кинетических про-
цессов (например, теплопроводности или диффузии), учитывающее
наследственные свойства среды, также дает возможность записать со-
ответствующие интегральные стохастические уравнения и приводит к
немарковскому характеру флуктуаций физических величин [5, 6].

Цель работы — описать модель вращательного движения сфериче-
ской броуновской частицы, обусловленного флуктуирующим момен-
том сил со стороны частиц среды, с учетом увлечения броуновской ча-
стицей окружающих частиц среды. Такое вращательное броуновское
движение также описывается интегральным стохастическим уравне-
нием, а случайное изменение угловой скорости вращения в общем
случае является немарковским процессом.

Вращательное броуновское движение. Рассмотрим сферическую
броуновскую частицу массой M и радиусом R, находящуюся в вязкой
среде с кинематической вязкостью ν и плотностью ρ. Момент инерции
такой частицы относительно оси вращения, проходящей через ее центр
масс, находится по формуле

I = αMR2 =
4

3
αρ0R

5,
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где α < 1 — параметр, определяемый характером распределения мас-
сы частицы по объему (предположим, что распределение будет симме-
тричным относительно оси вращения); ρ0 — средняя плотность мате-
риала частицы. Уравнение для вращательного движения броуновской
частицы имеет вид

I
dΩ(t)

dt
=M0(t) +Mr(t) + ξM(t), (1)

где Ω(t) — компонента угловой скорости вращения броуновской части-
цы относительно выбранной оси; M0(t) — момент детерминированных
(остальных) сил, действующих на броуновскую частицу (далее при-
мем, что он равен нулю);Mr(t)— момент силы сопротивления; ξM(t)—
случайный момент сил.

Классическое описание броуновского вращательного движения
предполагает, что момент силы сопротивления пропорционален угло-
вой скорости

Mr(t) = −8πρνR3Ω (t) . (2)

В этом случае в отсутствие остальных сил, действующих на частицу,
ее уравнение вращательного движения принимает следующий вид:

dΩ(t)

dt
+
8πρνR3

I
Ω (t) =

1

I
ξM(t). (3)

Случайный момент сил ξM(t) можно принять белым шумом ин-
тенсивностью

σ = 16πρνR3kBT, (4)

где kB — постоянная Больцмана; T — температура. Среднее значение
случайного момента сил 〈ξM〉 равно нулю, а его дисперсия 〈ξ2M〉 может
быть представлена выражением, не зависящим от времени:〈

ξ2M
〉
=

σ

δt
=
16πρνR3kBT

δt
,

где δt — характерное время, сопоставимое с временем хаотизации
среды (в частности, для газа — это время, близкое к времени соударе-
ния молекул [1]). Величина Δω = 1/δt соответствует ширине спектра
мощности флуктуаций процесса ξM(t).

Одномерную характеристическую функцию g01 (λ; t) процесса Ω(t)
можно найти из уравнения (3) с использованием теории стохастиче-
ских дифференциальных систем [2]:

g01 (λ; t) = exp

[
− σλ2

16πρνR3I

(
1− exp

(
−16πρνR

3

I
t

))]
. (5)

При t → ∞ выражение (5) принимает вид

g01 (λ; t)
∣∣
t→∞ = exp

(
− σλ2

16πρνR3I

)
;
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отсюда для дисперсии флуктуаций угловой скорости установившегося
процесса вращательного броуновского движения получим〈

Ω2 (t)
〉∣∣
t→∞ =

σ

8πρνR3I
=
2kBT

I
. (6)

Из уравнений (3) и (4) можно найти спектральную плотность мощ-
ности флуктуаций угловой скорости вращения частицы ω, соответ-
ствующую классическому рассмотрению:

G0Ω (ω) =
1

I2
σ

ω2 + (64π2ρ2ν2R6)/I2
. (7)

Из соотношения (7) следует, что при ω → 0 спектральная плотность
стремится к постоянной величине

G0Ω (t)
∣∣
ω→0 =

kBT

4πρνR3
.

Учет увлечения среды. Если сферическая частица совершает в
вязкой среде колебательное вращательное движение вокруг своего
диаметра с частотой ω и угловой скоростью Ω(t) = Ω0e

−iωt, то в
предположении малых чисел Рейнольдса для момента сил μω(t), дей-
ствующих на такую частицу со стороны частиц среды, справедливо
выражение [7]

μω(t) = −8π
3
ρνR3Ω(t)f

(
R

δ

)
, (8)

где

f

(
R

δ

)
=
3 + 6(R/δ) + 6(R/δ)2 + 2(R/δ)3 − 2i(R/δ)2(1 +R/δ)

1 + 2(R/δ) + 2(R/δ)2
. (9)

Величина

δ =

√
2ν

ω
(10)

представляет собой характерное расстояние проникания возмущений,
создаваемых движущейся сферической частицей в вязкой среде.

Отметим, что из формулы (9) можно вывести классическую зави-
симость (2) для момента сил сопротивления, если формально принять
ω = 0 (соответствует равномерному вращению).

Запишем общее выражение для момента силы сопротивления
Mr(t), действующей на броуновскую частицу, если она совершает
произвольное вращательное движение с некоторой угловой скоростью
Ω(t). При t < 0 среду полагаем невозмущенной. Представим величину
Ω(t) интегралом Фурье:

Ω(t) =
1

2π

∞∫
−∞

Ωωe
−iωtdω; Ωω =

∞∫
−∞

Ω(τ)eiωτdτ. (11)
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Вследствие линейности момент Mr(t) будет определяться как сумма
моментов сил сопротивления, действующих на частицу, которая дви-
жется с угловой скоростью, равной отдельной компоненте Фурье (11)
и определяющейся по (8). Для компоненты Mrω имеем

Mrω = −8π
3
ρνR3Ωωe

−iωtf
(
R

δ

)
. (12)

Соотношение (12) зависит от характера функции f(R/δ), с помощью
которой можно при малых или больших значениях параметра R/δ

найти соответствующие аналитические выражения для момента сил
сопротивления, учитывающие увлечение частиц среды.

Случай больших значений параметра R/δ. Если вращающаяся
частица велика по сравнению с характерным расстоянием δ (R/δ � 1),
то каждый элемент поверхности частицы можно рассматривать как
плоский. Сила, действующая на единицу площади колеблющейся по
гармоническому закону Vy = Vyωe

−iωt плоской поверхности (x = 0) в
вязкой среде, равна [7]

Fω =

√
ων

2
ρ (1− i)Vy,

где Vy = ΩR sin θ; θ — полярный угол. Тогда для компоненты Mrω

получим

Mrω = −4
√
2

3
πR4ρ

√
νω (1− i) Ωωe

−iωt. (13)

Тот же результат следует из соотношения (12), если принять

f

(
R

δ

)
= (1− i)

R

δ
.

Если частица вращается с произвольной угловой скоростью Ω(t),
то для момента действующей на нее силы сопротивления с учетом(
Ω̇
)
ω
= −iωΩω из выражения (13) запишем

Mr (t) = −8
√
πν

3
R4ρ

t∫
0

dΩ (τ)

dτ

dτ√
t − τ

. (14)

Из формулы (14) можно вывести соотношение для силы сопроти-
вления FS (t), действующей на единицу площади безграничной плос-
кой поверхности, которая движется с произвольной скоростью V (t)
вдоль оси, лежащей в плоскости. Заменяем величину Ω (t) отношением

V (t) / (R sin θ), затем находим интегралMr (t) =

π∫
0

2πR3FS (t) sin
3 θ dθ,
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приравняем полученное значениеMr (t) выражению (14) и определяем
силу сопротивления

FS(t) = −ρ

√
ν

π

t∫
0

dV (τ)

dτ

dτ√
t − τ

. (15)

Выражение (15) можно получить, решая задачу гидродинамики для
одномерного движения плоской поверхности в вязкой среде [7]. Такое
движение поверхности с действующей на нее силой трения (15), а
также случайной ланжевеновской силой рассмотрено в работе [8]. В
настоящей работе показано, что флуктуации скорости поверхности в
этом случае представляют собой немарковский случайный процесс,
имеющий характер фликкер-шума.

Подставляя (14) в (1), получаем

β (t) +
8
√
πν

3I
R4ρ

t∫
0

β (τ) dτ√
t − τ

=
1

I
ξM(t), (16)

где β (t) = dΩ (t) /dt — угловое ускорение тела.
Формула (16) не сводится к конечной системе дифференциальных

операторов, поэтому уравнение динамики вращательного движения
частицы оказывается стохастическим интегральным уравнением Воль-
терра второго рода, что означает немарковский характер флуктуаций
определяемых с его помощью величин, включая угловую скорость и
угловое ускорение [9].

Решение уравнения (16) может быть записано с использованием
его резольвенты K(t − τ) [10]:

β(t) =
1

I
ξM(t)−

t∫
0

K(t − τ)ξM(τ)dτ, (17)

где

K(t − τ) =
1

t − τ

∞∑
n=1

(−1)n+1qn(t − τ)n/2; qn =

(
8π

3

)n
R4nρnνn/2

Γ (n/2) In+1
.

(18)
Здесь Γ(x) — гамма-функция. Расчетная зависимость K(t − τ) при-
ведена на рис. 1. При ее построении было принято, что R = 10−3 м,
ρ = 103 кг/м3, ν = 10−6 м2/с, I = (4/3)απρ0R5, α = 1/2, ρ0 = ρ. С воз-
растанием разности t − τ наблюдается резкое уменьшение значения
функции K(t − τ).

Оставляя два первых члена ряда (18), при t− τ � 1 для реальных
размеров частиц и параметров среды (в частности, для указанных
выше) получаем
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Рис. 1. Расчетная функция K(t− τ )

K(t − τ) =
q1√
t − τ

− q2 =
8πR4ρ

√
ν

3I2

(
1√

π (t − τ)
− 8πR4ρ

√
ν

3I

)
.

(19)
Учитывая характер процесса ξM(t) и используя метод описания

немарковских процессов, задаваемых линейными интегральными пре-
образованиями, которые приведены в работе [11], определяем стати-
стические характеристики процесса β (t) (17) с ядром (18) или (19).
В частности, для одномерной характеристической функции g1 (λ; t)
такого процесса запишем

g1 (λ; t) = exp

[
−1
2
σλ2

(〈ξ2M〉
I2σ

+q21 ln
t

δt
+4

∞∑
n=2

(−1)n+1 q1qn

n − 1
t(n−1)/2+

+ 2
∞∑
n=2

∞∑
m=2

(−1)n+m qnqm

n+m − 2
t(n+m−2)/2

)]
. (20)

При вычислении g1 (λ; t) (20) было принято, что
t∫
0

δ2 (t − τ) dτ = 1/δt.

Ввиду того, что суммы в (20) быстро сходятся, основной вклад в по-
казатель экспоненты вносят первые два слагаемых (не зависящее от
времени и зависящее от него логарифмически). Таким образом, можно
записать

g1 (λ; t) ≈ exp

[
−1
2
λ2

(〈ξ2M〉
I2

+ σq21 ln
t

δt

)]
. (21)

Зависимости g1(λ; t) для различных значений t приведены на рис. 2.
Функция g1 (λ; t) имеет характер гауссовой кривой.

Из соотношения (20) для математического ожидания 〈β (t)〉 и дис-
персии 〈β2 (t)〉 флуктуаций углового ускорения вращающейся бро-
уновской частицы имеем

〈β (t)〉 = ∂g1 (λ; t)

i∂λ

∣∣∣∣
λ=0

= 0;
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Рис. 2. Зависимость g1(λ; t)g1(λ; t)g1(λ; t) для t = 0,01t = 0,01t = 0,01 (1), 0,05 (2) и 0,3 с (3)

〈
β2 (t)

〉
= −∂2g1 (λ; t)

∂λ2

∣∣∣∣
λ=0

=

=
〈ξ2M〉
I2

+ σq21 ln
t

δt
+ 4σ

∞∑
n=2

(−1)n+1 q1qn

n − 1
t(n−1)/2+

+ 2σ
∞∑
n=2

∞∑
m=2

(−1)n+m qnqm

n+m − 2
t(n+m−2)/2.

Учитывая (21), получаем〈
β2 (t)

〉 ≈ 〈ξ2M〉
I2

+ σq21 ln
t

δt
. (22)

Согласно (22), учет увлечения броуновской частицей окружающих ее
частиц среды приводит к добавлению к слагаемому, не зависящему
от времени, слагаемого, которое изменяется с течением времени по
закону, близкому к логарифмическому. В частности, это приводит к
следующему заключению: экспериментальные наблюдения, проводи-
мые, как правило, при t � δt, могут не зафиксировать изменения
дисперсии углового ускорения частицы с течением времени.

Найдем спектральные плотности мощности флуктуаций β (t) и
Ω (t) установившегося процесса вращения частицы (при t → ∞),
для чего выполним преобразование Лапласа исходного уравнения (19).
Для соответствующих образов β̂ (t) и Ω̂ (t) запишем

β̂ (p) = pΩ̂ (p) =
1

I

√
p√

p+ (8πR4ρ
√
ν)/(3I)

ξ̂M (p) , (23)

где ξ̂M (p) — образ случайного момента силы сопротивления. Выраже-
ние (23) позволяет вывести следующее соотношение для спектраль-
ных плотностей:

GΩ (ω) =
Gβ (ω)

ω2
=
1

I2
σ

ω

(
ω +

8πR4ρ
√
2νω

3I
+
64π2R8ρ2ν

9I2

) . (24)
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Рис. 3. Спектральные плотности GΩ (ω)GΩ (ω)GΩ (ω)
(1) и G0Ω (ω)G0Ω (ω)G0Ω (ω) (2), задаваемые соотноше-
ниями (24) и (7)

Из формулы (24) следует, что
при малых частотах (ω � 1)
спектральная плотность мощно-
сти флуктуации угловой ско-
рости броуновской частицы
GΩ (ω) обратно пропорциональ-
на частоте. Это свидетельствует
о том, что такие флуктуации в
низкочастотной области спектра
имеют характер фликкер-шума.
Графики спектральных плотно-
стей GΩ (ω) и G0Ω (ω), задавае-
мых соотношениями (24) и (7) (для указанных выше значений параме-
тров), приведены на рис. 3. В области больших частот спектральные
плотности в обоих случаях совпадают.

Случай малых значений параметра R/δ. Для вращательного
броуновского движения микрочастиц (микронного и субмикронного
размера) параметр R/δ можно полагать малым для всех сред. Тогда
функция f(R/δ) принимает вид

f

(
R

δ

)
= 3− 2i

(
R

δ

)2
. (25)

После подстановки (25) в (12) с учетом (10) имеем

Mrω = −8π
3
ρνR3Ωωe

−iωt
(
3− iR2ω

ν

)
. (26)

Используя
(
Ω̇
)
ω
= −iωΩω, из (26) найдем

Mrω = −8π
3
ρνR3e−iωt

(
3Ωω +

R2

ν

(
Ω̇
)
ω

)
. (27)

Интегрирование (27) позволяет записать окончательное выражение
для момента сил сопротивления, действующих на микрочастицу, про-
извольно вращающуюся вокруг одного из диаметров в вязкой среде:

Mr (t) = −8πρνR3
(
Ω (t) +

R2

3ν

dΩ (t)

dt

)
. (28)

Согласно (28), момент силы сопротивления, действующей на частицу
малого радиуса, определяется двумя слагаемыми. Первое из них про-
порционально угловой скорости частицы и соответствует классиче-
скому случаю, когда не учитывается влияние возмущенного движения
среды на частицу. Второе слагаемое, в которое входит производная
угловой скорости частицы, обусловлено инерционными свойствами
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среды и быстро возрастает с увеличением радиуса частицы. В отли-
чие от случая частиц большого радиуса (выражение (14)), формула для
момента Mr(t) (28) не содержит интегрального оператора, что свиде-
тельствует об исчезновении влияния памяти среды на вращение ча-
стицы с уменьшением ее радиуса. Данный факт вызван значительным
влиянием инерции среды на характер движения частицы, по сравне-
нию с влиянием созданного им возмущения среды, которое мало́ при
небольших значениях параметра R/δ.

Подставляя (26) в (1), получаем(
1 +

2ρ

αρ0

)
dΩ(t)

dt
+
8πρνR3

I
Ω (t) =

1

I
ξM(t). (29)

Выражение (29) показывает, что влияние увлечения микрочастицей
окружающей ее среды эквивалентно добавлению к моменту инерции
частицы некоторого дополнительного “эффективного” момента инер-

ции
2ρ

αρ0
I . Формула (29) переходит в классическое выражение (3) при

ρ/ρ0 � 1, тогда фактически инертностью среды можно пренебречь.
Аналогично соотношениям (6) и (7), получаемым при классиче-

ском описании вращательного броуновского движения, в рассматрива-
емом случае находим выражения для дисперсии и спектральной плот-
ности флуктуаций угловой скорости

〈
Ω2 (t)

〉∣∣
t→∞ =

σ

8πρνR3I (1 + 2ρ/(αρ0))
=

2kBT

I (1 + 2ρ/(αρ0))
;

GΩ (ω) =
σ

I2 (1 + 2ρ/(αρ0))
2
ω2 + 64π2ρ2ν2R6

.

Таким образом, учет увлечения микрочастицей окружающих ее частиц
вязкой среды приводит к уменьшению масштаба флуктуаций угловой
скорости, что обусловлено наличием инертности среды.

Заключение. Рассмотренная модель вращательного броуновского
движения сферического тела, учитывающая увлечение им окружаю-
щих частиц вязкой среды, приводит к существенному отличию стати-
стических характеристик такого движения от стохастических характе-
ристик, полученных при классическом описании движения, в котором
учет взаимодействия со средой осуществлялся введением линейного
по угловой скорости момента силы сопротивления. В частности, флук-
туации больших частиц становятся немарковскими (в области низких
частот имеют характер фликкер-шума), а особенности статистических
характеристик вращения микрочастиц сильно зависят от инертных
свойств среды.
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