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Нахождение точного решения операторного уравнения. Пусть
оператор A[f ] является отображением из множества X в множество
Y функций f : Rm → R, m ∈ N, определенным на множестве O ⊂ X ,
таким, что существуют и являются равномерно непрерывными на мно-
жестве O операторы A(k)[f ], k = 1, 2, . . .) [1]. Для этого случая найдем
точное решение задачи⎧⎪⎨

⎪⎩
∂u(�r, t)

∂t
= A [u(�r, t)] , t > 0;

u(�r, t) = ϕ(�r ), t = 0,

t ∈ R+, r̄ ∈ Rm, u : Rm × R+ → R.

(1)

Здесь ϕ(�r ) — некоторая функция, принадлежащая множеству O.
Для нахождения точного решения задачи (1) зафиксируем некото-

рое значение t и определим последовательность n+1 равноотстоящих
значений tk от 0 до t, отличающихся друг от друга на величину τ :

tk = τk, τ = t/n, k = 0, 1, 2, . . . , n. (2)

Предположим, что функция u(x, η), удовлетворяющая решению за-
дачи (1), принадлежит множеству O для любого η ∈ [0, t] и, кроме
того, бесконечно дифференцируема по переменной η на этом отрезке.
В этом случае можно представить первое уравнение задачи (1) в виде

un(�r ) = un−1(�r ) + τA [un−1(�r )] +O
(
τ 2

)
, (3)

где uk(�r ) = u(�r, tk). Учитывая аналогичную зависимость функций
un−1(�r ) и un−2(�r ), можно записать выражение для функции un(�r )
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через un−2(�r ) в виде

un(�r ) = un−2(�r ) + τA [un−2(�r )] +

+ τA
[
un−2(�r ) + τA [un−2(�r )] +O

(
τ 2

)]
+O

(
τ 2

)
. (4)

Представим оператор A из третьего слагаемого соотношения (4)
в виде ряда по формуле Тейлора [2] относительно функции un−2(�r ).
В этом случае выражение (4) примет вид

un(�r ) = un−2(�r ) + 2τA [un−2(�r )] +

+ τ 2A′ [un−2(�r )]A [un−2(�r )] + R2 (�r, τ) . (5)

Здесь штрих у оператора A означает производную по Фреше этого
оператора [1]. Функция R2 (�r, τ) представляет собой бесконечно ма-
лую величину второго порядка при τ → 0 и включает в себя третье и
последующие слагаемые ряда формулы Тейлора разложения операто-
ра A, а также слагаемые, связанные с погрешностью аппроксимации
производной по переменной t конечной разностью. Индекс 2 означает,
что остаточный член соответствует выражению un(�r ) через un−2(�r ).
Аналогично можно записать выражение un(�r ) через un−3(�r ):

un(�r ) = un−3(�r ) + 3τA [un−3(�r )] + 3τ 2A′ [un−3(�r )]A [un−3(�r )] +

+τ 3 {A′′ [un−3(�r )]A [un−3(�r )] + A′ [un−3(�r )]A′ [un−3(�r )]}A [un−3(�r )] +

+R3 (�r, τ) . (6)

Видно, что выражения, стоящие при различных степенях τ в уравне-
нии (6), с точностью до постоянного множителя связаны между собой
соотношением

Ps+1 [u] ≡ (Ps [u])′ A [u] , s = 1, 2, 3, 4, (7)

где соответственно P1[u] ≡ u, P2[u] ≡ A[u], P3[u] ≡ A′[u]A[u],
P4[u] ≡ A′′[u]A[u]A[u] + A′[u]A′[u]A[u]1. Для упрощения записи урав-
нения (6) и последующих соотношений удобно ввести понятие диф-
ференциальной степени оператора.

Определение. Пусть задан оператор B: X1 → Y1, опреде-
ленный на множестве O1 ⊂ X1, такой, что существуют рав-
номерно непрерывные на множестве O1 его производные Фреше
B(p)[f ](p = 1, 2, 3, . . . , f ∈ X1). Пусть Fk[f ] — последовательность
операторов таких, что
•F0[f ] ≡ I[f ] (I[ ] — тождественный оператор),

1Здесь и далее тождество означает эквивалентность стоящих слева и справа опе-
раторов.
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•Fk+1[f ] ≡ (Fk[f ])
′
B[f ] (k = 0, 1, 2, . . .). Назовем Fm[f ],

m ∈ Z+, m-й дифференциальной степенью оператора B[f ] и обо-
значим B[m][f ]. Число m назовем показателем дифференциальной
степени оператора.

Согласно определению дифференциальные степени оператора A

связаны между собой рекуррентным соотношением

A[k+1][u] ≡ (
A[k][u]

)′
A[u], k = 0, 1, 2, . . . ,

A[0] ≡ I[u] ≡ u.
(8)

Таким образом, с учетом введенных обозначений уравнение (6) можно
записать в виде
un(�r ) = un−3(�r ) + 3τA[un−3(�r )]+

+ 3τ 2A[2][un−3(�r )] + τ 3A[3][un−3(�r )] + R3 (�r, τ) . (9)

Сравнивая уравнения (3), (5) и (9) можно предположить, что в об-
щем случае, последовательно выражая функцию un(�r )через un−1(�r ),
un−2(�r ),. . . , un−k(�r ) и учитывая на каждом шаге только два слагаемых
ряда разложения по формуле Тейлора, можно получить зависимость
un(�r )и un−k(�r ) в виде суммы биномиального ряда и некоторого сла-
гаемого Rk (�r, τ):

un(�r ) =
k∑
i=0

Ck
i τ

iA[i] [un−k(�r )] + Rk (�r, τ) , (10)

где

Ck
i =

k!

i! (k − i)!

— биномиальные коэффициенты. Действительно, пусть для некоторого
k < n уравнение (10) имеет место при указанной последовательности
математических операций. Тогда можно записать

un(�r ) =
k∑
i=0

Ck
i τ

iA[i]
[
un−k−1(�r )+

+ τA [un−k−1(�r )] +O
(
τ 2

)]
+Rk (�r, τ) . (11)

Разлагая в ряд по формуле Тейлора оператор A[i] и удерживая первые
два члена ряда, получаем

un(�r ) =
k∑
i=0

Ck
i τ

iA[i] [un−k−1(�r )] +

+
k∑
i=0

Ck
i τ

i+1
(
A[i] [un−k−1(�r )]

)′
A [un−k−1(�r )] + Rk+1 (�r, τ) . (12)
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Учитывая свойство биномиальных коэффициентов Cn
k +Cn

k−1 = Cn+1
k ,

а также рекуррентное соотношение (8), окончательно имеем

un(�r ) =
k+1∑
i=0

Ck+1
i τ iA[i] [un−k−1(�r )] + Rk+1 (�r, τ) , (13)

Согласно методу математической индукции соотношение (10) име-
ет место для любого положительного k. В частности, при k = n полу-
чим зависимость между функциями un(�r ) и u0(�r ) = ϕ(�r )

un(�r ) =
n∑
i=0

Cn
i τ

iA[i] [ϕ(�r )] + Rn (�r, τ) . (14)

Рассмотрим предел функции un(�r ) при n → ∞. Для этого умно-
жим и разделим каждую величину τ i уравнения (14) на ni:

un(�r ) =
n∑
i=0

Cn
i

ni
(nτ)iA[i] [ϕ(�r )] + Rn (�r, τ) . (15)

Предположим, что предел функции Rn (�r, τ) при n → ∞ равен ну-
лю (далее будет показано, что полученная таким образом функция
u(�r, t) представляет точное решение задачи (1)). Если предположе-
ние верно, учитывая соотношение tn = nτ = t, а также соотношение
lim
n→∞

Cn
i /n

i = 1/i!, получаем точное решение задачи (1)

u(�r, t) =
n∑
i=0

1

i!
tiA[i] [ϕ(�r )] = exp(t A) [ϕ(�r )] . (16)

Правая часть равенства (16) есть обозначение, введенное здесь для
удобства. Действительно, ряд средней части равенства (16) подобен
разложению экспоненты в ряд Тейлора, что делает оправданным вве-
денное обозначение.

Функция u(�r, t) в виде (16) удовлетворяет начальному условию за-
дачи (1). Действительно, в силу того, что нулевая дифференциальная
степень оператора A есть тождественный оператор A[0][ϕ(�r )] ≡ ϕ(�r ),
а перед другими дифференциальными степенями стоит переменная t

в соответствующих положительных степенях, то функция u(�r, t) со-
впадает c ϕ(�r ) при t = 0.

Доказательство совпадения предела с точным решением. При-
веденное ниже доказательство строится на предположении, что функ-
ция (16) существует для любого t из некоторого отрезка [0, T ], T > 0,
и принадлежит множеству O. В противном случае решение задачи (1)
не может быть представлено в виде (16).
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Чтобы проверить, является ли функция (16) решением задачи, до-
статочно доказать справедливость равенства

∂

∂t
{exp (t A) [ϕ(�r )]} = A {exp (t A) [ϕ(�r )]} . (17)

Для этого разложим правую часть выражения (17) в ряд Тейлора по
переменной t относительно t = 0. Первым членом этого разложения
будет функция

A {exp (t A) [ϕ(�r )]}|t=0 = A [ϕ(�r )] ,

вторым —

∂

∂t
(A {exp (t A) [ϕ(�r )]})

∣∣∣∣
t=0

· t =

= A′ [ϕ(�r )]
∂

∂t
{exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

· t =

= t A′ [ϕ(�r )]A [ϕ(�r )] = t A[2] [ϕ(�r )] .

Таким образом, можно предположить, что ряд Тейлора правой час-
ти соотношения (17) по переменной t будет иметь вид

A {exp (t A) [ϕ(�r )]} =
∞∑
n=0

1

n!
tnA[n+1] [ϕ(�r )]. (18)

Чтобы доказать справедливость соотношения (18), представим пра-
вую часть (17) в виде разложения Тейлора относительно функции
ϕ(�r ):

A {exp (t A) [ϕ(�r )]} =
∞∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )] (exp (tA) [ϕ(�r )]− ϕ(�r ))n

(19)
или

A {exp (t A) [ϕ(�r )]} =
∞∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

( ∞∑
k=1

1

k!
tkA[k] [ϕ(�r )]

)n

. (20)

Соотношение (20) можно записать в другой форме:

A {exp (t A) [ϕ(�r )]} =
∞∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]×

×
∞∑

k1,...,kn=1

1

k1!k2! . . . kn!
tk1+k2+...+knA[k1] [ϕ(�r )]A[k2] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )] .

(21)

Таким образом, можно записать m-ю (m � 1) производную по пере-
менной t в точке t = 0. В этом случае в правой части соотношения (21)
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останутся только слагаемые, в которых показатель степени перемен-

ной t равен m. Тогда

∂m

∂tm
A {exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

=

=
m∑
n=1

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )] ,

(22)

где суммирование ведется по всем ki, таким что k1 + . . . + kn = m.

Предположим, что для некоторого m выполняется равенство

∂m

∂tm
A {exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

= A[m+1] [ϕ(�r )] . (23)

Тогда в силу рекуррентного соотношения (8) имеем
(
A[m+1] [ϕ(�r )]

)′×
×A [ϕ(�r )] = A[m+2] [ϕ(�r )] и должно выполняться равенство{

∂m

∂tm
A {exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

=
∂m+1

∂tm+1
A {exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

. (24)

Действительно, представим левую часть (24) в виде{
m∑
n=1

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]

}′

×

× A [ϕ(�r )] =
m∑
n=1

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
×

× A[k1][ϕ(�r )] . . . A[kz+1] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]+

+
m∑
n=1

1

n!
A(n+1) [ϕ(�r )]

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
A[k1] [ϕ(�r )] . . .

. . . A[kn] [ϕ(�r )]A [ϕ(�r )] . (25)

Умножим и разделим второе слагаемое выражения (25) на n+ 1 и

учтем, что (n+ 1)a =
n+1∑
z=1

a, где a — произвольная величина. Получим
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{
∂m

∂tm
A [u(x, t)]

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

=
m∑
n=1

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
×

×A[k1] [ϕ(�r )] . . .A[kz+1] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]+

+
m∑
n=1

1

(n+ 1)!
A(n+1) [ϕ(�r )]

n+1∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2! . . . kn!
×

×A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]A [ϕ(�r )] . (26)

Заменив n+1 на n во втором слагаемом, можно переписать уравнение
(26) в виде{

∂m

∂tm
A [u(x, t)]

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

=
m∑
n=1

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!

k1!k2!...kn!
×

×A[k1] [ϕ(�r )] ...A[kz+1] [ϕ(�r )] ...A[kn] [ϕ(�r )]+

+
m+1∑
n=2

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kz−1,kz+1,...,kn

m!

k1!k2!...kz−1!1!kz+1!....kn!
×

×A[k1] [ϕ(�r )] ...A[kz−1] [ϕ(�r )]A[1] [ϕ(�r )]A[kz+1] [ϕ(�r )] ...A[kn] [ϕ(�r )].
(27)

Здесь во втором слагаемом суммирование ведется по всем ki, кроме
kz, удовлетворяющим равенству k1 + . . .+ kz−1 + kz+1 . . .+ kn = m.

Отметим, что сумма показателей дифференциальных степеней опе-
раторов A в первом слагаемом (27) равна теперь m+ 1. Кроме того, в
этом слагаемом при n > 1 показатель kz дифференциальной степени
z-го оператора A при фиксированных показателях дифференциальных
степеней других операторов пробегает все возможные значения, опре-
деляемые соотношением k1 + . . .+ (kz + 1) + . . .+ kn = m+ 1, кроме
m = 1. Во втором же слагаемом показатель дифференциальной степе-
ни z-го оператора A равен единице. Таким образом, можно объединить
первое и второе слагаемые уравнения (27) и записать
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{
∂m

∂tm
A [u(x, t)]

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

=
m+1∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!

k1! . . . (kz − 1)! . . . kn!×

×A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kz ] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]. (28)

В соотношении (28) сумма берется по всем ki, удовлетворяющим усло-
вию k1 + . . .+ kn = m+ 1. Если умножить и разделить множитель m!
на kz, получим

{
∂m

∂tm
A [u(x, t)]

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

=
m+1∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

n∑
z=1

∑
k1,...,kn

m!kz
k1! . . . kn!

×

×A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kz ] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )]
или, по-другому,

{
∂m

∂tm
A [u(x, t)]

∣∣∣∣
t=0

}′
A [ϕ(�r )] =

m+1∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]×

×
∑

k1,...,kn

m! (k1 + . . .+ kn)

k1! . . . kn!
A[k1] [ϕ(�r )] . . . A[kz ] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )] =

=
m+1∑
n=0

1

n!
A(n) [ϕ(�r )]

∑
k1,...,kn

(m+ 1)!

k1! . . . kn!
A[k1] [ϕ(�r )] . . .

. . . A[kz ] [ϕ(�r )] . . . A[kn] [ϕ(�r )] =
∂m+1

∂tm+1
A {exp (t A) [ϕ(�r )]}

∣∣∣∣
t=0

. (29)

Таким образом, соотношение (24) выполняется, что, в свою оче-
редь, в силу метода математической индукции делает справедливым
равенство (23) для любого m. В этом случае можно записать ряд Тей-
лора по степеням переменной t правой части (17)

A {exp (t A) [ϕ(�r )]} =
∞∑
n=0

1

n!
tnA[n+1] [ϕ(�r )]

или, по-другому,
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A {exp (t A) [ϕ(�r )]} = ∂

∂t

( ∞∑
n=1

1

n!
tnA[n] [ϕ(�r )]

)
=

=
∂

∂t

(
ϕ(�r ) +

∞∑
n=1

1

n!
tnA[n] [ϕ(�r )]

)
=

∂

∂t
(exp (t A) [ϕ(�r )]) . (30)

Соотношение (30) показывает, что производная функции (16) по вре-

мени есть оператор A, действующий на эту функцию, что и требова-

лось доказать.

Примеры. Линейное параболическое уравнение.Получим точное

решение задачи Коши для линейного параболического уравнения:⎧⎨
⎩

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, t > 0;

u(x, t) = ϕ(x), t = 0.
(31)

В этом случае дифференциальные степени оператора A имеют вид

A[k] [ϕ] ≡ a2k
∂2kϕ

∂x2k
, k = 0, 1, 2, . . . . (32)

Действительно, первая степень этого отображения A [ϕ] ≡ a2
∂2ϕ

∂x2
, вто-

рая —A[2][ϕ] ≡ A′ [ϕ]A [ϕ] ≡ a4
∂2

∂x2
∂2ϕ

∂x2
≡ a4

∂4ϕ

∂x4
и т.д. Таким образом,

учитывая соотношение (16), получаем точное решение задачи (31)

u(x, t) = exp

(
t
∂2

∂x2

)
[ϕ(x)] =

∞∑
k=0

1

k!
a2ktk

∂2kϕ(x)

∂x2k
. (33)

Покажем, что функцию (33) можно привести к известному решению

[3] задачи Коши для уравнения теплопроводности. Представим функ-

цию ϕ(x) в виде интеграла Фурье:

ϕ(x) =

+∞∫
−∞

C(λ)eixλdλ. (34)

Тогда соотношение (33) примет вид

u(x, t) =

+∞∫
−∞

C(λ)eixλ
∞∑
k=0

(−a2tλ2)k
k!

dλ. (35)

Сумма, стоящая под интегралом выражения (35), представляет собой
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разложение экспоненты в ряд Тейлора, поэтому можно записать

u(x, t) =

+∞∫
−∞

C(λ) exp
(
ixλ− a2tλ2

)
dλ. (36)

Используя обратное интегральное преобразование Фурье для функции
C(λ), можно переписать выражение (36) в виде

u(x, t) =

+∞∫
−∞

1

2π

⎡
⎣ +∞∫

−∞
ϕ(y)e−iyλdy

⎤
⎦ exp (−a2tλ2 + ixλ

)
dλ. (37)

Изменив порядок интегрирования в соотношении (37), запишем

u(x, t) =

+∞∫
−∞

G(x, y, t)ϕ(y)dy, (38)

где

G(x, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞
exp

(−a2tλ2 + i(x− y)λ
)
dλ. (39)

Функция (39) эквивалентна функции [6]

G(x, y, t) =
1√
4πa2t

exp

[
−(x− y)2

4a2t

]
. (40)

Как известно [3], функция (40) представляет собой функцию Грина
линейного параболического уравнения, а функция (38) является реше-
нием задачи Коши (31).
Обыкновенное дифференциальное уравнение с разделяющимися

переменными. Получим точное решение для уравнения вида

∂u

∂t
= exp(−u), (41)

при условии u(�r, t)|t=0 = ϕ(�r ).
Первая дифференциальная степень оператора экспоненты будет

иметь вид A [ϕ] ≡ exp(−ϕ), вторая A[2][ϕ] ≡ − exp(−2ϕ). Для k-й
степени запишем выражение

A[k][ϕ] ≡ (−1)k−1(k − 1)exp(−kϕ).
Таким образом, согласно (16) точное решение уравнения (41)

u(�r, t) = ϕ(�r ) +
∞∑
k=1

1

k!
(−1)k−1(k − 1)!tk exp [−kϕ(�r )] =

= ln (exp(ϕ(�r )) + t) . (42)
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Выражение (42) совпадает с выражением, полученным непосредствен-
ным интегрированием уравнения (41).
Одномерное уравнение переноса. Рассмотрим нахождение точного

решения задачи ⎧⎪⎨
⎪⎩

∂u

∂t
= c

∂u

∂x
, t > 0,

u(x, t) = ϕ(x), t = 0.

(43)

Первая дифференциальная степень оператора A в уравнении (43)

A[1][u] ≡ c
∂u

∂x
,

вторая —

A[2][u] ≡ A′[u]A[u] ≡ c2
∂

∂x

∂u

∂x
≡ c2

∂2u

∂x2
;

k-я дифференциальная степень

A[k][u] ≡ A′[u] . . . A′[u]︸ ︷︷ ︸
k−1 раз

A[u] ≡ ck
∂ku

∂xk
.

Согласно (16) получаем точное решение задачи (43)

u(x, t) = ϕ(x) +
∞∑
k=1

1

k!
ck
∂kϕ

∂xk
tk = ϕ(x+ ct). (44)

Решение уравнения Кортевега–де Фриза в виде кноидальных
волн. Найдем частное решение задачи Коши для уравнения Кортевега–
де Фриза [4] в виде кноидальных волн:⎧⎪⎨

⎪⎩
∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− β

∂3u

∂x3
, t > 0;

u(x, t) = ϕ(x), t = 0.

(45)

Запишем три первые дифференциальные степени оператора A от
функции ϕ:

A[1] [ϕ] ≡ −ϕϕx − βϕxxx;

A[2] [ϕ] = − d

dx

[
ϕA[1] [ϕ] + βA[1] [ϕ]xx

]
;

A[3] [ϕ] = − d

dx

[(
A[1] [ϕ]

)2
+ uA[2] [ϕ] + βA[2] [ϕ]xx

]
.

Согласно выражению (16) записываем решение задачи (45) (с точ-
ностью до четвертого члена)
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u(x, t) = A[1] [ϕ]− d

dx

[
ϕA[1] [ϕ] + βA[1] [ϕ]xx

]
t −

− 1
2

d

dx

[(
A[1] [ϕ]

)2
+ ϕA[2] [ϕ] + βA[2] [ϕ]xx

]
t2 + . . . . (46)

Покажем, что если функция ϕ(x) имеет вид

ϕ(x) = B + Acn2
(
x

√
2A+ 3B − 2v

12β
, s

)
, (47)

где cn(α, χ) — эллиптическая функция Якоби [5], а A, B, v и s —
константы, удовлетворяющие соотношениям

s =
A

2A+ 3B − 2v , A > 0, B > 0, 2A+ 3B − 2v > 0,

то решение (46) представляет известный вид кноидальной волны. Как
известно [4], функция (47) удовлетворяет уравнению

ϕϕx + βϕxxx = −vϕx. (48)

В этом случае первая дифференциальная степень оператора A от ϕ

будет

A[1] [ϕ] ≡ −ϕϕx − βϕxxx = vϕx,

вторая —

A[2] [ϕ] = − d

dx
[ϕvϕx + vβϕxxx] = v2ϕxx.

Можно предположить, что n-я дифференциальная степень оператора
A имеет вид

A[n][ϕ] = vn
∂nϕ

∂xn
. (49)

Действительно, (n+1)-я дифференциальная степень оператора A свя-
зана с n-й соотношением A[n+1][ϕ] =

(
A[n][ϕ]

)′
A[ϕ]. Учитывая соот-

ношения (48) и (49), получаем выражение для (n+ 1)-й дифференци-
альной степени

A[n+1][ϕ] =

(
vn

∂nϕ

∂xn

)′
(−ϕϕx − βϕxxx) = vn

∂n

∂xn
(vϕx) = vn+1

∂n+1ϕ

∂xn+1
,

и согласно методу математической индукции для любого n справедли-
во соотношение (49). Тогда в соответствии с выражением (16) точное
решение задачи (45) при условии (46) есть

u(x, t) = ϕ(x) +
∞∑
k=1

1

k!

∂k+1ϕ

∂xk+1
vktk = ϕ(x+ vt). (50)
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