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Задачи ударного взаимодействия твердых тел и пластинок рассма-
тривались неоднократно [1–9]. Поскольку любая задача динамического
контакта состоит из задачи местного смятия и задачи деформирования
взаимодействующих тел вне области контакта, то существует несколь-
ко подходов к решению задач такого класса. В работах [1–4] авторы
пошли по пути усложнения моделей местного смятия в зоне контак-
та. В [3–7] применялся подход, основанный на использовании вол-
новых уравнений Уфлянда–Миндлина, описывающих динамическое
поведение пластинки, которые позволяют предполагать, что дефор-
мация материала мишени вне области контакта происходит за счет
распространения с конечной скоростью нестационарной волны попе-
речного сдвига. Для описания основных неизвестных динамического
контакта в [6] использовалось их разложение в ряд по функциям Бес-
селя. Степенные ряды по поверхностной координате и времени для
искомых величин использованы в работах [3–5, 7]. В [4, 5] исполь-
зованы одночленные лучевые разложения, которыми описывались ди-
намические характеристики до окончания процесса взаимодействия.
В работе [7] волновой подход обобщен на мишень в виде термоупру-
гой ортотропной пластинки, обладающей криволинейной анизотропи-
ей. Усложненная модель мишени в виде многослойной пластинки из
композиционных материалов рассматривалась в [8], где исследовано
влияние толщин различных слоев на конечные характеристики дина-
мического контакта.
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Возрастающие потребности инженерной практики обусловлива-
ют усложнение моделей соударяемых тел и моделей деформирования
ударника и мишени, в которых учитываются волновые процессы в
контактирующих телах.

В данной работе реализуется подход, основанный на представле-
нии искомых функций в виде одночленного лучевого разложения. Цель
исследования — изучение влияния свойств ударника и мишени на ди-
намическую контактную силу и сравнение с результатами, получен-
ными при использовании других методов.

Постановка задачи. Упругий ударник, представляющий собой
груз массой m и соединенный с ним упругий цилиндрический буфер,
падает перпендикулярно со скоростью V0 в центр круглой пластин-
ки толщиной h (рис. 1). После касания ударником пластинки в ней
образуется контактная область радиусом r0, размеры которой опре-
деляются размерами свободного конца ударяющего по ней буфера.
Предполагается, что буфер не теряет устойчивости в процессе вза-
имодействия, а отраженные от краев пластинки волны не успевают
вернуться к границам контактной области до окончания процесса
взаимодействия, т.е. рассматриваемая пластинка является достаточно
протяженной.

Движение ударника и движение контактной области пластинки по-
сле начала взаимодействия описываются уравнениями

m (α̈+ ẅ) = −P (t) , ρhπr20ẅ = 2πr0Qr|r=r0 + P (t) , (1)

где α — сжатие упругого элемента при ударе; w — прогиб пластин-
ки; ρ — плотность материала пластики; P (t) — контактная сила; h —
толщина пластинки; Qr — перерезывающая погонная сила на границе
контактной области.

Контактная сила для упругого ударника имеет вид [9]

P (t) = E1 (α− w) , (2)

где E1 — модуль упругости буфера.
Метод решения. Вне контактной области за фронтом волновой

поверхности искомая функция представляется в виде лучевого ряда

Рис. 1. Схема динамического контакта тела и пластинки посредством буфера
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по координате и времени [3–5]:

Z(r, t) =
∞∑
k=0

1
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[
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H
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)
, (3)

где [Z,(k) ] = [∂kZ/∂tk] — скачки производных k-го порядка по вре-
мени t от искомой функции Z на волновой поверхности Σ, при
t = (r − r0)/G; r0 — начальный радиус; Н (t) — единичная функция
Хевисайда; G — нормальная скорость распространения фронта волны.

Уравнения, описывающие динамическое поведение упругой изо-
тропной пластинки в полярной системе координат с учетом инерции
вращения нормали к серединной плоскости и деформации поперечно-
го сдвига, имеют вид [6]

1

r
(Mr −Mϕ) +

∂Mr

∂r
+Qr =

ρh3

12
β̈r;

∂Qr

∂r
+
Qr

r
= ρ hẆ ; (4)
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(5)

где r и ϕ — полярные радиус и угол;Mr иMϕ — изгибающие моменты;
Qr — перерезывающая сила; β̇r — угловая скорость вращения норма-
ли к срединной поверхности пластинки в направлении r; W = ẇ —
скорость прогиба; K = π2/12; μ — модуль сдвига; σ — коэффициент
Пуассона; D = E (1− σ2)

−1
h3/12; t — время; точка над величинами

означает производную по времени.
Для определения переменных коэффициентов [Z,(k) ] необходимо

записать уравнения движения точек пластинки (4), (5) в скачках и
использовать условие совместности для перехода от производных по
поверхностной координате к производным по времени на волновой
поверхности, после чего определяются скорость сдвиговой волны и
динамическое условие совместности для перерезывающей силы и ско-
рости прогиба [5]:

G =
√
Kμ/ρ, Qr = −ρGhW. (6)

Подставляя в уравнения (1) выражения (2) и (6), получаем систему
интегро-дифференциальных уравнений относительно α и w:

m
(
α̈+ Ẇ

)
= −E1 (α− w) ;

ρhπr20Ẇ = −2πr0KμhW
G

+ E1 (α− w) .
(7)
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Используя преобразование Лапласа, запишем систему (7) в виде

mp2 (ᾱ+ w̄) = −E1 (ᾱ− w̄) +mV0;

ρhπr20p
2w̄ = −2πr0Kμhp

G
w̄ + E1 (ᾱ− w̄) .

(8)

где ᾱ и w̄ — неизвестные, выражающие в пространстве изображений
перемещения верхнего и нижнего концов буфера соответственно; р —
параметр преобразования.

Решая эту систему, получаем выражения

w̄ = −ᾱ
p2 +
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m

p2 − E1

m

+
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m

; (9)
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p

(
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) , (10)

где χ = 1/τ1; A0 =
E1

ρhπr20
; B0 =

2G(2)

r0
; C0 = E1

(
2

ρhπr20
+
1

m

)
.

Для обратного перехода в пространство оригиналов необходимо
разложить выражения (9) и (10) на простые дроби. Для этого нужно
решить характеристическое уравнение

p3 +B0p
2 + C0p+

E1

m
B0 = 0, (11)

которое может иметь два комплексно сопряженных и один действи-
тельный корень или три действительных корня.

Если уравнение (11) имеет действительные корни a11, а12, а13, то
выражение для ᾱ имеет вид

ᾱ =
A1

p− a11
+

B1

p− a12
+

C1

p− a13
+
D1

p
, (12)

где

A1 =
V0 (a

2
11 +B0a11 + A0)
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; B1 =

V0 (a
2
12 +B0a12 + A0)

(a12 − a11) (a12 − a13) a12
;

C1 =
V0 (a

2
13 +B0a13 + A0)

(a13 − a11) (a13 − a12) a13
; D1 = − A0V0

a11a12a13
.

Выражение для α в пространстве оригиналов запишем как

α = A1 exp (a11t) +B1 exp (a12t) + C1 exp (a13t) +D1. (13)

Если уравнение (11) имеет один действительный корень а16 и два
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комплексно сопряженных а14, а15, то

ᾱ =
A2p+B2

p2 + a′ p+ b′
+

C2
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+
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p
, (14)

где
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,

D7 = −A0V0
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; a′ = (B0 + a16) ; b′ = [C0 + a16a
′] .

Выражение для α в пространстве оригиналов примет вид
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где ξ′ = 4b′ − a′2.
При действительных корнях (11) функция w̄ представляется как

w̄ =
A3

p− a11
+

B3

p− a12
+

C3

p− a13
+
D3

p
+

2mV0
mp2 − E1

, (16)

где

A3 =
V0 (ma

2
11 + E1) (a

2
11 + A0 +B0a11)

(a11 − a12) (a11 − a13) a11 (ma211 − E1)
;

B3 =
V0 (ma

2
12 + E1) (a

2
12 + A0 +B0a12)

(a12 − a11) (a12 − a13) a12 (ma212 − E1)
;

C3 =
V0 (ma

2
13 + E1) (a

2
13 + A0 +B0a13)

(a13 − a11) (a13 − a12) a13 (ma213 − E1)
; D3 =

A0V0

a11a12a13
.

Переходя к пространству оригиналов, получаем

w = A3 exp (a11t) +B3 exp (a12t) + C3 exp (a13t)+

+D3 + 2m

(
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m

)−1/2
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((
E1
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)1/2
t

)
. (17)

В случае двух комплексно сопряженных корней характеристиче-
ского уравнения выражение (9) примет вид

w̄ =
A4p+B4

p2 + ap+ b
+

C4

p− a16
+
D4

p
+

2mV0
mp2 − E1

, (18)
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где

A4 =
V0 (ma

2
14 + E1) (a

2
14 + A0 +B0a14)

(a14 − a15) (a14 − a16) a14 (ma214 − E1)
−
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;

B4 =
V0 (ma

2
14 + E1) (a

2
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(a14 − a16) a14 (ma214 − E1)
− A4a14;

C4 =
V0 (ma

2
16 + E1) (a

2
16 + A0 +B0a16)

(a216 + a′a16 + b′) a16 (ma216 − E1)
; D4 =

A1V0

b′a16
.

Совершая обратное преобразование Лапласа, находим

w = exp (−a′t/2)×
×

{
ξ′−1/2 sin

(
1

2
ξ′1/2t

)
[2B4 − a′A4] + A4 cos

(
1

2
ξ′1/2t

) }
+

+ C4 exp (a16 t) +D4 + 2mC
−1/2
0 V0 sh

(
C
1/2
0 t

)
. (19)

После подстановки величин w и α в (2) можно получить выражение
для контактной силы P (t). В случае действительных корней уравнения
(11) она может быть представлена в виде

P (t) = E1

[
(A1 − A3) exp (a11t)+

+ (B1 −B3) exp (a12t) + (C1 − C3) exp (a13t)+

+ (D1 −D3)− 2m (E1/m)−1/2 V0 sh
(
(E1/m)

1/2
t
)]
. (20)

При наличии комплексно сопряженных корней (11) получим

P (t) =

=E1

[
exp (−a′t/2)

{
ξ′−1/2 sin

(
1

2
ξ′1/2t

)
[2 (B2−B4)+a′ (A2−A4)]−

− (A4 − A2) cos

(
1

2
ξ′1/2t

)}
+ (C2 − C4) exp (a16 t) + (D2 −D4)−

−2m (E1/m)−1/2 V0 sh
(
(E1/m)

1/2
t
)]
. (21)

В работе [5] задача об ударе шаром по пластинке была решена без
учета инерции контактной области (ρ = 0), что связано со значитель-
ными трудностями при решении полного интегро-дифференциального
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Рис. 2. Зависимость контакт-
ной силы от времени для раз-
ных подходов к описанию про-
цесса взаимодействия

уравнения, полученного из системы (1).
Для определения вклада инерции кон-
тактного пятна в конечные динамиче-
ские характеристики рассмотрим част-
ный случай решенной задачи при ρ = 0.

Характеристическое уравнение (11)
преобразуется в следующее:

p2 + 2C ′0p+ E1m
−1 = 0, (22)

где C ′0 =
E1

MB0
.

Корни этого уравнения

a19,20 = −C ′0 ±
√
(C ′0)

2 − E1/m. (23)

Выражения для динамического про-
гиба, контактной силы получаются из
выражений (12)–(21) при ρ = 0.

Численные исследования. Исследу-
ем зависимость контактной силы от свойств ударника и мишени. Па-
раметры взаимодействия приняты следующими: m = 10 г, h = 13мм,
V0 = 10м/с, Е1 = 250 кН/м. C использованием соотношений (20) и (21)
на рис. 2 построены зависимости контактной силы от времени: кривая
1 построена по результатам работы [9] без учета волновых процессов
в плите; кривая 2 соответствует подходу, примененному в данной ра-
боте; кривая 3 получена по результатам работы [7], где неизвестные
величины были представлены в виде многочленных лучевых разло-
жений и при этом использовалось дополнительное граничное условие
на границе области контакта; кривая 4 получена без учета инерции
контактной области при прогибе. Из рис. 2 следует, что учет волновых
явлений приводит к снижению максимального значения контактной
силы по сравнению с силой, полученной при использовании невол-
нового уравнения колебаний плиты; без учета инерции контактной
области контактная сила уменьшается на 8%, что может считаться
существенной величиной при решении практических задач. На рис. 3
приведены зависимости контактной силы от времени для разных мате-
риалов мишени; видно уменьшение максимальной контактной силы и
увеличение времени взаимодействия для материала с меньшим моду-
лем сдвига. На рис. 4 показана зависимость максимальной контактной
силы от толщины стальной и алюминиевой пластинок и начальной
скорости удара. Из рис. 4 следует, что значение максимальной кон-
тактной силы увеличивается с увеличением начальной скорости удара
и толщины мишени. Можно также отметить, что при одинаковых зна-
чениях начальной скорости удара и толщины пластинки максимум
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Рис. 3. Зависимость контактной
силы от времени для различных
материалов мишени:
1 — сталь; 2 — медь; 3 — алюминий

Рис. 4. Зависимость максимальной
контактной силы от безразмерной
толщины пластинки для различных
значений начальной скорости удара,
м/c (цифры у кривых):
сплошные кривые соответствуют сталь-
ной пластине, штриховые — алюминие-
вой

контактной силы для мишени, выполненной из стали, больше макси-
мального значения контактной силы для мишени из алюминия, что
также подтверждает выводы, сделанные из анализа графических зави-
симостей рис. 3.

Выводы. 1. Учет волновых процессов уменьшает максимальное
значение контактной силы. 2. Необходимо учитывать инерционный
член в уравнении движения контактной области в задачах, в которых
погрешность не должна превышать 8%. 3. При увеличении модуля
сдвига контактная сила увеличивается, а время контакта уменьшается.
4. При увеличении толщины мишени и скорости удара максимальная
контактная сила увеличивается.
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