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Эффект дестабилизации малыми диссипативными силами некон-
сервативной системы, обнаруженный в работах [1, 2], состоит в том,
что в пространстве параметров существуют область, где равновесие
системы без диссипации устойчиво, а при наличии малой диссипации
неустойчиво.

Уравнения движения. На свободный конец консольно закреплен-
ного стержня действует периодически изменяющаяся следящая си-
ла P0 + P1 cosωt; P0, P1 — постоянные величины. Линеаризованное в
окрестности прямоугольной формы y = 0 уравнение движения стерж-
ня с граничными условиями имеет вид

EI
∂4y

∂x4
+ ν

∂5y

∂t∂x4
+ (P0 + P1 cosωt)

∂2y

∂x2
+m

∂2y

∂t2
= 0; (1)

y(0, t) =
∂y(0, t)

∂x
= 0;

∂2y(l, t)

∂x2
=
∂3y(l, t)

∂x3
= 0, (2)

где EI — жесткость сечения стержня при изгибе, m — линейная плот-
ность стержня.

При составлении уравнения (1) использовалось определяющее со-
отношение модели Кельвина–Фойгта σ = E(e + νė), где σ, e, E, ν —
соответственно напряжение, деформация, модуль упругости и время
релаксации.
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Введем безразмерное время τ = ωt и вместо x новое переменное
ξ = x l−1. Уравнение (1) примет вид

∂4y

∂ξ4
+
ων

EI

∂5y

∂t∂ξ4
+

l2

EI
(P0 + P1 cos τ)

∂2y

∂ξ2
+
mω2l4

EI

∂2y

∂t2
= 0. (3)

Решение уравнения (3) может быть сведено к решению системы
обыкновенных диффереенциальных урравнений. Будем искать реше-
ние уравнения (3) в виде

y(ξ, τ ) =
∞∑

k=1

uk(τ)zk(ξ), (4)

где функции zk(ξ) являются решением краевой задачи

d4zk

dξ4
− λ2kμ

2zk = 0;

zk(0) =
dzk

dξ
(0) = 0;

d2zk

dξ2
(1) =

d3zk

dξ3
(1) = 0.

(5)

Здесь μ2 =
mω2l4

EI
и ük + λ2kuk = 0.

Решение краевой задачи (5) имеет вид

zk(ξ) = γk(cos δkξ − ch δkξ) + sh δkξ − sin δkξ, (6)

где γk =
sin δk + sh δk
cos δk + ch δk

, k = 1, 2 . . ., δ2k = λkμ, а δk удовлетворяет
уравнению

ch δk cos δk = −1, k = 1, 2 . . . . (7)

Два наименьших корня уравнения (7) δ1 ' 1,875, δ2 ' 4,694, тогда
γ1 ' 1,362 и γ2 ' 0,982.

Система функций {zk(ξ)} удовлетворяет на отрезке [0,1] условию
ортогональности

1∫

0

zk(ξ)zm(ξ)dξ = 0, k 6= m. (8)

Обозначим ak =

∫ 1

0

z2k(ξ)dξ = 0, k = m. Подставляя (4) в уравне-

ние (3), умножая на zk(ξ) и интегрируя от 0 до 1, учитывая условия
ортогональности (8), получаем счетную систему обыкновенных диф-

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2013. № 1 35



ференциальных уравнений. Ограничимся системой двух уравнений

ü1 + kμ
−2δ41u̇1 + μ

−2δ41u1 +

+ pμ−2(e11u1 + e21u2) + ε cos τ(e11u1 + e21u2) = 0;

ü1 + kμ
−2δ42u̇2 + μ

−2δ42u2 +

+ pμ−2(e12u1 + e22u2) + ε cos τ(e12u1 + e22u2) = 0,

(9)

где k =
νω

EI
, p =

l2

EI
P0, ε =

l2

EI
μ−2P1.

В системе (9) перейдем к новым переменным V1, V2 с помощью
линейного преобразования

(
u1
u2

)

=L

(
V1
V2

)

, L=






1
e21p

μ2ω22 − δ
4
1 − pe11

e12p

μ2ω21 − δ
4
2 − pe22

1




 ,

(10)
где ω1, ω2 удовлетворяют уравнению частот

det




−ω2 + μ−2δ41 + pμ

−2e11 pμ−2e21

pμ−2e12 −ω2 + μ−2δ42 + pμ
−2e22



 = 0.

В переменных V1, V2 система (9) примет вид

V̈1 + kσ(d
0
11V̇1 + d21V̇2) + ω

2
1V1 + εσ cos τ(e

0
11V1 + e

0
21V2) = 0;

V̈2 + kσ(d
0
12V̇1 + d22V̇2) + ω

2
2V2 + εσ cos τ(e

0
12V1 + e

0
22V2) = 0,

σ = detL−1.

(11)

В (11) коэффициенты d0ij, e
0
ij выражаются через eij , δ1, δ2, p и μ.

Стабилизация прямолинейной формы стержня комбинацион-
ным резонансом суммарного типа. При ε = 0, k = 0 прямолинейная
форма y(x, t) = 0 устойчива при p < p0 ≈ 20,15 [3]. В случае k > 0,
ε = 0 эта форма асимптотически устойчива при p < p1 ≈ 9,328 и
достаточно малом k. Имеем явление падения критической нагрузки
при малой вязкости. Отсюда возникает задача о возможности стаби-
лизации прямолинейной формы стержня в области p1 < p < p0 при
наличии комбинационного резонанса.

Пусть частоты ω1 и ω2 удовлетворяют условию ω1 + ω2 − 1 = 0.
Предварительно вместо переменных V1, V2 в системе (11) введем
переменные ri, ϕi, i = 1, 2 по формулам Vi = ri sinϕi, V̇i = riωi cosϕi,
i = 1, 2. Тогда система (11) примет вид
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ϕ̇1 = ω1 + kσ(d
0
11 sinϕ1 cosϕ1 + d

0
21r2r

−1
1 ω2ω

−1
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+ εσω−11 (e
0
11 sin

2 ϕ1 + e
0
21r2r

−1
1 sinϕ1 sinϕ2) cos τ

ϕ̇2 = ω2 + kσ(d
0
12r1r

−1
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−1
2 sinϕ2 cosϕ1 + d

0
22 sinϕ2 cosϕ2) +

+ εσω−12 (e
0
12r1r

−1
2 sinϕ1 sinϕ2 + e

0
22 sin

2 ϕ2) cos τ ;

ṙ1 = −kσ(d011 cos
2 ϕ1r1 + d

0
21ω2ω

−1
1 cosϕ1 cosϕ2r2) −

− εσω−11 (e
0
11 sinϕ1 cosϕ1r1 + e

0
21 cosϕ1 sinϕ2r2) cos τ

ṙ2 = −kσ(d012ω1ω
−1
2 cosϕ1 cosϕ2r1 + d

0
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2 ϕ2r2) −

− εσω−12 (e
0
12 sinϕ1 cosϕ2 + e

0
22 sinϕ2 cosϕ2r2) cos τ .

(12)

Введем расстройку Δ = ω1 + ω2 − 1, Δ ∼ ε и, сделав замену
переменных ϕ1, ϕ2, τ → ϕ1, ϕ2, θ, θ = ϕ1 + ϕ2 − τ , приведем систему
уравнений (12) к виду, в котором резонанс устранен за счет увеличения
на единицу числа медленных переменных. Осредняя эту систему по
быстрым переменным ϕ1 и ϕ2, получаем уравнения, описывающие
эволюцию медленных переменных, для которых сохранены прежние
обозначения

θ̇ = Δ−
1

4
εσe021ω

−1
1 r2r

−1
1 cos θ −

1

4
εσe012ω

−1
2 r1r

−1
2 cos θ;

ṙ1 = −
1

2
kσd011r1 −

1

4
εσω−11 e021r2 sin θ;

ṙ2 = −
1

2
kσd022r2 −

1

4
εσω−12 e012r1 sin θ.

(13)

На границе устойчивости система (13) имеет ненулевое стационар-
ное решение, которое находится из системы уравнений

4Δ− εσe021ω
−1
1 r2r

−1
1 cos θ − εσe

0
12ω

−1
2 r1r

−1
2 cos θ = 0;

2kd011r1 + εω
−1
1 e021r2 sin θ = 0;

2kd022r2 + εω
−1
2 e012r1 sin θ = 0.

(14)

Условием существования стационарного решения является равенство
нулю определителя, составленного из коэффициентов при r1 и r2 во
втором и третьем уравнениях

4ω1ω2k
2κ− ε2 sin2 θ = 0, (15)

где κ =
d011d

0
22

e012e
0
21

. Равенство (15) справедливо только при κ > 0.

Численный расчет показал, что на резонансной кривой ω1 +
+ ω2 − 1 = 0 выполняется условие κ > 0 при p1 < p < p0. Если
0 < p < p1, то κ < 0.
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Таким образом, при комбинационном резонансе ω1 + ω2 − 1 = 0
возможна стабилизация прямолинейной формы упруговязкого стерж-
ня в области, где без параметрического возбуждения прямолинейная
форма неустойчива.

Исключая r1, r2 и θ из системы (14), с учетом (15) получаем с
точностью до величины ε2 уравнение границы области устойчивости

ε2 = 4ω1ω2κ[4Δ
2μ4(δ41 + δ

4
2)
−2 + k2].

Отметим, что случай параметрического возбуждения, когда закреплен-
ный конец стержня совершает вдоль вертикали периодические колеба-
ния, рассмотрен в работе [4], где показана возможность стабилизации
при комбинационном резонансе.
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