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Известно значительное число физико-химических процессов, в ко-
торых под воздействием тепловых источников возникают нестацио-
нарно подвижные границы фазовых превращений, положения кото-
рых невозможно определить заранее, а только после нахождения поля
температур, используя на этих границах условия Стефана — непре-
рывность температур и равенство разности тепловых потоков на по-
движных границах тепловому эффекту фазовых превращений.

При циклическом нагреве, когда тепловые пики, сопровождающи-
еся фазовыми превращениями, сменяются тепловыми спадами без фа-
зовых превращений, может возникать значительное число подвижных
границ.

При высокотемпературном нагреве конструкций, изготовленных из
композиционных материалов, например тепловой защиты гиперзвуко-
вых летательных аппаратов из стекло-, абсо-, углепластиков, возника-
ют области разложения связующего с подвижными границами начала
и окончания разложения. Кроме этого может появиться наружная по-
движная граница уноса массы под воздействием высокотемпературно-
го газодинамического потока. Таким образом, возникает потребность
в решении задач с произвольным числом подвижных границ фазовых
превращений.

Ранее на основе общего подхода и моделирования теплового со-
стояния композиционных материалов при высокотемпературном на-
гружении рассматривалось численное решение подобных задач [1–5].

В настоящей работе поставлена и аналитически решена задача ти-
па Стефана об определении теплового состояния в полубесконечной
области с произвольным числом подвижных границ фазовых превра-
щений при следующих предположениях: газообразные компоненты на
подвижных границах, а следовательно, фильтрация газов пиролиза от-
сутствуют; подвижные границы не пересекаются; скорость движения
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границ положительна; тепловые эффекты и теплофизические характе-
ристики постоянны; различные фазы отличаются друг от друга тепло-
физическими характеристиками.

Математическая модель и метод решения. Рассматривается за-
дача теории теплопроводности в многослойной конструкции, каждый
слой которой ограничен двумя нестационарно подвижными граница-
ми фазовых превращений. При этом под номером 1 находится полу-
бесконечный слой исходной фазы, ограниченный подвижной грани-
цей x∗1(t), а наружный слой, примыкающий к границе w1, ограничен
снаружи неподвижной границей с температурой Tw1 , а изнутри — по-
движной границей x∗n−1(t). Система уравнений и граничных условий
имеет следующий вид:

∂2Тn
∂х 2

− 1

аn

∂Тn
∂t

= 0, 0 < x < x∗n−1 (t) , t > 0; (1)

∂2Тs
∂х 2

− 1

аs

∂Тs
∂t

= 0, x∗s (t) < x < x∗s−1 (t) ,

t > 0, s = 2, . . . , n− 1; (2)
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∂Т1
∂t

= 0, x∗1 (t) < x <∞, t > 0; (3)

− λs
∂Тs
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∣∣∣∣
x=x∗s−1(t)−0

+ λs−1
∂Тs−1
∂х

∣∣∣∣
x=x∗s−1(t)+0

= Q∗s−1ρs−1ẋ
∗
s−1 (t) ,

x = x∗s−1 (t) , t > 0, s = 2, . . . , n; (4)

Ts|x=x∗s−1(t)−0 = Ts−1|x=x∗s−1(t)+0 = T ∗s−1, x = x∗s−1 (t) ,

t > 0, s = 2, . . . , n; (5)

T (0, t) = Tw1 , x = 0, t > 0; (6)

T (∞, t) = T0, x =∞, t � 0; (7)

T (x, 0) = T0, x ∈ (0,∞) ; t = 0; (8)

x∗s (0) = 0, s = 1, n− 1, t = 0. (9)

В задаче (1)–(9) условия (4), (5) — граничные условия Стефана
на подвижных границах, разделяющих фазы под номерами s − 1 и
s, s = 2, . . . , n. Здесь λ, c, ρ, a, T,Q∗ — теплопроводность, теплоем-
кость, плотность, температуропроводность, температура, теплота фа-
зовых превращений соответственно.

Наружная граница w1 с температурой Tw1 (условие (6)) мо-
жет также рассматриваться подвижной под действием конвективно-
кондуктивных тепловых потоков. Однако, чтобы не загромождать
выкладки, будем рассматривать границу w1 (x = 0) неподвижной.
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Задача (1)–(9) — нелинейная, в чем можно убедиться подставив
уравнения (1)–(3) в краевые условия (4), (5).

Решением задач для уравнений (1)–(3) с граничными условиями
первого рода (5)–(7) будут функции [2]
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x∗s (t) < x < x∗s−1 (t) , t > 0; s = 2, n− 1; (11)
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) erf
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В формулах (10)–(12) координаты x∗s (t) , s = 1, n− 1, подвиж-
ных границ не известны. Для их определения имеются 2n−2 краевых
условия стефановского типа (4), (5). Из представления решений (10)–
(12) ясно, что зависимости x∗s (t), s = 1, n− 1, должны быть пропор-
циональны

√
ast, т.е.

x∗s (t) = χs · 2
√
ast, s = 1, n− 1, (13)

где коэффициенты пропорциональности χs, s = 1, n− 1, подлежат
определению, причем поскольку x∗s−1 (t) > x∗s (t), то для любых мо-
ментов времени постоянные χs−1 > χs. В этом случае решения (10)–
(12) с учетом (13) примут форму
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,

x∗1 (t) < x <∞, t > 0; (14)
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Ts (x, t, χs−1, χs) =
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Для определения коэффициентов χs, s = 1, n− 1, подставим ре-
шения (14)–(16) в краевые условия (4), получим систему n− 1 транс-
цендентных уравнений относительно χs, s = 1, n− 1. Не теряя общ-
ности всего алгоритма, рассмотрим задачу (1)–(9) для n = 3 с двумя
нестационарно подвижными границами x = x∗1(t) и x = x∗2(t), для
определения координат которых получаем следующую систему двух
трансцендентных уравнений (качественная картина процесса предста-
влена на рис. 1):
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exp

(
−χ21

a1

a2

)

erf

(
χ1

√
a1
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)
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− χ1 = 0,

(17)

Рис. 1. Расчетная схема
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где
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Поскольку FI (χ1, χ2), FII (χ1, χ2) — дифференцируемые функции,
то для нахождения χ1, χ2 можно применить итерационный процесс
Ньютона (при условии, что на каждой итерации матрицы Якоби си-
стемы (17), (18) — не вырождены). Однако для применения итераци-
онных процедур необходимо найти начальное приближение вектора

неизвестных
(
χ
(0)
1 , χ

(0)
2

)т
. Для системы двух уравнений это можно

сделать графически, построив кривые FI (χ1, χ2) = 0, FII (χ1, χ2) = 0
и найдя точку их пересечения; при этом каждую точку на плоскости
χ10χ2 для каждой кривой необходимо находить итерационным мето-
дом из соответствующего уравнения (17) или (18). Найденную точку

пересечения используем для задания начального вектора
(
χ
(0)
1 , χ

(0)
2

)т
,

после чего применяем итерационный процесс уточнения χ1 и χ2.
Подставив далее найденные значения χ1, χ2 и теплофизические

характеристики в решения (13)–(16), получим нестационарное темпе-
ратурное поле в трех областях с двумя нестационарно подвижными
границами, координаты которых определены по формуле (13).

Сложность решения системы (17), (18) двух трансцендентных
уравнений заключается в том, что элементы матрицы Якоби⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

∂FI(χ1, χ2)

∂χ1

∂FI(χ1, χ2)

∂χ2

∂FII(χ1, χ2)

∂χ1

∂FII(χ1, χ2)

∂χ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

имеют очень большие значения в окрестности вектора-решения
(χ1, χ2)

т и малые колебания итерационных значений χ1, χ2 приводят
к значительным колебаниям элементов этой матрицы, что может уво-
дить расчеты от решения (χ1, χ2)т и приводить к аварийному останову.

Поэтому компоненты начального вектора
(
χ
(0)
1 , χ

(0)
2

)т
необходимо вы-

числять с высокой точностью, с отклонением от компонент точного
вектора (χ1, χ2)

т на несколько процентов.
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Рис. 2. Распределение температур в трех областях, ограниченных по-
движными границами x∗1(t),x∗2(t), для разных моментов времени t при
Q = Q∗1 = Q

∗
2 = 1000кДж/кг; T ∗1 = 600K; T ∗2 = 900K (a), T ∗2 = 1300K (б)

Анализ результатов. Для варьируемых значений Q∗1, Q
∗
2, T

∗
1 , T

∗
2 и

входных данных λ1 = λ2 = λ3 = λ = 0,001 кВт/(м·K); с1 = с2 = с3 =
= c = 1,5 кДж/(кг·K); ρ1 = ρ2 = ρ3 = 2000 кг/м3; а1 = а2 = а3 = а =

=
λ

сρ
=
1

3
· 10−6 м2/с; Т0 = 300K; Тw1 = 2000K; х ∗1 (0) = 0; х

∗
2 (0) = 0

получены решения задачи (1)–(9) в виде распределения температур и
изменения координат х ∗1 (t) , х

∗
2 (t) подвижных границ (рис. 2–4).

На рис. 2 приведены зависимости от времени температурных полей
в трех областях для случая Q = Q∗1 = Q∗2 = 1000 кДж/кг при различ-
ных температурах T ∗1 и T ∗2 . Четко видны положения границ x∗1 (t) и
x∗2 (t) по разрыву касательных к графикам функций, причем если раз-
ность ΔT ∗ = T ∗2 − T ∗1 мала (ΔT ∗ = 300K, см. рис. 2, а), то профили
температур находятся на более близком расстоянии друг от друга по
сравнению со случаем ΔT ∗ = 700K на рис. 2, б. При этом скорость
движения границ в существенной степени зависит от температур T ∗1 и
T ∗2 и теплот фазовых превращений Q∗1 и Q∗2.

На рис. 3, 4 приведены координаты подвижных границ x∗1 (t) и
x∗2 (t), причем рис. 3 соответствует фиксированным T ∗1 и T ∗2 и варьиру-
емым значениям Q = Q∗1 = Q∗2, а рис. 4 — фиксированным значениям
Q = Q∗1 = Q∗2 и варьируемым значениям T ∗1 и T ∗2 . Из рисунков видно,
что при фиксированных значениях T ∗1 и T ∗2 и монотонно возрастаю-
щих значениях Q = Q∗1 = Q∗2 (рис. 4) скорости движения границ x∗1 (t)
и x∗2 (t) монотонно убывают (с возрастанием Q∗ расстояния между
кривыми 1–3 на рис. 4 убывают).

Наоборот, при фиксированных значениях Q = Q∗1 = Q∗2 и моно-
тонно возрастающих T ∗1 , T

∗
2 (рис. 4) скорость движения границы x∗2 (t)

монотонно убывает, а скорость движения границы x∗1 (t) монотонно
возрастает (несмотря на то, что T ∗1 = 600K = const); это является
неожиданным результатом.

Во всех случаях скорости ẋ∗1(t), ẋ
∗
2(t) движения границ с течением

времени уменьшаются, что является следствием уменьшения разности
тепловых потоков на подвижных границах из-за увеличения расстоя-
ния от источника тепла на наружной границе w1.
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Рис. 3. Изменение координат нестационарно подвижных границ x∗1(t), x∗(t) при
T ∗1 = 600K, T ∗2 = 1200K:
Q = Q∗1 = Q∗2 = 600 кДж/кг (1); Q = Q∗1 = Q∗2 = 1000 кДж/кг (2);
Q = Q∗1 = Q∗2 = 1400 кДж/кг (3)

Рис. 4. Изменение координат нестационарно подвижных границ x∗1(t), x∗(t) при
Q = Q∗1 = Q

∗
2 = 1000кДж/кг:

T ∗1 = 600K; T ∗2 = 900K (1); T ∗2 = 1100K (2); T ∗2 = 1300K (3)

Выводы. Поставлена и аналитически решена задача типа Стефана
со многими нестационарно подвижными границами. Анализ получен-
ных результатов показал, что температурные профили в точках x∗1 (t) и
x∗2 (t) имеют изломы касательных в соответствии с условиями Стефа-
на, а скорости движения границ в существенной степени влияют друг
на друга.
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