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Современные конструкционные и функциональные материалы,
представляющие собой совокупность микро- и наноструктурных эле-
ментов, часто называют структурно-чувствительными материалами.
К таким материалам в чистом виде неприменима методология конти-
нуума. Тем не менее бывает допустимым распространение методов и
математических моделей классической механики сплошной среды на
нано- и микроуровень. Такой прием распространения взглядов класси-
ческой механики сплошной среды на среду с микро- и наноструктурой
называют методом непрерывной аппроксимации [1]. Область науки,
в которой поведение материалов с микро- и наноструктурой изуча-
ют с использованием метода непрерывной аппроксимации, иногда
называют обобщенной механикой сплошной среды [1]. В методе не-
прерывной аппроксимации используют такие понятия, как полярность
(микрополярность) и нелокальность.

Важный этап в создании и использовании рассматриваемого клас-
са материалов — построение математических моделей, позволяющих
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описать поведение этих материалов в широком диапазоне изменения
внешних воздействий. Однако общая методология построения таких
моделей еще далека от завершения.

В статье предложена термомеханическая модель материалов с ма-
лоразмерной структурой, учитывающая временны́е эффекты при ак-
кумуляции и распространении теплоты и деформировании, а также
эффекты пространственной нелокальности.

Для получения определяющих уравнений воспользуемся соотно-
шениями, полученными в [2] для микрополярной среды с внутрен-
ними параметрами состояния. Достаточно полный обзор по микропо-
лярной теории упругости приведен в работах [3, 4], авторы которых,
однако, или не упоминают о влиянии температуры на напряженно-
деформированное состояние, или учитывают это влияние в классиче-
ской постановке [5]. В настоящей работе дано обобщение и распро-
странение полученных ранее результатов по построению математиче-
ских моделей сплошной среды с внутренними параметрами состояния
на микрополярную нелокальную среду с внутренним трением.

Определяющие уравнения нелокальной среды с внутренними па-
раметрами состояния можно получить в рамках теории малой дефор-
мации, используя закон сохранения энергии [5–7]:

ρu̇ = σjk
∂u̇k

∂xj
− ejkmσkmϕ̇j +mjk

∂ϕ̇k

∂xj
−
∂qk

∂xk
+ qV , i, j, k,m = 1, 2, 3,

(1)
где ρ — плотность материала; u — массовая плотность внутренней

энергии; ˙( ) =
∂( )

∂t
, t — время; σjk 6= σkj — компоненты тензора

напряжений; uk — проекции вектора перемещения на оси Oxk пря-
моугольной системы координат; xj — декартовы координаты; ejkm —
символы Леви-Чивиты; ϕj — проекции вектора микроповорота; mjk —
компоненты тензора моментных напряжений; qk — проекции векто-
ра плотности теплового потока; qV — объемная плотность мощности
внутренних источников (стоков) теплоты. После использования пре-
образования Лежандра [7]

u = A+ Th ,

где A, h — массовые плотности свободной энергии Гельмгольца и эн-
тропии, T — абсолютная температура, уравнение (1) принимает вид

ρT ḣ = −
∂qk

∂xk
+ qV + δD, (2)

где δD = σjk
∂u̇k

∂xj
− ejkmσkmϕ̇j +mjk

∂ϕ̇k

∂xj
− ρ(Ȧ+ Ṫ h) — диссипативная

функция.
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Комбинируя (2) с неравенством Клаузиуса–Дюгема [7]

ρT ḣ+
∂qk

∂xk
−
qk

T

∂T

∂xk
− qV > 0 (3)

и принимая в качестве реактивных переменных тензор микродефор-
мации с компонентами

ekl = εkl + eklm (ωm − ϕm) =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk

)

+

+
1

2

(
∂uk

∂xl
−
∂ul

∂xk

)

+ elkmϕm, k, l,m = 1, 2, 3,

где εkl =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk

)

— компоненты симметричного тензора ма-

лой деформации, градиент вектора микроповорота с компонентами

ζkl =
∂ϕk

∂xl
, абсолютную температуру T и ее градиент с проекциями

ϑk =
∂T

∂xk
, а также внутренние параметры термодинамического состо-

яния: скалярный κ, векторный с проекциями κk и два тензорных с
компонентами κ(1)kl и κ(2)kl , получаем

σjk = ρ
∂A

∂ekj
, mjk = ρ

∂A

∂ζkj
, h = −

∂A

∂T
,

∂A

∂ (∂T/∂xk)
= 0 (4)

и вместо (3) —

−
qk

T

∂T

∂xk
+δD > 0, δD=−ρ

(
∂A

∂κ
κ̇+

∂A

∂κk
κ̇k +

∂A

∂κ
(1)
jk

κ̇
(1)
jk +

∂A

∂κ
(2)
jk

κ̇
(2)
jk

)

.

Так как в дальнейшем рассматриваем геометрически линейную
среду, то |eij | � 1, |ζij|−1 � L, где L — характерный размер рассма-
триваемого тела. Положим также, что κ — термодинамическая тем-
пература, ассоциированная с локально неравновесными процессами
аккумуляции теплоты; κk — проекции вектора, характеризующего рас-
пространение теплоты и ассоциированного с решеточным (фононным)
или другим преобладающим физическим процессом теплопроводно-
сти, |κk| � 1; κ

(1)
jk и κ

(2)
jk — компоненты тензоров, определяющих на

микроуровне эффекты вязкости, |κ(1)jk | � 1 и |κ(2)jk | � 1.
Зададим объемную плотность свободной энергии в виде разложе-

ния в ряд Тейлора в окрестности нулевых значений аргументов eij ,
ζij , κ

(1)
ij и κ

(2)
ij при температуре T = T0 естественного состояния, а

также примем ∂A/∂κi = 0. Тогда для окрестности точки с радиусом–
вектором xxx, принадлежщей области V , занимаемой элементом микро-
или наноструктуры, получаем
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ρA(ekl, ζkl, κ
(1)
kl , κ

(2)
kl , T, κ) = ρA0+

+

∫

V

(
B̃ji(x,xxx

′)eij(x
′) + D̃ji(x,xxx

′)ζij(x
′)
)
dV (x′)+

+
1

2

∫

V

dV (x′)

∫

V

(
C̃jikl(x,x

′,x′′)ekl(x
′)eij(x

′′)+

+ G̃jikl(x,x
′,xxx′′)ζkl(x

′)ζij(x
′′) + R̃

(1)
jikl(x,x

′,x′′)κ
(1)
kl (x

′)κ
(1)
ij (x

′′)+

+ R̃
(2)
jikl(x,x

′,x′′)κ
(2)
kl (x

′)κ
(2)
ij (x

′′) + 2F̃jikl(x,x
′,x′′)ζkl(x

′)eij(x
′′)+

+ 2F̃
(1)
jikl(x,x

′,xxx′′)κ
(1)
kl (x

′) eij(x
′′) + 2F̃

(1)
jiklκ

(2)
kl (x

′)ζij(x
′′)+

+ 2R̃jikl (x,x
′,x′′)κ

(1)
kl (x

′)κ
(2)
ij (x

′′)− 2C̃jikl (x,x
′,x′′)e

(T )
kl (x

′)eij(x
′′)−

− 2H̃jikl (x,x
′,x′′)e

(κ)
kl (x

′) eij(x
′′)
)
dV (x′′) + ρ (T − T0)B0(κ), (5)

где e
(T )
kl , e(κ)kl — компоненты тензора температурной микродеформа-

ции и тензора, зависящего только от термодинамической температу-
ры, |e(T )kl | � 1 и |e(κ)kl | � 1; в естественном состоянии A0 = 0, B0 = 0.
Положим также, что

B̃ji(x,x
′) = Bjiϕ(|x

′ − x|), D̃ji(x,x
′) = Djiϕ(|x

′ − x|),

C̃jikl(x,x
′,x′′) = Cjiklϕ(|x

′ − x|)ϕ(|x′′ − x|), . . . ,

H̃jikl (x,x
′,x′′) = Hjiklϕ(|x

′ − x|)ϕ(|x′′ − x|),

где ϕ(|x′−x|), ϕ(|x′′−x| — функции влияния, определяющие эффект
пространственной “памяти”, и

∫

V

ϕ(|x′ − x|)dV (x′) =
∫

V

ϕ(|x′′ − x|)dV (x′′) = 1,

а также ϕ(|x′−x|) 6= 0 только при (|x′−x|) ∈ V (x′) и ϕ(|x′′−x|) 6= 0
только при (|x′′ − x|) ∈ V (x′′).

Тогда в силу первого и второго равенств из (4) имеем

σji = Bji +

∫

V

Cjiklϕ(|x
′ − x|)

(
ekl(x

′)− e(T )kl (x
′)
)
dV (x′)+

+

∫

V

Fjiklϕ(|x
′ − x|)ζkl(x

′)dV (x′) +

∫

V

E
(1)
jiklϕ(|x

′ − x|)κ(1)kl (xxx
′)dV (x′)−

−
∫

V

Hjiklϕ(|x
′ − x|)e(κ)kl (x

′)dV (x′), (6)
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mji = Dji +

∫

V

Gjiklϕ(|x
′ − x|)ζkl(x

′)dV (x′)+

+

∫

V

Fjiklϕ(|x
′−x|)ekl(x

′)dV (x′)+

∫

V

E
(2)
jiklϕ(|x

′−x|)κ(2)kl (x
′)dV (x′).

Так как массовую плотность энтропии определяет третье равенство
из (4), то, используя (5), получаем

h =
1

ρ

∫

V

Cjiklϕ(|x
′′ − xxx|)

∂e
(T )
kl (x)

∂T
eij(x

′′)dV (x′′)− B0(κ). (7)

Соотношения (6) являются достаточно общими, поэтому необхо-
димо установить ограничения на коэффициенты Bji, Cjikl, Fjikl, E

(1)
jikl,

Dji, Gjikl и E
(2)
jikl. Объемная плотность свободной энергии инвариантна

к выбору направлений осей принятой системы координат, поэтому при
изменении направления любой из осей координат на противополож-
ное компоненты ζkl градиента вектора микроповорота в силу равенства
ζkl = ∂ϕk/∂xl изменяют знак на противоположный. Поэтому изменя-
ется и величина ρA. Следовательно, Dji = 0, Fjikl = 0. Кроме того, в
силу очевидных равенств для дважды непрерывно дифференцируемой
функции A

∂2A

∂eij∂ekl
=

∂2A

∂ekl∂eij
,

∂2A

∂ζij∂ζkl
=

∂2A

∂ζkl∂ζij
,

∂2A

∂eij∂κ
(1)
kl

=
∂2A

∂κ
(1)
ij ∂ekl

,
∂2A

∂ζij∂κ
(2)
kl

=
∂2A

∂κ
(2)
ij ∂ζkl

имеем

Cjikl = Cklji, Gjikl = Gklji, E
(1)
jikl = E

(1)
klji, E

(2)
jikl = E

(2)
klji,

и число компонент Cjikl, Gjikl, E
(1)
jikl и E(2)jikl составляет 45; компонент

Bji, задающих начальные напряжения в недеформированном теле —
девять. Таким образом,

σji = Bji +

∫

V

Cjiklϕ(|x
′ − x|)

(
ekl(x

′)− e(T )kl (x
′)
)
dV (x′)+

+

∫

V

E
(1)
jiklϕ(|x

′−x|)κ(1)kl (x
′)dV (x′)−

∫

V

Hjiklϕ(|x
′−x|)e(κ)kl (x

′)dV (x′),

(8)

mji=

∫

V

Gjiklϕ(|x
′−x|)ζkl(x

′)dV (x′)+

∫

V

E
(2)
jiklϕ(|x

′−x|)κ(2)kl (x
′)dV (x′).
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Предположим, что вязкие свойства микрополярной среды проявля-
ются только при ненулевых значениях градиента вектора микропово-
рота с компонентами ζmn и разности компонент тензоров линейного
поворота ωmn = emnpωp (p = 1, 2, 3) и линейного микроперемещения
ϕmn = emnpϕp (ωmn − ϕmn 6= 0). Кроме того, κ(1)kl зависят только от
разности (ωmn−ϕmn), а κ(2)kl только от ζkl. Таким образом, вязкие свой-
ства среды, определяемые этими параметрами, проявляются только
при макро- и микроповоротах и наличии градиента вектора микропо-
ворота. Для определения κ(1)kl и κ(2)kl зададим кинетические уравнения
в виде

t∗σκ̇
(1)
kl + κ

(1)
kl =

=

∫

V

K
(1)
klmnϕ (|x

′ − x|)
(
ωmn(x

′, t)− ϕmn(x′, t)
)
dV (x′),

t∗mκ̇
(2)
kl + κ

(2)
kl =

∫

V

K
(2)
klmnϕ(|x

′ − x|)ζmn(x′, t)dV (x′),

(9)

где t∗σ, t
∗
m — времена релаксации параметров состояния.

Решения уравнений (9) при соответствующих начальных условиях
(t = 0, ωmn = ϕmn = 0, ζmn = 0) имеют вид

κ
(1)
kl (x

′, t) =

∫

V

K
(1)
klmnϕ(|x

′ − x|)

(

ωmn(x
′, t)− ϕmn(x′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗σ

)
∂

∂t′
(
ωmn(x

′, t′)− ϕmn(x′, t′)
)
dt′

)

dV (xxx′),

κ
(2)
kl (xxx

′, t) =

∫

V

K
(2)
klmnϕ(|x

′ − xxx|)

(

ζmn(xxx
′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗m

)
∂ζ(x′, t′)

∂t′
dt′

)

dV (xxx′).

(10)

Подставив (9) в первое и второе равенства (8) соответственно, по-
лучим

σji = Bji +

∫

V

Cjiklϕ( |xxx
′ − xxx |)

(
ekl(xxx

′)− e(T )kl (xxx
′)
)
dV (xxx′)+

+

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(1)
jiklϕ( |xxx

′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx|)

(

ωkl(xxx
′′, t)− ϕkl(xxx

′′, t)−
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−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗σ

)
∂

∂t′

(
ωkl(x

′′, t′)− ϕkl(x
′′, t′)

)
dt′

)

dV (x′′)− (11)

−
∫

V

Hjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)e(κ)kl (xxx

′)dV (xxx′),

mji =

∫

V

Gjiklϕ(|x
′−x|)ζkl(x

′)dV (x′)+

∫

V

dV (x′)

∫

V

M
(2)
jiklϕ(|x

′−x|)×

×ϕ(|x′′ − x|)



ζkl(xxx
′′, t)−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗m

)
∂ζkl(x

′′, t′)

∂t′
dt′



 dV (x′′),

где M (1)
jikl = E

(1)
jimnK

(1)
mnkl, M

(2)
jikl = H

(2)
jimnK

(2)
mnkl.

Соотношения (11) определяют математическую модель стандарт-
ной линейной нелокальной микрополярной среды с учетом темпера-
турной микродеформации

(
e
(T )
kl

)
и деформации, обусловленной нерав-

новесностью процесса аккумуляции теплоты
(
e
(κ)
kl

)
.

Положив в (11) ϕ(|xxx′−xxx|) и ϕ(|x′′−x|) равными δ-функции Дирака
с соответствующим аргументом, получим

σji = Bji + Cjikl(ekl − e
(T )
kl ) +M

(1)
jikl

(

ωkl − ϕkl−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗σ

)
∂

∂t′
(ωkl − ϕkl) dt

′

)

−Hjikle
(κ)
kl ,

mji = Gjiklζkl +M
(2)
jikl

(

ζkl −

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗m

)
∂ζkl

∂t′
dt′

)

. (12)

Такой же результат можно получить, если принять ekl, e
(T )
kl , e(κ)kl ,

ωkl, ϕkl и ζkl функциями x и t.
Если в материале определяющим является только один, фононный,

процесс теплопроводности, то кинетические уравнения, описывающие
изменение κi и термодинамической температуры κ во времени в ли-
нейном приближении, можно принять в виде [8, 9]

t∗qκ̇i + Aijκj = κ̄i , t
∗
T κ̇+ A44κ = κ̄, (13)

где t∗q , t
∗
T — времена релаксации соответствующих параметров состо-

яния; κ̄i, κ̄ — функции, определяющие равновесные значения параме-
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тров состояния; Aij = Aji, det (Aij) > 0. Термодинамическую тем-
пературу определяет спектр частот и амплитуд колебаний атомов на
свободной поверхности микро- и наноструктурных элементов.

Полученные выражения для массовой плотности энтропии (7) и
компонент тензоров напряжений и моментных напряжений (11) дают
возможность описать процессы переноса энергии, количества движе-
ния и его момента с учетом особенностей структуры исследуемого
тела.

Работа выполнена по гранту НШ-255.2012.8 Программы Прези-
дента РФ поддержки ведущих научных школ.
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