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Современные конструкционные и функциональные материалы, представляю-
щие собой совокупность микро- и наноструктурных элементов, находят ши-
рокое применение в технике. Важным этапом в создании и использовании рас-
сматриваемого класса материалов является построение математических мо-
делей, позволяющих описать поведение этих материалов в широком диапазоне
изменения внешних воздействий. Однако общая методология построения ма-
тематических моделей еще далека от завершения. Предложен вывод уравнения
движений с учетом особенностей малоразмерных материалов (нелокальность
среды, моментность напряженного состояния). Для получения определяющих
уравнений использованы соотношения рациональной термодинамики необра-
тимых процессов с внутренними параметрами состояния, а также метод не-
прерывной аппроксимации обобщенной механики сплошной среды. Полученные
формы записи уравнений движения позволяют учесть основные особенности
материалов с малоразмерной структурой при их нестационарном деформиро-
вании.
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Modern structural and functional materials presenting an aggregate of micro- and
nanostructured elements find wide application in technology. An important stage in
creating and using the class of materials under consideration is the construction
of mathematical models providing the description of behavior of these materials
within a broad range of variations in exposure conditions. However the general
methodology for mathematical model construction is still far from being complete.
Here a derivation of equations of motion is offered taking into account the features of
small-size materials (continuum non-locality, momentary stress states). For deducing
the equations, the relationships of rational thermodynamics of irreversible processes
with internal state parameters, as well as the method of continuous approximation
of the generalized mechanics of continuum are used. The obtained forms for writing
equations of motion make it possible to take into consideration the main peculiarities
in nonstationary deforming of materials with the small-size structure.
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Обобщенная механика сплошной среды, использующая метод не-
прерывной аппроксимации [1], находит широкое применение при изу-
чении материалов с малоразмерной структурой [2, 3], к числу которых
относятся современные конструкционные и функциональные матери-
алы, полученные различными способами из нано- и микроразмерных
элементов [4, 5].

Важным этапом в создании и использовании материалов рассма-
триваемого класса является построение математических моделей, по-
зволяющих описать их поведение в широком диапазоне изменения
внешних воздействий. В работах [6, 7] на основе соотношений рацио-
нальной термодинамики необратимых процессов [8] для сплошной
среды с внутренними параметрами состояния [9] сформулированы
определяющие уравнения и предложены различные формы уравне-
ния теплопроводности для материалов с малоразмерной структурой.
В настоящей статье разработанные соотношения использованы для
получения различных форм уравнений движения для материалов рас-
сматриваемого класса.

В работе [5] представлены следующие выражения для компонент
тензоров напряжений σji 6= σij и моментных напряжений mji:

σji = Bji +

∫

V

Cjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)

(
ekl(xxx

′)− e(T )kl (xxx
′)
)
dV (xxx′)+

+

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(1)
jiklϕ(|xxx

′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)

(

ωkl(xxx
′′, t)− ϕkl(xxx

′′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗σ

)
∂

∂t′

(
ωkl(xxx

′′, t′)− ϕkl(xxx
′′, t′)

)
dt′

)

dV (xxx′′)−

−
∫

V

Hjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)e(κ)kl (xxx

′)dV (xxx′); (1)

mji =

∫

V

Gjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)ζkl(xxx

′)dV (xxx′) +

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(2)
jiklϕ(|xxx

′ − xxx|)×

×ϕ(|xxx′′ − xxx′|)



ζkl(xxx
′′, t)−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗m

)
∂ζkl(xxx

′′, t′)

∂t′
dt′



 dV (xxx′′),

(2)
где Cijkl = Cklji — компоненты тензора коэффициентов упругости,

i, j, k, l = 1, 2, 3; ekl = εkl + eklm(ωm − ϕm) =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk

)

+
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+
1

2

(
∂uk

∂xl
−
∂ul

∂xk

)

+ elkmϕm — компоненты тензора микродеформа-

ции, εkl — компоненты симметричного тензора малой деформации;
uk, ϕm — проекции векторов перемещения и микроповорота на оси
прямоугольной системы координат, m = 1, 2, 3; xk, xl — декартовы
координаты; eklm — символ Леви-Чивиты; M (1)

jikl, M
(2)
jikl — компоненты

тензоров, определяющие вязкие свойства среды только при макро- и
микроповоротах (ωm, ϕm); t∗σ, t

∗
m — времена релаксации соответству-

ющих напряжений; e(T )kl , e(κ)kl — компоненты тензоров температурной
деформации и деформации, обусловленной термодинамической тем-

пературой κ; ζkl =
∂ϕk

∂xl
— компоненты градиента вектора микропово-

рота; ϕ(|xxx′−xxx|) — функции влияния, определяющие эффект простран-
ственной “памяти”, причем

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)dV (xxx′) = 1,

а также ϕ(|xxx′ − xxx|) 6= 0 только при |xxx′ − xxx| ∈ V (xxx′).
Уравнения закона сохранения количества движения и его момента

для микрополярной среды имеют вид [6]

ρ
∂2ui

∂t2
=
∂σji

∂xj
+ bi;

ρ
∂μi

∂t
= eijkσjk +

∂mji

∂xj
+m

(V )
i , i, j = 1, 2, 3,

(3)

где ρ — плотность среды; t — время; μi — проекции вектора внутрен-
него спина; bi, m

(V )
i — проекции векторов плотности объемных сил и

плотности моментов, распределенных по объему.

Обозначив Fkl(ξkl, t∗) = ξkl(xxx
′′, t)−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗

)
∂ξkl(xxx

′′, t′)

∂t′
dt′,

ρ∂μi/∂t = Jji∂
2ϕj/∂t

2, где Jji — компоненты тензора микроинерции,
и подставив равенства (1) и (2) в уравнения (3), получим

ρ
∂2ui

∂t2
=
∂Bji

∂xj
+

∂

∂xj

∫

V

Cjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)

(
ekl(xxx

′)− e(T )kl (xxx
′)
)
dV (xxx′)+

+
∂

∂xj

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(1)
jiklϕ(|xxx

′ −xxx|)ϕ(|xxx′′ −xxx|)Fkl(ωkl − ϕkl, t
∗
σ)dV (xxx

′′)+

+
∂

∂xj

∫

V

Hjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)e(κ)kl (xxx

′)dV (xxx′) + bi; (4)
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Jji
∂2ϕj

∂t2
= eijk



Bjk+
∫

V

Cjkmlϕ(|xxx
′ − xxx|)

(
eml(xxx

′)− e(T )ml (xxx
′)
)
dV (xxx′)



+

+

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(1)
jkmlϕ(|xxx

′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)Fkl(ωkl − ϕkl, t
∗
σ)dV (xxx

′′)+

+

∫

V

Hjkmlϕ(|xxx
′ − xxx|)e(κ)kl (xxx

′)dV (xxx′))+

+
∂

∂xj




∫

V

Gjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)ζkl(xxx

′)dV (xxx′)+

+

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

M
(2)
jiklϕ(|xxx

′−xxx|)ϕ(|xxx′′−xxx′|)Fkl(ζkl, t
∗
m)dV (xxx

′′)



+m(V )i . (5)

Для изотропного материала Cjikl = λδjiδkl+(μ+μ1)δjkδil+μδjlδik,
M
(1)
jikl = M

(1)
1 δjiδkl + M

(1)
2 δjkδil + M

(1)
3 δjlδik, M

(2)
jikl = M

(2)
1 δjiδkl +

+M
(2)
2 δjkδil +M

(2)
3 δjkδil, Gjikl = G1δjiδkl +G2δjkδil +G3δjlδik, Hjikl =

= H1δjiδkl + H2δjkδil + H3δjlδik, где λ, μ — константы Ламе; μ1, G1,
G2, G3 — константы, обусловленные несимметрией тензора напряже-
ний и тензором моментных напряжений; M (1)

1 , . . . ,M
(2)
3 — констан-

ты, определяющие вязкие свойства среды; H1, H2, H3 — константы,
определяющие влияние термодинамической температуры κ на тер-
монапряженное состояние. В этом случае при Bji = 0 из (4) и (5)
имеем

σji=λ

∫

V

ϕ(|xxx′−xxx|)εkk(xxx
′)dV (xxx′)δji+(2μ+μ1)

∫

V

ϕ(|xxx′−xxx|)εji(xxx
′)dV (xxx′)+

+μ1ejim

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)(ωm(xxx
′)− ϕm(xxx

′))dV (xxx′)+

+μ2ejik

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)Fk(ωk − ϕk, t
∗
σ)dV (xxx

′′)−

−(3λ+ 2μ+ μ1)
∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ε(T )kk (xxx
′)dV (xxx′)δji; (6)

mji = G1

∫

V

ϕ(|xxx′−xxx|)ζkk(xxx
′)dV (xxx′)δji+G2

∫

V

ϕ(|xxx′−xxx|)ζji(xxx
′)dV (xxx′)+
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+G3

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ζij(xxx
′)dV (xxx′)+

+

∫

V

dV (xxx′)



M (2)
1

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)×

×Fkk(ζkk, t
∗
m)δjidV (xxx

′′)+M
(2)
2

∫

V

ϕ(|xxx′−xxx|)ϕ(|xxx′′−xxx′|)Fji(ζji, t
∗
m)dV (xxx

′′)+

+M
(2)
3

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)Fij(ζij, t
∗
m)dV (xxx

′′)



 ,

где
Fk(ωk − ϕk, t

∗
σ) = ωk(xxx

′′, t)− ϕk(xxx
′′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗σ

)
∂

∂t′
(
ωk(xxx

′′, t′)− ϕk(xxx
′′, t′)

)
dt′;

μ2 =
1

2

(
M
(1)
2 −M

(1)
3

)
.

Уравнения (3) для изотропной нелокальной среды, описываемой
равенствами (6), имеют следующий вид:

ρ
∂2ui

∂t2
=
(
λ+ μ

) ∂
∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂uj(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)+

+(μ+ μ1)
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂ui(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)+

+μ1ejik
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕk(xxx
′, t)dV (xxx′)+

+μ2
∂

∂xj

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)Fji(ωji − ϕji, t
∗
σ)dV (xxx

′′)−

−(3λ+ 2μ+ μ1)
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ε(T )(xxx′, t)dV (xxx′)−

−(3H1 +H2 +H3)
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ε(κ)(xxx′, t)dV (xxx′) + bi; (7)

Jji
∂2ϕj

∂t2
= eijk

(
(
μ+ μ1

)∂uj
∂xk
+ μ

∂uk

∂xj
+ μ1ekjnϕn

)

+
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+
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)

(

G2
∂ϕj(xxx

′, t)

∂x′i
+G3

∂ϕi(xxx
′, t)

∂x′j

)

dV (xxx′)+

+eijk

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)
(
M
(1)
2 Fjk(ωjk − ϕjk, t

∗
σ)+

+M
(1)
3 Fkj(ωkj − ϕkj , t

∗
σ)
)
dV (xxx′′)+

+
∂

∂xj

∫

V

dV (xxx′)

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ϕ(|xxx′′ − xxx′|)
(
M
(2)
2 Fji(ζji, t

∗
m)+

+M
(2)
3 Fij(ζij, t

∗
m)
)
dV (xxx′′) +m

(V )
i .

Краевые условия для уравнений (7) имеют вид

t = 0 ui(x, 0) = u
◦
i (x),

∂ui(x, t)

∂t

∣
∣
∣
t=0
= u̇◦i (x);

ϕj(x, 0) = ϕ
◦
j(x),

∂ϕj(x, t)

∂t

∣
∣
∣
t=0
= ϕ̇◦j(x);

σji(P, t)nj(P ) = pi(P, t), P ∈ Sσ;

ui(P, t) = ũi(P, t), P ∈ Su, Su = S \ Sσ,

где S — граничная поверхность тела; nj — проекции единичного век-
тора нормали к этой поверхности в точке P ;

mji(P, t)nj(P ) = m
(S)
j (P, t), P ∈ Sm;

ϕi(P, t) = ϕ̃i(P, t), P ∈ Sϕ, Sϕ = S \ Sm,

где m(S)j — проекции вектора плотности распределенных по поверхно-
сти Sm моментов.

Для изотропной нелокальной упругой среды (t∗σ = 0, t
∗
m = 0)

уравнения упрощаются

ρ
∂2ui

∂t2
= (λ+ μ)

∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂uj(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)+

+(μ+ μ1)
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂uj(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)−

−(3λ+ 2μ+ μ1)
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ε(T )(xxx′, t)dV (xxx′) + bi; (8)

Jji
∂2ϕj

∂t2
= eijk

(

(μ+ μ1)
∂uj

∂xk
+ μ

∂uk

∂xj
+ μ1ekjnϕn

)

+
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+
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)

(

G2
∂ϕj(xxx

′, t)

∂x′i
+G3

∂ϕi(xxx
′, t)

∂xj

)

dV (xxx′) +m
(V )
i .

Если не учитывать моментные напряжения и принять μ1 = 0, то
вместо уравнений (8) имеем

ρ
∂2ui

∂t2
= (λ+ μ)

∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂uj(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)+

+μ
∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂ui(xxx

′, t)

∂x′j
dV (xxx′)− (9)

−(3λ+ 2μ)
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)ε(T )(xxx′, t)dV (xxx′) + bi.

Положим |xxx′ −xxx| существенно меньшим характерного размера те-
ла. Тогда, разложив ∂uj/∂x

′
j , ∂ui/∂x

′
j и ε(T ) из (9) в ряд Тейлора в

окрестности точки, заданной вектором xxx, получим

ρ
∂2ui

∂t2
= (λ+ μ)

∂2uj(xxx, t)

∂xi∂xj
+ μ

∂2ui(xxx, t)

∂xj∂xj
− (3λ+ 2μ)

∂ε(T )(xxx, t)

∂xi
+

+bi+

(
(
λ+ μ

) ∂3uj

∂xk∂xi∂xj

∫

V

|x′k − xk|ϕ(|xxx
′ − xxx|)dV (xxx′)+

+μ
∂3ui

∂xk∂xj∂xj

∫

V

|x′k − xk|ϕ(|xxx
′ − xxx|)dV (xxx′)− (10)

−(3λ+ 2μ)
∂2ε(T )

∂xk∂xi

∫

V

|x′k − xk|ϕ(|xxx
′ − xxx|)dV (xxx′)

)

+
1

2!

(
(
λ+

+μ
) ∂4uj

∂xm∂xk∂xi∂xj

∫

V

|x′m − xm| |x
′
k − xk|ϕ(|xxx

′ − xxx|)dV (xxx′) + . . .

)

.

Левая часть (10) вместе с первыми четырьмя слагаемыми предста-
вляет собой уравнения Ламе для термоупругой среды. Другие слагае-
мые в правой части (10) учитывают эффекты нелокальности и момент-
ность напряженного состояния. Подобное разложение, естественно,
возможно и для уравнений (4)–(8).

Вид используемой в основных соотношениях функции ϕ(|xxx′ − xxx|)
может быть следующим [10]:

1) ϕ(|xxx′ − xxx|) =
1

π3

3∏

i=1

1

x′i − x
sin

π(x′i − xi)
a

при |xxx′ − xxx| 6 a;
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2) ϕ(|xxx′ − xxx|) =






1

a

(

1−
|xxx′ − xxx|

a

)

при |xxx′ − xxx| 6 a,

0 при |xxx′ − xxx| > a;

3) ϕ(|xxx′ − xxx|) =






n+ 1

2na

(

1−
|xxx′ − xxx|n

an

)

при |xxx′ − xxx| 6 a,

0 при |xxx′ − xxx| > a;

4) ϕ(|xxx′ − xxx|) =
1
√
πn

(
k

l

)n
exp

(

−
k2

l2
|xxx′ − xxx|2

)

,

где k = const; l — характерный размер; n — размерность задачи.
Полученные формы записи уравнений движения позволяют учесть

основные особенности при нестационарном деформировании матери-
алов с малоразмерной структурой.

Работа выполнена по гранту НШ-255.2012.8 Программы Прези-
дента РФ поддержки ведущих научных школ.
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