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Разработана и исследована стохастическая модель управления запасом неко-
торого продукта, объем которого может принимать значения в ограниченном
сверху интервале, принадлежащем множеству вещественных чисел. Такая мо-
дель состоит из двух компонентов. Один компонент называется основным
процессом и описывает уровень запаса в рассматриваемой системе, второй —
сопровождающим процессом и представляет собой управляемый полумарков-
ский процесс с конечным множеством состояний. Использование сопровожда-
ющего процесса позволяет применить для решения задачи теорию управления
полумарковским процессом. Определены вероятностные характеристики со-
провождающего полумарковского процесса, а также характеристики стаци-
онарных стоимостных функционалов, связанных с этим процессом. Доказано,
что оптимальной стратегией управления является детерминированная стра-
тегия. Получено явное представление стационаров функционала, описывающе-
го качество управления процесса. Установлено, что оптимальная детермини-
рованная стратегия управления в полумарковской модели определяется точкой
глобального экстремума функции нескольких вещественных переменных. Най-
дено явное аналитическое представление этой функции.
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The stochastic model of inventory control of a certain product, whose volume may
take the values within an interval bounded above that belongs to the set of real
numbers, is considered and investigated. This model consists of two components.
One of them is named a basic process and describes the inventory level in the system
under study; another is named a concomitant process and presents a controlled semi-
Markov process with a finite set of states. The use of the concomitant process allows
the theory of semi-Markov process control to be applied for solving the problem.
The probabilistic characteristics of the concomitant semi-Markov process, as well as
the characteristics of time-independent cost functionals connected with this process
are determined. It is proved that a deterministic strategy is the optimal strategy for
control. The explicit representation for the time-independent functional describing
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the quality of process control is obtained. It is found that the optimal control strategy
in the semi-Markov model is determined by a point of global extremum of the function
of several real variables. The explicit analytical expression of this function is found.

Keywords: inventory control, semi-Markov process, optimal control.

1. Введение. Стохастическая теория управления запасами предста-
вляет собой направление прикладной теории вероятностей, связанное
с анализом функционирования экономических систем, которые пред-
назначены для временного хранения и поставки непосредственному
потребителю определенных продуктов (товаров). Задача оптимально-
го управления в таких системах может быть сформулирована как за-
дача определения оптимальных значений параметров вероятностных
распределений или случайных процессов, которые доставляют экстре-
мум некоторому заданному показателю качества управления.

Существует несколько фундаментальных изданий, посвященных
стохастической теории запасов [1–4]. Следует также отметить зару-
бежное издание [5], содержащее систематическое изложение стоха-
стической теории управления запасами, и работы [6, 7], в которых
проведено исследование некоторых общих полумарковских моделей
управления запасом.

Стохастическая модель регенерирующего процесса с управлением,
описывающая некоторую систему, которая предназначена для хране-
ния и поставки потребителю непрерывного продукта, была исследо-
вана в работах [8, 9]. Особенность этой системы заключалась в том,
что в результате пополнения запаса непрерывный параметр, описы-
вающий объем продукта, каждый раз возвращался в одно и то же
фиксированное состояние, совпадающее с максимально возможным
значением. Такая особенность позволяла использовать для описания
системы регенерирующий процесс, моменты регенерации которого
представляли собой моменты непосредственного пополнения запаса.
Показателями качества управления были стационарные функционалы,
связанные с регенерирующим процессом: средние удельные затраты
и средняя удельная прибыль. Установлено, что оптимальной стратеги-
ей управления является детерминированная стратегия и оптимальное
значение параметра управления представляет собой точку глобального
экстремума некоторой заданной функции одной переменной, соответ-
ствующей исходному показателю качества управления.

Основные результаты такого исследования были сформулированы
в виде теорем. При естественных условиях аналитического характе-
ра, накладываемых на исходные характеристики системы, указанная
функция достигает глобального экстремума в некоторой точке, для на-
хождения которой можно использовать известные дополнительные со-
отношения. Таким образом, в рассматриваемой регенерационной мо-
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дели задача оптимального управления запасом получила аналитиче-
ское решение.

В настоящей работе исследуется более сложная система управле-
ния запасом. Как и в работах [8, 9], потребление продукта происходит
с заданной постоянной скоростью α > 0; параметр управления — слу-
чайное время от момента пополнения запаса до момента заказа на
следующее пополнение запаса. Однако пополнение запаса происхо-
дит по сложной схеме, в которой учитываются состояния системы до
и после пополнения запаса, а также возможные случайные отклоне-
ния от планируемого объема поставки. Для описания такой системы
используются два случайных процесса:

1) основной случайный процесс x(t), значение которого предста-
вляет собой объем запаса продукта, находящегося в системе в момент
времени t;

2) сопровождающий полумарковский управляемый случайный
процесс с конечным множеством состояний ζ(t).

Следует отметить, что общая теория полумарковских процессов
изложена в работах [10, 11], а модель управляемого полумарковского
процесса описана в работах [12, 13]. Рассмотрим краткую характери-
стику результатов, полученных в данном исследовании.

Использование сопровождающего процесса позволяет применить
для решения поставленной задачи известные результаты по управле-
нию полумарковским процессом с конечным множеством состояний
и стационарными стоимостными показателями качества управления
[13, 14]. В результате было установлено, что оптимальной стратеги-
ей управления является детерминированная стратегия, которая зада-
ется набором фиксированных значений параметра управления, соот-
ветствующих каждому состоянию сопровождающего полумарковского
процесса. Такой набор оптимальных значений параметра управления
представляет собой точку глобального экстремума функции несколь-
ких вещественных переменных. В настоящем исследовании указано
явное представление для такой функции, соответствующей стацио-
нарному стоимостному функционалу средней удельной прибыли. Эта
функция выражается через вероятностные и стоимостные характери-
стики полумарковской модели, явные представления которых опреде-
ляются в ходе исследования. К таким характеристикам относятся:

1) вероятности перехода цепи Маркова, вложенной в сопровожда-
ющий полумарковский процесс;

2) математические ожидания длительностей пребывания сопрово-
ждающего полумарковского процесса в различных состояниях;

3) математические ожидания прибыли, связанной с пребывани-
ем сопровождающего полумарковского процесса в различных состоя-
ниях.
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Полученный результат позволяет построить и реализовать числен-
ный алгоритм определения оптимальных значений параметров упра-
вления для любых заданных исходных характеристик рассматривае-
мой модели.

2. Описание модели. Рассмотрим основные вероятностные харак-
теристики системы. Обозначим через x (t) , t ≥ 0, случайный процесс
с множеством состояний X = (−∞, τ ], где τ — заданная положитель-
ная величина. Параметр x (t) соответствует объему продукта в момент
времени t, отрицательное значение параметра x (t) — наличию в си-
стеме неудовлетворенного спроса (дефицита).

Проведем дискретизацию модели — разобьем множество возмож-
ных значений объема запаса (−∞, τ ] на конечное число подмножеств

[
0, τ

(0)
1

)
,
[
τ
(0)
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, . . . ,
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(
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]
, . . . ,
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(1)
0

)
, где τ

(1)
0 = 0.

Если в момент очередного пополнения t̃ уровень запаса в системе

x
(
t̃
)
∈
[
τ
(0)
i , τ

(0)
i+1

)
, то последующий заказ планируется через время

ξ
(0)
i , где ξ(0)i — случайная величина с функцией распределения G(0)i (t),
i = 0, N0 − 1.

Введем следующие обозначения:

1) η
(0)
k — случайная величина, описывающая длительность пе-

риода задержки поставки, если состояние системы в момент заказа

y = x− αξ(0)i ∈
[
τ
(0)
k , τ

(0)
k+1

)
;

2) η(1)k — случайная величина, характеризующая длительность пе-
риода задержки поставки, если состояние системы в момент заказа

y = x− αξ(0)i ∈
(
τ
(1)
k+1, τ

(1)
k

]
;

3) H(0)k (t) , k = 0, N0 − 1 и H
(1)
k (t) , k = 0, N1 — функции

распределения случайных величин η(0)k и η(1)k ;

4) μ(0)k = Mη
(0)
k < ∞, k = 0, N0 − 1; μ

(1)
k = Mη

(1)
k < ∞, k = 0, N1

— заданные величины, которые представляют собой математические
ожидания длительности периода задержки поставки.

За время задержки поставки происходит формирование заказа и
его выполнение. В рамках рассматриваемой модели непосредствен-
ное пополнение запаса осуществляется мгновенно в конечный момент
данного периода задержки.

Непосредственное пополнение запаса формально представляет со-
бой переход процесса x (t) из одного подмножества в другое. Для
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описания этого перехода введем следующие системы вероятностных
характеристик:

1)
{
β
(0)
kl

}N0−1

l=k
— вероятности перехода из

[
τ
(0)
k , τ

(0)
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)
в
[
τ
(0)
l , τ

(0)
l+1

)
,

где k = 0, N0 − 1;

2)
{
β
(1)
kl

}N0−1

l=0
— вероятности перехода из

(
τ
(1)
k+1, τ

(1)
k

]
в
[
τ
(0)
l , τ

(0)
l+1

)
,

где k = 0, N1.
В принятой модели предполагается, что в результате пополнения

дефицит запаса в системе всегда ликвидируется. Если после пополне-
ния процесс, описывающий уровень запаса, оказывается в подмно-

жестве состояний
[
τ
(0)
l , τ

(0)
l+1

)
, то состояние внутри этого подмно-

жества (точный уровень запаса) определяется в соответствии с рас-
пределением вероятностей Bl (x), l = 0, N0 − 1, заданном на мно-

жестве
[
τ
(0)
l , τ

(0)
l+1

)
. Такие вероятностные распределения описывают

случайные отклонения объема поставки продукта. Принимается, что

вероятностные характеристики
{
β
(0)
kl

}N0−1

l=k
, k = 0, N0 − 1,

{
β
(1)
kl

}N0−1

l=0
,

k = 0, N1, Bl (x), l = 0, N0 − 1, известны.
Эволюция процесса x(t) после момента очередного заказа зависит

только от номера подмножества состояний, в котором оказался этот
процесс в момент заказа. Кроме того, эволюция процесса x(t) после
момента очередного пополнения запаса не зависит от прошлого и за-
висит только от номера подмножества состояний, в котором оказался
этот процесс в результате пополнения запаса. В этом смысле случай-
ный процесс x(t) (рисунок), описывающий объем запаса в системе,
в моменты заказа и моменты непосредственного пополнения запаса
обладает марковским свойством.

Введем сопровождающий (вспомогательный) полумарковский слу-
чайный процесс ζ (t), t ≥ 0, с конечным множеством состояний с
помощью вложенной цепи Маркова.

Пусть tn, n = 0, ∞, — случайные моменты завершения попол-
нения запаса, t0 = 0. Предполагается, что объем запаса в начальный
момент времени является заданной величиной x(0) = x0, принадле-
жащей одному из возможных интервалов разбиения x0 ∈ [τ

(0)
k , τ

(0)
k+1),

k = 0, N0 − 1. В частности, x0 = τ .
Пусть ζn — номер подмножества состояний, в котором оказал-

ся процесс x (t) в момент времени tn + 0 (непосредственно по-
сле очередного пополнения запаса). Другими словами, если x(tn +

+ 0) ∈ [τ (0)k , τ
(0)
k+1), то ζn = k, k = 0, N0 − 1. Последовательность

случайных величин {ζn}
∞
n=0 образует цепь Маркова. Случайный про-

цесс ζ (t), связанный с последовательностью {ζn}∞n=0, определим с
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Пример траектории случайного процесса x(t), описывающего объем запаса

продукта

помощью соотношения

ζ (t) = ζn, tn ≤ t < tn+1, n = 0,∞.

Случайный процесс ζ (t) , t ≥ 0, представляет собой управля-
емый полумарковский процесс с конечным множеством состояний
E = {0, 1, . . . , N0 − 1}, траектории которого непрерывны справа. По-
следовательность {ζn}

∞
n=0 является цепью Маркова, вложенной в этот

процесс. Управление процессом ζ (t) осуществляется в моменты вре-
мени tn (после определения значения процесса x(tn)).

Параметр управления un — случайная величина, характеризующая
длительность периода времени до момента следующего заказа на по-
полнение запаса. Если ζn = k , то un = ξ

(0)
k (равенство случайных

величин понимается как совпадение функций распределения). Мно-
жество допустимых значений параметра управления U совпадает с
множеством неотрицательных чисел, U = [0,∞).

Задача оптимизации управления запасом в этой стохастической
модели, или задача управления построенным сопровождающим по-
лумарковским процессом, заключается в выборе управляющих веро-

ятностных распределений G
(0)
k (t) = P

(
ξ
(0)
k < t

)
, k = 0, N0 − 1, до-

ставляющих экстремум некоторому показателю качества управления
I(G

(0)
0 (∙), G

(0)
1 (∙), . . . , G

(0)
N0−1( ∙ )).

3. Стационарный стоимостной функционал. Вероятностные и
стоимостные характеристики модели. Для того чтобы формально
поставить задачу оптимального управления в стохастической модели

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2013. № 3 67



необходимо задать показатель качества управления или целевой функ-
ционал. Рассмотрим некоторый аддитивный стоимостной функцио-
нал, связанный с основным и сопровождающим случайными процес-
сами. Построение такого функционала описано, например, в работах
[12, 13].

Согласно схеме, используемой в теории управления полумарков-
скими процессами, в качестве показателя (целевого функционала), ха-
рактеризующего эффективность управления в этой модели, выберем
стационарный показатель следующего вида [12]:

Id = lim
t→∞

Vd (t)

t
=

N0−1∑

i=0

diπi

N0−1∑

i=0

Tiπi

, (1)

где Vd (t) — математическое ожидание значения стоимостного функци-
онала в момент времени t;

{
πi, i = 0, N0 − 1

}
— стационарное рас-

пределение цепи Маркова, вложенной в сопровождающий полумар-
ковский процесс; di — математическое ожидание приращения исход-
ного аддитивного стоимостного функционала за время пребывания
процесса ζ(t) в состоянии i, i = 0, N0 − 1; Ti — математическое ожи-
дание времени пребывания процесса ζ(t) в состоянии i до следующего
перехода, i = 0, N0 − 1.

Величина Id зависит от вероятностных распределений, определя-
ющих стратегию управления в стохастической полумарковской мо-
дели. В рассматриваемой задаче эта величина представляет собой
функционал управляющих вероятностных распределений G

(0)
k ( ∙ ),

k = 0, N0 − 1. Функционал Id может, например, характеризовать сред-
ние удельные (т.е. отнесенные к единице времени) затраты или сред-
нюю удельную прибыль в стационарном режиме функционирования
системы.

Для определения вероятностных и стоимостных характеристик мо-
дели построим вспомогательную вероятностную конструкцию. Вве-
дем систему событий, связанных с состоянием системы в момент за-
каза на пополнение продукта. Зафиксируем состояние процесса ζ(t)
в момент очередного пополнения запаса: ζn = ζ (tn) = i. Рассмотрим
некоторые события и вероятностные характеристики модели при усло-
вии, что реализуется событие (ζn = i).

Обозначим через t̃n момент следующего заказа на пополнение про-
дукта. Рассмотрим полную группу попарно несовместных событий

A
(0)
k =

(
x
(
t̃n
)
∈
[
τ
(0)
k , τ

(0)
k+1

))
, k = 0, i;
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A
(1)
k =

(
x
(
t̃n
)
∈
(
τ
(1)
k+1, τ

(1)
k

])
, k = 0, N1.

Введем обозначения для следующих характеристик: p
(0)
ik =

= P
(
A
(0)
k

∣
∣
∣ ζn = i

)
, k = 0, i; p

(1)
ik = P

(
A
(1)
k

∣
∣
∣ ζn = i

)
, k = 0, N1;

T
(0)
ik — математические ожидания совместного распределения времени

пребывания ζ(t) в состоянии i и события A(0)k , k = 0, i; T
(1)
ik — матема-

тические ожидания совместного распределения времени пребывания
ζ(t) в состоянии i и события A(1)k , k = 0, N1; d

(0)
ik — математическое

ожидание, определяемое по совместному распределению прибыли,
полученной за время пребывания ζ(t) в состоянии i, и события A(0)k ,
k = 0, i; d(1)ik — математическое ожидание, определяемое по совмест-
ному распределению прибыли, полученной за время пребывания ζ(t)
в состоянии i, и события A(1)k , k = 0, N1.

Тогда основные вероятностные и стоимостные характеристики по-
лумарковской модели выражаются через введенные вспомогательные
величины:

pij =
i−1∑

k=0

p
(0)
ik β

(0)
kj +

N1∑

k=0

p
(1)
ik β

(1)
kj + p

(0)
ii β

(0)
ij , i, j = 0, N0 − 1; (2)

Ti = T
(0)
ii +

i−1∑

k=0

T
(0)
ik +

N1∑

k=0

T
(1)
ik , i = 0, N0 − 1; (3)

di = d
(0)
ii +

i−1∑

k=0

d
(0)
ik +

N1∑

k=0

d
(1)
ik , i = 0, N0 − 1. (4)

Формула (2) определяет вероятности перехода для вложенной це-
пи Маркова полумарковского процесса ζ(t) из состояния i в состоя-
ние j; формула (3) — математическое ожидание времени пребывания
процесса ζ(t) в состоянии i до следующего перехода; формула (4) —
математическое ожидание прибыли, полученной за время пребывания
ζ(t) в состоянии i до следующего перехода.

Получим аналитические представления для вспомогательных ве-
личин, входящих в соотношения (2) и (3). Обозначим

α
(0)
k (x) =

x− τ (0)k
α

, k = 0, i;

α
(1)
k+1 (x) =

x− τ (1)k+1
α

, k = 0, N1 − 1; α
(1)
0 (x) =

x

α
.
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Формулы для условных вероятностей имеют вид

p
(0)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i







α
(0)
k (x)∫

α
(0)
k+1(x)

dG
(0)
i (t)





dBi (x) , k = 0, i− 1; (5)

p
(0)
ii =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i






α
(0)
i (x)∫

0

dG
(0)
i (t)




dBi (x) ; (6)

p
(1)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i







α
(1)
k+1(x)∫

α
(1)
k (x)

dG
(0)
i (t)





dBi (x) , k = 0, N1 − 1; (7)

p
(1)
iN1
=

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

G
(0)

i

(
α
(1)
N1
(x)
)
dBi (x) , (8)

где G
(0)

i (y) = 1−G
(0)
i (y), y ≥ 0.

Обоснуем формулу (5). Зафиксируем условие, состоящее в том,
что в результате очередного пополнения запаса процесс x(t) принял

значение x ∈
[
τ
(0)
i , τ

(0)
i+1

)
. При таком условии событие A(0)k реализуется

тогда и только тогда, когда объем запаса продукта, потребленного за
время t ≥ 0 от момента пополнения до момента очередного заказа,
удовлетворяет двойному неравенству

x− τ (0)k+1 < αt ≤ x− τ (0)k .

Следовательно, соответствующая условная вероятность события
A
(0)
k определяется как

P
(
A
(0)
k

∣
∣
∣ ζn = i, x (tn + 0) = x

)
=

α
(0)
k (x)∫

α
(0)
k+1(x)

dG
(0)
i (t).

Усредняя эту условную вероятность по распределению Bi(x), по-
лучаем формулу (5). Формулы (6)–(8) выводятся аналогично.

Формулы для математических ожиданий имеют вид

T
(0)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i







α
(0)
k (x)∫

α
(0)
k+1(x)

[
t+ μ

(0)
k

]
dG
(0)
i (t)





dBi (x) , k = 0, i− 1; (9)
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T
(0)
ii =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i






α
(0)
i (x)∫

0

[
t+ μ

(0)
i

]
dG
(0)
i (t)




dBi (x) ; (10)

T
(1)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i







α
(1)
k+1(x)∫

α
(1)
k (x)

[
t+ μ

(1)
k

]
dG
(0)
i (t)





dBi (x) , k = 0, N1 − 1; (11)

T
(1)
iN1
=

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i







∞∫

α
(1)
N1
(x)

[
t+ μ

(1)
N1

]
dG
(0)
i (t)





dBi (x) . (12)

Найдем вспомогательные стоимостные характеристики, входящие
в равенство (4). Предположим, что заданы следующие исходные сто-
имостные характеристики модели: c1 (x) — затраты на хранение про-
дукта объемом x > 0 в единицу времени; c2 (x) — затраты, связанные
с дефицитом величины x, x < 0, в единицу времени (штрафы); g1(x)
— цена единицы продукта при условии, что объем имеющегося в си-
стеме (оставшегося) продукта равен x, x > 0 (положительный запас);
g2(x) — цена единицы продукта при условии, что объем имеющегося
в системе (оставшегося) продукта равен x, x < 0 (дефицит объема x).

Введем вспомогательную функцию D0 (x, t), которая представля-
ет собой условное математическое ожидание прибыли, полученной
при функционировании рассматриваемой системы за период времени
между последовательными моментами пополнения запаса, если вы-
полняются следующие условия:

1) в момент очередного пополнения запас продукта равен x > 0;
2) случайное время от момента пополнения до момента очередного

заказа (параметр управления) принимает фиксированное значение t;
3) за время t запас не будет израсходован и дефицит в системе не

возникнет;
4) в момент заказа уровень запаса принимает значение в подмно-

жестве состояний
[
τ
(0)
k , τ

(0)
k+1

)
, k = 0, i.

Функция D0 (x, t) имеет вид

D0 (x, t) =

t∫

0

[αg1 (x− αz)− c1 (x− αz)] dz − c1 (x− αt)μ
(0)
k , (13)

где αt < x.
Предположим, что выполняется комплекс условий, аналогичных

условиям 1–4 (условия 1 и 2 не меняются):
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3) за заданное время t запас будет полностью израсходован и в
системе образуется дефицит продукта;

4) в момент заказа уровень запаса будет принадлежать подмноже-

ству
(
τ
(1)
k+1, τ

(1)
k

]
, k = 0, N1.

Тогда условное математическое ожидание прибыли, полученной
при функционировании рассматриваемой системы за период времени
между последовательными пополнениями запаса, задается функцией
D1 (x, t), определяемой по формуле

D1 (x, t) =

x/α∫

0

[αg1 (x− αz)− c1 (x− αz)] dz+

+

t∫

x/α

[αg2 (x− αz)− c2 (x− αz)] dz − c2 (x− αt)μ
(1)
k , (14)

где αt ≥ x.
Усредняя условные математические ожидания D0 (x, t) (13) и

D1 (x, t) (14) по распределениям вероятностей условий, определя-
ем вспомогательные характеристики прибыли, входящие в правую
часть формулы (4):

d
(0)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

[∫ α(0)k (x)

α
(0)
k+1(x)

[D0 (x, t)]dG
(0)
i (t)

]

dBi (x) , k = 0, i− 1; (15)

d
(0)
ii =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i






α
(0)
i (x)∫

0

[D0 (x, t)]dG
(0)
i (t)




dBi (x) ; (16)

d
(1)
ik =

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

[∫ α(1)k+1(x)

α
(1)
k (x)

[D1 (x, t)]dG
(0)
i (t)

]

dBi (x) , k = 0, N1 − 1; (17)

d
(1)
iN1
=

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

[∫ ∞

α
(1)
N1
(x)

[D1 (x, t)]dG
(0)
i (t)

]

dBi (x) . (18)

Таким образом, получены выражения для основных характеристик
модели в явном аналитическом виде.

4. Преобразование вероятностных и стоимостных характе-
ристик полумарковской модели и их итоговые аналитические
представления. В рассматриваемой задаче вероятностное распре-
деление G

(0)
i (∙) описывает случайное значение управления и его
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необходимо определить как решение некоторой экстремальной зада-
чи. Для решения такой экстремальной задачи целесообразно поменять
порядок интегрирования выражений (5)–(12), (15)–(18) и предста-
вить все вероятностные характеристики модели управления запасом
в виде интегралов по вероятностным распределениям управлений
G
(0)
i (∙) , i = 0, N0 − 1.

Зафиксируем произвольное значение x ∈
[
τ
(0)
i , τ

(0)
i+1

]
и введем вспо-

могательные функции и параметры:

α
(0)
k (x) =

x− τ (0)k
α

, α
(0)
k+1 (x) =

x− τ (0)k+1
α

,

α
(1)
k (x) =

x− τ (1)k
α

, α
(1)
k+1 (x) =

x− τ (1)k+1
α

;

(19)

α
(0)
ik =

τ
(0)
i −τ

(0)
k

α
, α

(0)
i+1,k =

τ
(0)
i+1−τ

(0)
k

α
,

α
(0)
i,k+1 =

τ
(0)
i −τ

(0)
k+1

α
, α

(0)
i+1,k+1 =

τ
(0)
i+1−τ

(0)
k+1

α
;

(20)

α
(1)
ik =

τ
(0)
i − τ

(1)

k

α
, α

(1)
i+1,k =

τ
(0)
i+1 − τ

(1)

k

α
,

α
(1)
i,k+1 =

τ
(0)
i − τ

(1)

k+1

α
, α

(1)
i+1,k+1 =

τ
(0)
i+1 − τ

(1)

k+1

α
.

(21)

Для краткости представим необходимые характеристики модели в
единой интегральной форме, в связи с чем введем дополнительные
вспомогательные функции

L0 (x, t, v) =






1 при v = 1,[
t+ μ

(0)
k

]
при v = 2, k = 0, i

D0 (x, t) при v = 3;

(22)

L1 (x, t, v) =






1 при v = 1,[
t+ μ

(1)
k

]
при v = 2, k = 0, N1

D1 (x, t) при v = 3.

(23)

Преобразуем выражения (5)–(12), (15)–(18). Основой этих преобра-
зований является теорема Фубини об изменении порядка интегрирова-
ния [15]. Новые формулы для указанных вероятностных и стоимост-
ных характеристик модели существенно зависят от вида области инте-
грирования, а вид области интегрирования — от соотношения между
введенными выше характеристиками. Приведем итоговые формулы
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для определения основных характеристик модели для случая, при ко-
тором выполняются следующие соотношения между вспомогательны-
ми характеристиками: α(0)ik < α

(0)
i+1,k+1, k = 0, i− 1; α

(1)
i,k+1 < α

(1)
i+1,k,

k = 0, N1 − 1.
Промежуточные интегральные выражения имеют вид

R
(0)
ik (v) =

α
(0)
ik∫

α
(0)
i,k+1







αt+τ
(0)
k+1∫

τ
(0)
i

[L0 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t)+

+

α
(0)
i+1,k+1∫

α
(0)
ik







αt+τ
(0)
k+1∫

αt+τ
(0)
k

[L0 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t)+

+

α
(0)
i+1,k∫

α
(0)
i+1,k+1







τ
(0)
i+1∫

αt+τ
(0)
k

[L0 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t) , k = 0, i− 1; (24)

R
(0)
ii (v) =

α
(0)
i+1,i∫

0







τ
(0)
i+1∫

αt+τ
(0)
i

[L0 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t) ; (25)

R
(1)
ik (v) =

α
(1)
i,k+1∫

α
(1)
ik







αt+τ
(1)
k∫

τ
(0)
i

[L1 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t)+

+

α
(1)
i+1,k∫

α
(1)
i,k+1

[∫ αt+τ (1)k

αt+τ
(1)
k+1

[L1 (x, t, v)] dBi (x)

]

dG
(0)
i (t)+

+

α
(1)
i+1,k+1∫

α
(1)
i+1,k

[∫ τ (0)i+1

αt+τ
(1)
k

[L1 (x, t, v)] dBi (x)

]

dG
(0)
i (t) , k = 0, N1 − 1; (26)

R
(1)
iN1
(v) =

α
(1)
i+1,N1∫

α
(1)
iN1







αt+τ
(1)
N1∫

τ
(0)
i

[L1 (x, t, v)] dBi (x)





dG

(0)
i (t)+
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+

∞∫

α
(1)
i+1,N1

[∫ τ (0)i+1

τ
(0)
i

[L1 (x, t, v)] dBi (x)

]

dG
(0)
i (t) . (27)

Вспомогательные величины, определенные по (24)–(27), предна-
значены для единой формы записи основных характеристик модели:

p
(0)
ik = R

(0)
ik (1) , T

(0)
ik = R

(0)
ik (2) , d

(0)
ik = R

(0)
ik (3) , k = 0, i; (28)

p
(1)
ik = R

(1)
ik (1) , T

(1)
ik = R

(1)
ik (2) , d

(1)
ik = R

(1)
ik (3) , k = 0, N1. (29)

Подставляя (28), (29) в (2)–(4), получаем итоговые аналитические
выражения для основных вероятностных и стоимостных характери-
стик полумарковской модели рассматриваемой системы. Преобразо-
вания указанных характеристик для других вариантов соотношений
между вспомогательными параметрами выполняются аналогично.

5. Характеристики модели для вырожденных распределений.
В дальнейшем при решении задачи управления по отношению к функ-
ционалу такого вида особую роль будут играть вырожденные распре-
деления G∗i (∙), i = 0, N0 − 1, задаваемые как

G∗i (t) =

{
0, t ≤ ui,
1, t > ui,

(30)

где ui, 0 ≤ ui <∞, i = 0, N0 − 1 — некоторые фиксированные числа.
Запишем выражения для величин R

(0)
ik (v), k = 0, i, и R

(1)
ik (v),

k = 0, N1, для случая, когда управляющие вероятностные распределе-
ния G(0)i (t) имеют вид (30). Из равенств (24)–(27) получаем

R
(0)
ik (ui, v) =

=






0 при ui < α
(0)
i,k+1,

αui+τ
(0)
k+1∫

τ
(0)
i

L0 (x, ui, v) dBi (x) при α
(0)
i,k+1 < ui < α

(0)
ik ,

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

L0 (x, ui, v) dBi (x) при α
(0)
ik < ui < α

(0)
i+1,k+1,

τ
(0)
i+1∫

αui+τ
(0)
k

L0 (x, ui, v) dBi (x) при α(0)i+1,k+1 < ui < α
(0)
i+1,k,

0 при ui > α
(0)
i+1,k, k = 0, i− 1;

(31)
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R
(1)
ik (ui, v) =

=






0 при ui < α
(1)
i,k ,

αui+τ
(1)
k∫

τ
(0)
i

L1 (x, ui, v) dBi (x) при α
(1)
i,k < ui < α

(1)
i,k+1,

∫ αui+τ (1)k

αui+τ
(1)
k+1

L1 (x, ui, v) dBi (x) при α
(1)
i,k+1 < ui < α

(1)
i+1,k,

∫ τ (0)i+1

αui+τ
(1)
k+1

L1 (x, ui, v) dBi (x) при α(1)i+1,k < ui < α
(1)
i+1,k+1,

0 при ui > α
(1)
i+1,k+1, k = 0, N1 − 1;

(32)

R
(0)
ii (ui, v) =






τ
(0)
i+1∫

αui+τ
(0)
i

L0 (x, ui, v) при 0 ≤ ui < α
(0)
i+1,i,

0 при ui ≥ α
(0)
i+1,i;

(33)

R
(1)
iN1
(ui, v) =

=






0 при ui < α
(1)
i,N1

,

αui+τ
(1)
N1∫

τ
(0)
i

L1 (x, ui, v) dBi (x) при α(1)i,N1 ≤ ui < α
(1)
i+1,N1

,

τ
(0)
i+1∫

τ
(0)
i

L1 (x, ui, v) dBi (x) при ui ≥ α
(1)
i+1,N1

.

(34)

Из соотношений (28), (29) следует, что для случая вырожденных
управляющих распределений имеем

p
(0)
ik (ui) = R

(0)
ik (ui, 1) , T

(0)
ik (ui) = R

(0)
ik (ui, 2) ,

d
(0)
ik (ui) = R

(0)
ik (ui, 3) , k = 0, i;

(35)

p
(1)
ik (ui) = R

(1)
ik (ui, 1) , T

(1)
ik (ui) = R

(1)
ik (ui, 2) ,

d
(1)
ik (ui) = R

(1)
ik (ui, 3) , k = 0, N1.

(36)
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Воспользовавшись соотношениями (2)–(4) для случая вырожден-
ных управляющих распределений, находим основные вероятностные
и стоимостные характеристики полумарковской модели, вычисляемые
при дополнительном условии, состоящем в том, что параметр упра-
вления принимает фиксированное значение u = ui ∈ U :

pij (ui) = p
(0)
ii (ui) β

(0)
ij +

i−1∑

k=0

p
(0)
ik (ui)β

(0)
kj +

+

N1∑

k=0

p
(1)
ik (ui)β

(1)
kj , i, j = 0, N0 − 1; (37)

Ti (ui) = T
(0)
ii (ui) +

i−1∑

k=0

T
(0)
ik (ui) +

N1∑

k=0

T
(1)
ik (ui), i = 0, N0 − 1; (38)

di (ui) = d
(0)
ii (ui) +

i−1∑

k=0

d
(0)
ik (ui) +

N1∑

k=0

d
(1)
ik (ui), i = 0, N0 − 1. (39)

6. Экстремальная задача для дробно-линейного функционала.
В данной работе в роли целевого функционала, определяющего каче-
ство управления запасом, выступает стационарный стоимостной функ-
ционал (1), характеризующий среднюю удельную прибыль. Известно,
что общее представление стационарного функционала (1), описываю-
щего форму его зависимости от управляющих вероятностных распре-
делений G

(0)
i (x), i = 0, 1, . . . , N0 − 1, имеет дробно-линейную струк-

туру [13]

Id = Id

(
G
(0)
i (∙) , i = 0, N0 − 1

)
=

=

∞∫

0

. . .

∞∫

0

Ad (u0, . . . , uN0−1) dG
(0)
0 (u0) . . . dG

(0)
N0−1 (uN0−1)

∞∫

0

. . .

∞∫

0

Bd (u0, . . . , uN0−1) dG
(0)
0 (u0) . . . dG

(0)
N0−1 (uN0−1)

. (40)

Можно доказать, что если основная функция дробно-линейного
функционала

Cd (u0, . . . , uN0−1) =
Ad (u0, . . . , uN0−1)

Bd (u0, . . . , uN0−1)
(41)

достигает глобального экстремума (максимума) на множестве векто-
ров допустимых управлений U (N0) в некоторой фиксированной точке
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u
(1)
∗ =

(
u
(1)
0∗ , . . . , u

(1)
(N0−1)∗

)
, то экстремум (максимум) соответствующе-

го функционала Id
(
G
(0)
i (∙), i = 0, N0 − 1

)
существует и достигается

на вырожденных распределениях вида

G
(1)∗
i (x) =






0, x ≤ u
(1)
i∗ ,

1, x > u
(1)
i∗ ,

i = 0, N0 − 1, (42)

сосредоточенных в точках
(
u
(1)
0∗ , . . . , u

(1)
(N0−1)∗

)
.

Далее будут доказаны результаты о представлении стационарных
функционалов, связанных с управляемыми полумарковскими процес-
сами, в дробно-линейной форме. Идея такого представления была
сформулирована В.А. Каштановым [13, 14]. В данном исследовании
будет получено явное аналитическое выражение для основной функ-
ции рассматриваемого дробно-линейного функционала через извест-
ные характеристики управляемого полумарковского процесса.

7. Структура стационарных стоимостных функционалов. Для
решения задачи управления полумарковским процессом необходимо
установить структуру стационарного функционала, характеризующе-
го качество управления. Поскольку полученные результаты относятся
к общей теории управления полумарковским процессом с конечным
множеством состояний, вначале кратко опишем математическую мо-
дель управления.

Пусть ζ(t) — управляемый полумарковский процесс с конечным
множеством состояний X = {0, 1, . . . , N − 1}, N > 0, есть задан-
ное целое положительное число. Процесс ζ(t) управляется в моменты
tn, n = 0,∞, t0 = 0, в которые происходят последовательные из-
менения состояний. Управление процессом представляет собой слу-
чайную величину un, принимающую значения из некоторого мно-
жества возможных управлений U . Под множеством U понимается
множество вещественных чисел или некоторое из его подмножеств,
на котором задана стандартная σ-алгебра борелевских множеств. За-
дадим на множестве U набор вероятностных мер (распределений)
ψ0 (∙) , ψ1 (∙) , . . . , ψN−1 (∙), которые будут определять принимаемые ре-
шения об управлении в моменты времени tn при условии, что процесс
ζ(t) принимает фиксированное значение ζ (tn + 0) = i, i = 0, N − 1.

Последовательность {ζn = ζ (tn + 0)}
∞
n=0 образует управляемую

цепь Маркова, вложенную в полумарковский процесс ζ(t).
Предположим, что при стратегии управления, определяемой набо-

ром управляющих вероятностных мер ψ0 (∙) , ψ1 (∙) , . . . , ψN−1 (∙), цепь
Маркова {ζn}

∞
n=0, вложенная в полумарковский процесс ζ(t), имеет

ровно один класс возвратных положительных состояний. Известно,

78 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2013. № 3



что для такой цепи {ζn}
∞
n=0 существует единственное стационарное

распределение Π = (π0, π1, . . . , πN−1 ) [16]. Найдем аналитические
выражения для стационарных вероятностей πj, j = 0, N − 1, через
управляющие вероятностные меры ψ0 (∙) , ψ1 (∙) , . . . , ψN−1 (∙).

Запишем систему уравнений относительно стационарного распре-
деления вложенной цепи Маркова и преобразуем ее, исключив послед-
нее уравнение. Система принимает следующий вид:

πj −
N−1∑

i=0

πipij = 0, j = 0, N − 2; (43)

N−1∑

j=0

πj = 1. (44)

Теорема 1. Стационарные вероятности вложенной цепи Маркова
представимы в виде

πj =
1

D

∫
. . .

U(N−1)

∫
D̂(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1)

N−1∏

i=0
i 6=j

dψi (ui).

(45)
Здесь D — определитель матрицы системы уравнений (43), (44);
U (N−1) = U × U × . . .× U — декартово произведение размерностью
(N − 1) пространств возможных управлений;

D̂(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1) =

= (−1)N+j+1
∑

α(N−1),j

(−1)
δ(α(N−1),j)

×

× D̂(j)0
(
α(N−1),j, u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1

)
; (46)

α(N−1),j = (α0, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αN−1) — произвольная переста-
новка чисел (0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1); δ(α(N−1),j) — число
инверсий в перестановке α(N−1),j , причем суммирование в правой ча-
сти формулы (46) проводится по всем возможным перестановкам
набора чисел (0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1), число слагаемых в
этой сумме составляет (N − 1)!;

D̂
(j)
0

(
α(N−1),j, u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1

)
=

= p̃0,α0 (u0) . . . p̃j−1,αj−1 (uj−1) p̃j+1,αj+1 (uj+1) . . . p̃N−1,αN−1 (uN−1) ;
(47)
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p̃i,αi (ui) =

{
pii (ui)− 1, если αi = i,

pi,αi (ui) , если αi 6= i,

i = 0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1.

(48)

J Обозначим через Pπ матрицу линейной неоднородной систе-
мы (43), (44); через P (j)π — соответствующую матрицу, в которой j-й
столбец заменен столбцом свободных членов; через D = detPπ и
D(j) = detP (j)π — определители указанных матриц.

Система уравнений (43), (44) имеет единственное решение, которое
находится по формуле

πj =
D(j)

D
, j = 0, N − 1.

Запишем определитель D(j) через элементы матрицы P (j)π :

D(j) = detP (j)π =

=(−1)N+j+1
∑

α(N−1),j

(−1)
δ(α(N−1),j)

p̃0,α0 . . . p̃j−1,αj−1 p̃j+1,αj+1 . . . p̃N−1,αN−1 ,

(49)

где

p̃i,αi =

{
pii − 1, если αi = i,

pi,αi , если αi 6= i,
i = 0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1.

Теперь воспользуемся интегральным представлением величин p̃i,αi ,
i = 0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1:

p̃i,αi =






∫

U

[pii(ui)− 1] dψi(ui), если αi = i,

∫

U

pi,αi(ui)dψi(ui), если αi 6= i,

i = 0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N − 1. (50)

В соответствии со свойствами интегралов на произведении про-
странств (формулы повторного интегрирования) для любой фикси-
рованной перестановки α(N),j с учетом (50) имеет место соотноше-
ние [15]

p̃0,α0 . . . p̃j−1,αj−1 p̃j+1,αj+1 . . . p̃N−1,αN−1 =

∫

U

p̃0,α0 (u1) dψ1 (u1)× . . .×
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×
∫

U

p̃j−1,αj−1 (uj−1) dψj−1(uj−1)×
∫

U

p̃j+1,αj+1 (uj+1) dψj+1(uj+1)× . . .×

×
∫

U

p̃N−1,αN−1 (uN−1) dψN−1 (uN−1) =

=

∫
. . .

U(N−1)

∫
D̂
(j)
0

(
α(N−1),j, u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1

)N−1∏

i=0
i 6=j

dψi (ui) .

(51)

Подставляя (51) в (49) и используя свойство линейности интеграла,
получаем утверждение теоремы.I

С помощью формул (45)–(48) запишем выражение для стационар-
ного функционала, связанного с управляемым полумарковским про-
цессом, в аналитической форме. Рассмотрим стационарный показатель
качества управления в форме, аналогичной функционалу (1). Предпо-
ложим, что с рассматриваемым полумарковским процессом связан не-
который аддитивный функционал дохода, а показатель качества упра-
вления имеет вид

Ir =

N−1∑

i=1

riπi

N−1∑

i=1

miπi

, (52)

где rj — математическое ожидание дохода за время пребывания в со-
стоянии j, j ∈ X ,

rj =

∫

U

rj (uj) dψj (uj) ; (53)

mj — математическое ожидание времени пребывания в фиксированном
состоянии j, j ∈ X ,

mj =

∫

U

mj (uj) dψj(uj); (54)

(π0, π1, . . . , πN−1 ) — вектор, представляющий собой стационарное
распределение вложенной цепи Маркова.

В соотношении (53) rj (uj) — математическое ожидание дохода за
время пребывания в состоянии j при условии, что в момент перехода
в это состояние принято решение об управлении uj ∈ U, j ∈ X . В
соотношении (54) mj (uj) — математическое ожидание длительности
пребывания полумарковского процесса в состоянии j при условии, что
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в момент перехода в это состояние принято решение об управлении
uj ∈ U, j ∈ X .

Теорема 2. Стационарный функционал (52), являющийся показа-
телем качества управления полумарковского процесса, можно пред-
ставить в форме дробно-линейного функционала управляющих веро-
ятностных распределений

I = I (ψ0, . . . , ψN−1) =

∫
. . .

U(N)

∫
A0 (u0, . . . , uN−1)

N−1∏

i=0

dψi (ui)

∫
. . .

U(N)

∫
B0 (u0, . . . , uN−1)

N−1∏

i=0

dψi (ui)

, (55)

где подынтегральные функции числителя и знаменателя задаются
следующими выражениями:

A0 (u0, . . . , uN−1) =

=
N−1∑

j=0

rj(uj)D̂
(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1) ; (56)

B0 (u0, . . . , uN−1) =

=
N−1∑

j=0

mj(uj)D̂
(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1) , (57)

а функции D̂(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1), j = 0, N − 1 определя-
ются по соотношениям (46)−(48).

J Подставим в выражения для числителя и знаменателя стацио-
нарного функционала (52) интегральные выражения для стационар-
ных вероятностей вложенной цепи Маркова (45) и математических
ожиданий (53), (54), тогда нормированные величины имеют вид

I1 = D
N−1∑

j=0

rjπj =
N−1∑

j=0

∫

U

rj (uj) dψj (uj)×

×
∫

. . .

U(N−1)

∫
D̂(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1)

N−1∏

i=0
i 6=j

dψi (ui); (58)

I0 = D
N−1∑

j=0

mjπj =
N−1∑

j=0

∫

U

mj (uj) dψj (uj)×
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×
∫

. . .

U(N−1)

∫
D̂(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1)

N−1∏

i=0
i 6=j

dψi (ui). (59)

Преобразуем выражения в правых частях равенств (58) и (59), ис-
пользуя свойства интегралов на произведении пространств и линей-
ность интегралов [15]:

I1 =

∫

. . .

U(N)

∫ [N−1∑

j=0

rj (uj)D̂
(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1)

]

×

×
N−1∏

i=0

dψi(ui); (60)

I0 =

∫

. . .

U(N)

∫ [N−1∑

j=0

mj (uj)D̂
(j) (u0, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN−1)

]

×

×
N−1∏

i=0

dψi(ui). (61)

Таким образом, стационарный стоимостной функционал (52) можно
представить в виде

I =
I1

I0
, (62)

где I1, I0 — величины, определяемые по соотношениям (60) и (61). I
Соотношения (56) и (57) позволяют записать аналитические вы-

ражения для подынтегральных функций числителя и знаменателя
дробно-линейного функционала вида (40), представляющего собой
стационарный стоимостной функционал средней удельной прибыли
исследуемого управляемого полумарковского процесса.

8. Аналитические выражения для функций, задающих дробно-
линейные функционалы. Применим общие результаты, полученные
в разд. 7, к исследованию рассматриваемой модели управления запа-
сом. Сформулируем утверждение об аналитическом представлении
стационарного стоимостного функционала, являющегося критерием
качества управления в данной задаче управления запасом.

Теорема 3. Стационарный функционал средней удельной прибыли,
определяемый по равенству (1), представляет собой дробно-линейный
функционал вероятностных распределений G

(0)
i (ui), i = 0, N0 − 1.

Функционал аналитически задается формулой (40). Подынтеграль-
ные функции числителя и знаменателя этого функционала выража-
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ются соотношениями

Ad (u0, . . . , uN0−1) =

=

N0−1∑

i=0

di(ui)D̂
(i) (u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1) ; (63)

Bd (u0, . . . , uN0−1) =

=

N0−1∑

i=0

Ti(ui)D̂
(i) (u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1) ; (64)

D̂(i) (u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1) =

=(−1)N0+i+1
∑

α(N0−1),i

(−1)
δ(α(N0−1),i)

×

× D̂(i)0
(
α(N0−1),i, u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1

)
, (65)

где α(N0−1),i = (α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αN0−1) — произвольная пере-
становка чисел (0, . . . , i − 1, i + 1, . . . , N0 − 1); δ(α

(N0−1),i) — число
инверсий в перестановке α(N0−1),i, причем суммирование в правой ча-
сти формулы (65), проводится по всем возможным перестановкам
набора чисел (0, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , N0 − 1);

D̂
(i)
0

(
α(N0−1),i, u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1

)
=

= p̃0,α0 (u0) . . . p̃i−1,αi−1 (ui−1) p̃i+1,αi+1 (ui+1) . . . p̃N0−1,αN0−1 (uN0−1) ;

(66)

p̃k,αk (uk) =

{
pkk (uk)− 1, если αk = k,
pk,αk (uk) , если αk 6= k,

k = 0, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , N0 − 1. (67)

Вероятности перехода вложенной цепи Маркова полумарковско-
го процесса ζ (t) при фиксированных значениях параметра управле-
ния определяются по (37), математические ожидания длительно-
стей пребывания Ti (ui), i = 0, N0 − 1, и математические ожидания
прибыли di (ui), i = 0, N0 − 1, — по (38) и (39).

З а м е ч а н и е. Входящие в формулы (37)–(39) вспомогательные
вероятностные и стоимостные характеристики полумарковской мо-
дели:

p
(0)
ik (ui) , k = 0, i− 1; p

(0)
ii (ui) ; p

(1)
ik (ui) , k = 0, N1; i = 0, N0 − 1;

T
(0)
ik (ui) , k = 0, i− 1; T

(0)
ii (ui) ; T

(1)
ik (ui) , k = 0, N1; i = 0, N0 − 1;

d
(0)
ik (ui) , k = 0, i− 1; d

(0)
ii (ui) ; d

(1)
ik (ui) , k = 0, N1; i = 0, N0 − 1,
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находятся по (35), (36) с помощью предшествующих аналитических
выражений.
J Стационарный функционал средней удельной прибыли вида (1),

рассматриваемый в качестве целевого функционала в исследуемой за-
даче управления запасом, является частным случаем стационарного
стоимостного функционала вида (52). Структура этого функционала
(форма его зависимости от управляющих вероятностных распределе-
ний) определяется по теореме 2. Используем эту теорему. Отметим,
что основные вероятностные и стоимостные характеристики модели,
входящие в выражения для подынтегральных функций числителя и
знаменателя дробно-линейного функционала (55), т.е. в правые части
равенств (56), (57), найдены в ходе предшествующего анализа:

rj (uj) = dj (uj) ; mj (uj) = Tj(uj), j = 0, N0 − 1,

где dj (uj); Tj (uj), j = 0, N0 − 1, — функции, определяемые по (38),
(39) с учетом предшествующих соотношений. Условные вероятности
перехода pij (ui), i, j = 0, N0 − 1, в выражениях для вспомогатель-
ных функций D̂(i)(u0, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN0−1) находятся по (37) так-
же с учетом предшествующих соотношений. Таким образом, подынте-
гральные функции числителя и знаменателя дробно-линейного функ-
ционала (40) задаются аналитическими формулами (63), (64) с учетом
последующих равенств (65)–(67).I

9. Заключение. В разд. 8 доказано утверждение о представлении
показателя качества управления (1) в виде дробно-линейного функ-
ционала. Удалось явно выразить подынтегральные функции числите-
ля и знаменателя (см. (63), (64)), т.е. найти аналитическое выраже-
ние для основной функции этого функционала. Согласно утверждени-
ям, приведенным в разд. 6, решение проблемы оптимального управле-
ния определяется точкой глобального экстремума основной функции
Cd (u0, . . . , uN0−1), вычисляемой по (41).

Теоретически задачу поиска оптимального управления запасом в
рассматриваемой модели можно полагать решенной. Нахождение то-
чек, принадлежащих пространству допустимых векторных значений
параметров управления U (N0), которые доставляют глобальный экс-
тремум функции Cd (u0, . . . , uN0−1), является отдельной задачей. Та-
кую задачу необходимо исследовать для заданного конкретного набо-
ра исходных характеристик модели только численными методами с
помощью средств современной вычислительной техники.
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