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Аннотация Ключевые слова 
Используемые для многомасштабного моделирова-
ния модели варьируются от моделей квантовой 
механики до моделей механики сплошной среды. 
В микромасштабе модели молекулярной динамики 
требуют больших вычислительных ресурсов. Таким 
образом, модели макромасштаба, подразумевающие 
применение модифицированных моделей сплош-
ной среды и позволяющие учесть связь характери-
стик материалов на макро- и микроуровнях, сохра-
няют свою актуальность. Один из известных похо-
дов к построению таких моделей связан с учетом 
влияния пространственной и временной нелокаль-
ности сплошной среды. Все модели нелокальных 
сред включают в себя некоторые параметры нело-
кальности, варьирование и подбор которых и поз-
воляет учитывать связь характеристик среды 
на макро- и микроуровнях. В настоящее время уста-
новление связей этих параметров макромасштабных 
моделей с параметрами моделей атомистической 
и молекулярной динамики — актуальная задача. 
Здесь на примере задачи о стационарном темпера-
турном состоянии однородной пластины с учетом 
пространственной нелокальности показана воз-
можность установления указанных связей парамет-
ров разномасштабных моделей. Для одномерной 
задачи при рассмотрении простой функции влия-
ния получено аналитическое решение. Исследовано 
влияние коэффициента нелокальности на степень 
отклонения распределения температуры по тол-
щине пластины от классического решения. Выпол-
нено сопоставление температурного состояния 
пластины, полученное в рамках макромасштабного 
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подхода, с результатами математического модели-
рования на наноуровне распределения температуры 
методом неравновесной молекулярной динамики 
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Введение. К многомасштабным относят материалы, для которых необхо-
димо использовать многомасштабный подход при моделировании одного 
или нескольких физических явлений, которые происходят в различных 
временных масштабах и для разных характерных длин [1–3]. Например, 
классическая механика материалов не позволяет при моделировании 
учесть микроструктурные особенности материалов, так как масштаб дли-
ны, соответствующий этим особенностям, существенно меньше характер-
ного размера классической механики. 

Основные подходы многомасштабного моделирования — иерархиче-
ское [1, 4] и гибридное [5, 6] многомасштабное моделирование. При первом 
подходе материал условно разбивают на несколько масштабов длин. Моде-
ли для разных масштабов запускают независимо. Для соединения незави-
симо работающих моделей в рассмотрение вводят параметры соединения. 
В случае второго подхода многомасштабная модель работает как единый 
пакет, в котором модели разных масштабов запускаются одновременно. 

Модели, используемые для многомасштабного моделирования, варьи-
руются от моделей квантовой механики до моделей механики сплошной 
среды. Для захвата наномасштабных явлений используют модели атоми-
стической и молекулярной динамики [7–9]. Точность таких моделей зави-
сит от эмпирических межатомных потенциалов. В микромасштабе  
(< 0,1 мкм) модели молекулярной динамики требуют больших вычисли-
тельных ресурсов. Следовательно, модели макромасштаба, подразумеваю-
щие применение модифицированных моделей сплошной среды и позво-
ляющие учесть связь характеристик материалов на макро- и микроуров-
нях, актуальны и в настоящее время. Один из походов к построению таких 
моделей связан с учетом влияния пространственной и временной нело-
кальности сплошной среды [10–13]. Для одномерных задач в [14–16] ис-
следовано влияние эффекта пространственной нелокальности на поле 
температуры в случае нестационарных процессов. Возможности анализа 
математических моделей непрерывной среды могут быть расширены 
вследствие применения вариационных методов [17, 18]. 

Все модели нелокальных сред содержат такие параметры нелокально-
сти, варьирование и подбор которых позволяют учесть связь характери-
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стик среды на макро- и микроуровнях. Установление связей этих парамет-
ров макромасштабных моделей с параметрами моделей атомистической  
и молекулярной динамики является актуальной задачей. Возможность 
установления связей можно рассмотреть применительно к достаточно 
простой задаче о стационарном температурном состоянии однородной 
пластины с заданными значениями температуры на ее поверхностях. 

Постановка задачи. Если материал неограниченной в своей плоскости 
пластины обладает свойством пространственной нелокальности по отно-
шению к процессу теплопереноса и имеет постоянное значение коэффици-
ента теплопроводности, то одномерное установившееся распределение тем-
пературы ( )T z  по толщине = consth  в такой пластине при заданных значе-
ниях температуры на ее поверхностях и наличии эффекта нелокальности 
будет удовлетворять интегродифференциальному уравнению [14, 15]  

 
2

2 12 2
0

( ) ( )( , ) = 0, , (0, )1
hd T z d dT zh p z z dz z z hp

dz dzdz
 (1) 

с граничными условиями  

 0(0) = , ( ) = .hT T T h T  (2) 

Здесь z  — координата, отсчитываемая от поверхности пластины с темпе-
ратурой 0T  по направлению внутренней нормали к этой поверхности; 

2 [0, 1),p  1( , )z z  — параметр пространственной нелокальности процес-
са теплопереноса и функция, определяющая интенсивность проявления 
эффекта пространственной нелокальности в окрестности точки с коорди-
натой z  в материале пластины. 

Для последующего анализа влияния эффекта пространственной 
нелокальности на установившееся распределение температуры в пластине 
при заданных граничных условиях целесообразно перейти к безразмерной 
координате = /z h  и безразмерной температуре 
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Тогда уравнение (1) примет вид  

 
12 2

2 2
0

( ) ( )( , ) = 01 d p d d dp
d dd

 (3) 

с граничными условиями  

 (0) =1, (1) = 1.  (4) 
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В качестве функции влияния предложено несколько вариантов соот-
ношений [7, 10]. Выберем одно из наиболее простых, которое в безразмер-
ной форме имеет вид 

 1
1 | | 1( , ) = ( , ) = 1 = 1 sign( ) .z z  (5) 

При использовании соотношения (5) необходимо выполнить условия 
| | 1/ 2  и | | / = 0  при | |> .  Величину =a h  приня-
то называть радиусом нелокальности [10]. 

Для пластины из однородного материала при = const  следует ожи-
дать, что распределение безразмерной температуры ( )  при граничных 
условиях (4) будет антисимметричным относительно средней плоскости 
пластины с безразмерной координатой = 1/ 2.  Тогда из условий (4) сле-
дует, что (1/ 2) = 0.  

Преобразование интеграла в уравнении (3). Поскольку интегрирова-
ние по координате  и дифференцирование по координате  во втором 
слагаемом уравнения (3) являются независимыми операциями, допустимо 
продифференцировать по  функцию влияния ( , ),  входящую сомно-
жителем в подынтегральное выражение интеграла в этом уравнении.  
В результате с учетом равенства | |= ( )sign( )  вместо уравне-
ния (3) получим  

 
12

22 2
0

( ) ( )sign( ) = 0, , (0, 1).1 d dp dp
dd

 (6) 

Пусть отношение 1/  равно целому числу ,N  причем четному. Тогда 
интеграл в левой части равенства (6) с учетом граничных условий (4) 
можно представить в виде 

 
1 1

0 0 1

( ) ( ) ( )sign( ) = sign( ) sign( )d d dd d d
d d d
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Для первых двух интегралов в правой части равенства (7) имеем 

 0 0

( ) ( ) ( )sign( ) = =

( ) 2 ( ) 1, 0 < < ,

d d dd d d
d d d  
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1 1

1 1

( ) ( ) ( )sign( ) = =

1 2 ( ) (1 ), 1 < < 1.

d d dd d d
d d d  

Аналогично для каждого слагаемого суммы в правой части равенства (7) 
запишем  

 ( 1)

( )sign( ) = ( ) 2 ( ) (( 1) ),

( 1) < < , 1 < < 1.

j

j

d d j j
d

j j j N
 

В силу антисимметрии распределения безразмерной температуры 
( )  относительно безразмерной координаты = 1/ 2  имеем тождество 
( ) ( ) 0.j N j  Поэтому сумма интегралов в правой части соот-

ношения (7) будет равна 2 ( ).T  В результате интегродифференциальное 
уравнение (6) перейдет в однородное обыкновенное дифференциальное 
уравнение второго порядка  

 
2

2
2
( ) ( ) = 0,d

d
 (8) 

где 22 2= 2 (1 ).p p  
Анализ решения уравнения (8). Решением уравнения (8) с учетом 

граничных условий (4) будет равенство  

 
sh (1/ 2 )( ) = .

sh ( / 2)
 (9) 

При отсутствии в процессе теплопереноса в материале пластины эффекта 
пространственной нелокальности 2( 0)p  распределение безразмерной 
температуры будет линейным: 

 0( ) = 1 2 .  (10) 

Действительно, предельным переходом при 2 0p  из соотношения (9) 
следует равенство (10). 

Согласно зависимости на рис. 1, с увеличением коэффициента  воз-
растает отличие распределения по толщине пластины безразмерной тем-
пературы ( )  от линейного, соответствующего отсутствию эффекта про-
странственной нелокальности и сохранению лишь теплопереноса в соот-
ветствии с гипотезой Био — Фурье. 
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С возрастанием коэффициента  про-
исходит приближение к нулю значения 
производной  

                           
=1/2

( )( ) =D  

в средней плоскости пластины, что озна-
чает ослабление теплового взаимодей-
ствия двух слоев пластины, разделенных 
этой плоскостью. В гипотетическом случае 
существования равенства ( ) = 0D  такое 
взаимодействие будет возможно лишь  
за счет эффекта пространственной нело-
кальности. Результаты анализа соотноше-
ния (9) позволяют установить зависи-
мость производной от коэффициента ,  представленную в полулогариф-
мических координатах на рис. 2, а. 

Рис. 2. Зависимость абсолютного значения производной D( )  
от коэффициента  (а) и связь параметра p2 и коэффициента  (б)  

при  = 1/2 (1), 1/4 (2), 1/6 (3), 1/8 (4), 1/10 (5) и 1/20 (6) 

Фиксированное значение коэффициента  наряду с влиянием на сте-
пень отклонения распределения температуры по толщине пластины  
от линейного определяет для рассматриваемого материала пластины одно-
значную связь относительного размера  области влияния эффекта про-
странственной нелокальности и параметра 2 ,p  характеризующего интен-

Рис. 1. Зависимость 
безразмерной температуры 

( , ) от безразмерной 
координаты   при  = 0 (1),  

2 (2), 5 (3), 10 (4) 
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сивность проявления этого эффекта. Согласно зависимости на рис. 2, б,  
по мере возрастания коэффициента  эта связь приводит к увеличению 
параметра 2 ,p  причем тем интенсивнее, чем больше значение .  

Сравнение с результатами моделирования на наноуровне. Результа-
ты математического моделирования методом неравновесной молекуляр-
ной динамики распределения температуры в прямолинейном стержне  
с идеально теплоизолированной боковой поверхностью из [19] можно со-
поставить с полученным выше решением задачи для пластины. Участки 
стержня, прилегающие к его торцам, имеют заданные значения температу-
ры, поддерживаемые двумя термостатами. В объеме стержня находятся  
6 464 атома, энергообмен между которыми происходит за счет переноса 
фононов. По длине стержня между термостатами расположены 70 атомов. 
Для количественного описания взаимодействия атомов использован по-
тенциал Леннарда — Джонса [20]. 

При различных сочетаниях значений температуры на торцевых 
участках стержня из твердого аргона на рис. 3 [19] сплошными цветными 
линиями показаны стационарные распределения температуры по длине 
упомянутого стержня. Штриховой наклонной прямой 1 отмечено рас-
пределение температуры, которое отвечает установившемуся темпера-
турному состоянию, соответстветствующему континуальной модели 
процесса теплопроводности. Эта прямая расположена между попереч-
ными сечениями стержня, отстоящими от торца на расстояниях, равных 
15 % его длины. Прилегающие к торцами участки такой длины соответ-
ствуют термостатам. 

Прямой 2 на рис. 3 показано установившееся распределение темпера-
туры в сплошном стержне, соответствующее континуальной модели  
процесса переноса тепловой энергии. Эта прямая расположена между по-
перечными сечениями стержня, отделяющими прилегающие к торцам изо-
термические участки от его средней части, в которой происходит измене-
ние температуры. Кривая 3 построена между этими поперечными сечения-
ми по формуле (9), описывающей стационарное температурное состояние 
однородной пластины с заданными на ее поверхностях температурами,  
материал которой обладает эффектом пространственной нелокальности  
по отношению к процессу теплопроводности. Значение коэффициента 

22 2= 2 = 61p p  в (9) подобрано из условия наиболее близкого 
соответствия между кривыми 3 и 4 [19] математическим моделирова- 
нием с использованием метода неравновесной молекулярной динамики  
и с учетом наибольшего отклонения от прямой 1. 
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Рис. 3. Стационарное распределение температуры вдоль стержня из атомов 
твердого аргона [19] при 3…5 (—), 6…10 (—), 15…25 (—) и 30…50 K (—) 
 
Потенциал Леннарда — Джонса использован в [19] в предположении, 

что его действие ограничено одним межатомным расстоянием. Поскольку 
протяженность участка стержня с изменяющейся между термостатами тем-
пературой составляет примерно 80 межатомных расстояний, соответству-
ющий радиус нелокальности в таком случае следует принять равным 1/80, 
что с учетом подобранного выше значения = 6  позволяет получить оцен-
ку для параметра пространственной нелокальности процесса теплопереноса 

2 0,002.p  Вне зависимости от свойств материала пластины (и рассматри-
ваемого тела) изложенный подход дает возможность по результатам моде-
лирования или экспериментального исследования на наноуровне в каждом 
конкретном случае установить связь между значениями  и 2.p  

Заключение. Cопоставление температурного состояния пластины, по-
лученное в рамках макромасштабного подхода, который характерен для 
термомеханики сплошной среды, но с учетом влияния эффекта простран-
ственной нелокальности, с результатами математического моделирования 
на наноуровне распределения температуры методом неравновесной моле-
кулярной динамики позволило установить связь между существенно раз-
номасштабными моделями. 
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Abstract Keywords 
 Models used in the multiscale simulation are ranging 
from the quantum mechanics to the continuum 
mechanics models. At the microscale, the molecular 
dynamics models are computationally intensive. Thus, 
the macroscale models imply the modified continuum 
models, make it possible to take into account 
relationship between the material characteristics at the 
macro and micro levels, and are remaining relevant. 
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One of the well-known approaches to constructing such 
models involves considering the influence of the 
continuum spatial and temporal nonlocality. All the 
nonlocality medium models include certain nonlocality 
parameters, which variation and selection make it 
possible to account for connection between medium 
characteristics at the macro and micro levels. Currently, 
establishing connections between these macroscale 
models parameters and parameters of the atomistic and 
molecular dynamics models becomes an urgent task. 
The paper uses the example of a problem in the 
stationary temperature state of a homogeneous plate 
taking into account the spatial nonlocality, and 
demonstrates a possibility to establish the indicated 
relationships between parameters of the different-scale 
models. An analytical solution was obtained for the one-
dimensional problem when considering a simple 
influence function. Influence of the nonlocality coef-
ficient on the degree of deviation of the temperature 
distribution over the plate thickness from the classical 
solution was analyzed. The plate temperature state 
obtained within the framework of the macroscale 
approach was compared with the mathematical 
simulation results at the temperature distribution 
nanolevel using the nonequilibrium molecular dynamics 
method 
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