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Аннотация Ключевые слова 
Приведены математическая модель и метод анали-
тического решения задачи теплопереноса в тонкой 
анизотропной пластине, компоненты тензора теп-
лопроводности в которой зависят от температуры 
(нелинейные среды) под действием точечного ис-
точника тепловой энергии. Подбором цепочки 
автомодельных переменных задача Коши для нели-
нейного уравнения теплопереноса в анизотроп-
ной пластине сведена к нелинейной задаче Коши 
для обыкновенного дифференциального уравне-
ния. Его аналитическое решение показало волновой 
характер теплопереноса, когда область с возмущен-
ным температурным распределением ограничена 
нестационарно подвижными эллипсами. В точках 
этих эллипсов наблюдаются разрывы тепловых 
характеристик — температуры, градиентов темпе-
ратуры, тепловых потоков, производных темпера-
туры по пространственным переменным второго, 
третьего порядков и далее. Установлено, что в не-
линейной среде на плоских фронтах тепловых волн, 
каждая точка которых перемещается в различ-
ных направлениях и с различными скоростями, 
непрерывны температуры и нелинейные тепловые 
потоки, но разрывны градиенты температуры 
и производные второго, третьего порядков и далее 
по пространственным переменным. Полученные 
результаты подтверждают выводы о том, что ис-
точником волнового теплопереноса является нели-
нейность среды, т. е. зависимость характеристик 
теплопереноса от температуры 
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Введение. При высокоинтенсивном нагреве тел теплоперенос в последних 
не подчиняется классическому закону Фурье, так как не учитывает дискрет-
ность среды. Так, в условиях теплового и механического ударов при запуске 
ядерных реакторов, гиперзвуковом полете летательных аппаратов в плот-
ных слоях атмосферы, в релятивистской механике тепловые потоки распро-
страняются с конечной скоростью и, следовательно, описываются уравне-
ниями гиперболического типа в отличие от уравнения теплопереноса пара-
болического типа в линейной среде на основе закона Фурье. В последнее 
время волновой теплоперенос на основе закона Вернотта — Каттанео — 
Лыкова (ВКЛ) исследован во многих работах. Например, в [1–3] такой теп-
лоперенос рассмотрен в локально-неравновесных средах, когда тепловой 
поток отстает от градиента температуры на время релаксации. При анализе 
теплопереноса в нелинейных средах на основе закона ВКЛ в [4] теоретиче-
ским путем обнаружены тепловые ударные волны. Физические основы  
в локально-неравновесных средах довольно полно описаны в [5, 6]. Матема-
тическое моделирование волнового теплопереноса в локально-неравнове-
сных средах рассмотрено в [7–9]. Волновой теплоперенос в локально-
неравновесных средах на основе закона ВКЛ при воздействии на полубес-
конечное и ограниченное тела периодических температурных и тепловых 
импульсов, изолированных по времени, которые распространяются в теле 
как изолированные по пространственной переменной импульсы (тепловые 
солитоны), изучен в [10]. 

Теоретические основы режимов с обострением в задачах для квазили-
нейных уравнений параболического типа описаны в [11]. Такие режимы 
характеризуют волновой теплоперенос за счет нелинейности среды, свя-
занной или с зависимостью теплопроводности материала тела от темпера-
туры или с наличием нелинейного источника тепловой энергии (неодно-
родность дифференциального уравнения теплопроводности). Указанная 
задача в [12] решена аналитически, также исследован эффект поглощения 
тепловой волны с фронтом, разделяющим возмущенную и холодную 
(начальной температуры) области. Волновой перенос тепловых и механи-
ческих напряжений с двухфазным запаздыванием исследован в [13]. Необ-
ходимо отметить работы [14, 15], в которых описаны источники мощных 
излучений, их энергий, непрерывного или дискретного действия. С помо-
щью плазменного разряда и действующей на него интенсивной ультразву-
ковой кавитации в [16–18] изучены процессы, близкие к абляции и пиро-
лизу, с образованием наночастиц металлов и керамики. 

Цель работы — формирование математической модели и метода по-
лучения нового аналитического решения задачи о волновом теплопере-
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носе в анизотропной пластине с нелинейными свойствами под действием 
точечного источника тепловой энергии, определение геометрических и 
кинематических характеристик фронтов тепловых волн, анализ разрывов 
или непрерывностей тепловых характеристик (температуры, тепловых 
потоков, градиентов температуры и вторых производных температуры 
по пространственным переменным) на основе исследования аналитиче-
ского решения и численных экспериментов. 

Постановка задачи. Сформулируем задачу теплопереноса в анизотроп-
ной пластине толщиной ,  компоненты тензора теплопроводности которой 

являются степенными функциями 
температуры. Пластина находится под 
действием точечного источника тепло-
вой энергии 0 ,E  приложенного в на-
чале координат (рис. 1). Внутренняя 
граница пластины теплоизолирована, 
вследствие чего в нормальном к по-
верхности пластины направлении  
(по толщине пластины) температура 

постоянна. Теплота распространяется вдоль осей ,Ox  Oy  декартовой си-
стемы координат. 

Предположим, что вся поступающая в пластину тепловая энергия 
0E  аккумулируется в ней и является постоянной величиной (не изме-

няющейся во времени). 
В соответствии с этими допущениями математическая формулировка 

задачи относительно температуры ( , , )T x y t  имеет вид 

 
( ) ( )

( ) ( ) ,

xx xy

yx yy

T T Tc T T
t x x x y

T TT T
y x y y

 

 , , ,x y  0;t  (1) 

 0( , , ) ( 0) ( 0) ( 0) const,
S

c T x y t dxdy E x y t  (2) 

 ( , , 0) 0,T x y  , , ,x y  0.t  (3) 

Здесь c  — теплоемкость;  — плотность; t — время; ,xx  ,xy  ,yx  yy  — 
компоненты тензора теплопроводности;  — толщина пластины; S  — 

Рис. 1. Расчетная схема
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площадь поверхности пластины; 0E  — мощность, подведенная к пластине  
в течение малого промежутка времени  так, что 0E  — подводимая энер-
гия (Дж); ( 0),x  ( 0),y  ( 0)t  — дельта-функции Дирака.  

Компоненты ( ),xx T  ( ),xy T  ( ),yx T  ( )yy T  тензора теплопроводно-
сти в декартовой системе координат определяются через его главные 
компоненты ( ),T  ( )T  и угол  ориентации главных осей ,O  O  
относительно осей ,Ox  Oy  следующим образом [1]: 

 2 2( ) ( ) cos ( ) sin ,xx T T T  

 ( ) ( ) ( ) ( ) sin cos ,xy yxT T T T  (4) 

 2 2( ) ( ) sin ( ) cos .yy T T T  

В соответствии с тем, что тензор теплопроводности симметричен 
( ) ( ),xy yxT T  смешанные производные в (1) равны между собой. 
Представим главные компоненты тензора теплопроводности в виде 

 ,k T  ,k T  (5) 

где ,k  k  — постоянные величины, Вт/(м · K  + 1),  — показатель степе-
ни. 

Метод решения. Для исключения смешанных производных в задаче 
(1)–(5) используем преобразование поворота декартовой системы коор-
динат вокруг центра О на угол :  

 
cos sin ,

sin cos
x y

x y
 (6) 

с дальнейшей подстановкой (6) в соотношения (1)–(3), тогда получим 
(дельта-функции опущены): 

 ,T T Tc k T k T
t

 , , ,  0;t   (7) 

 const0, , ,
S

ET t d d
c

 , , ,  0;t  (8) 

 , , 0 0,T  , , ,  0.t  (9) 

Введем новую пространственную систему координат: 

 1/2
1 / ,x L k  1/2

2 / ,x L k  (10) 
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L  — любое значение нелинейной теплопроводности (например,  
L  = 1 Вт/(м · K  + 1)), из (7)–(9) получим задачу для изотропного тела: 

     
1 1 2 2

,T T Ta T a T
t x x x x

   1 2, , ,x x  0;t   (11) 

 0
1 2 1 2, , ,

S

k k ET x x t dx dx
L c

 1 2, , ,x x  0,t  (12) 

где / ( )a L c  — коэффициент температуропроводности, м2/(с · K ); 

 1 2, , 0 0,T x x  1 2, , ,x x  0.t  (13) 

Решение задачи будем искать в автомодельном виде 

 1 2 1 2( , , ) ( , ),T x x t t q q  (14) 

где 1 2( , )q q  — функция автомодельных переменных 1,q  2 ,q  K/с , 

 1
1 ;xq

t
 2

2 .xq
t

 (15) 

В выражениях (14), (15) показатели ,   определим подстановкой 
(14), (15) в задачу (11)–(13): 

 

1
1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

,

,

t q q q q
q q

t a
q q q q

 

 1 2, , ,q q  0;t  (16) 

 02
1 2 1 2, ,

S

k k Et q q dq dq
L c

   1 2, , ,q q  0;t  (17) 

 1 2, 0,q q  1 2, , .q q  (18) 

Из (16) и (7) формируются два линейных относительно ,   уравнения 

 1 1 2 ,  2 0,  

из которых следует 

 1 ;
1

   1 .
2 1

 (19) 
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Таким образом, из (16)–(19) получаем стационарную нелинейную задачу 
теплопроводности относительно функции 1 2( , ):q q  

 1 2
1 1 2 2 1 2

1 1 0,
2 1 1

a a q q
q q q q q q

 

 1 2, , ;q q   (20) 

 0
1 2 1 2, ,

S

k k Eq q dq dq
L c

 1 2, , .q q  (21) 

Пусть функция 1 2,q q  — центрально симметрична относительно 
центра (0, 0)O  (см. рис. 1), т. е. зависит от одной пространственной пере-
менной. Следовательно, в полярных координатах 

 1 cos ,q r  2 sin ,q r  2 2
1 2 ,r q q  arctg 2 1/q q  (22) 

производные первого порядка в уравнении (20) исчезают, и задача (20), 
(21) трансформируется в задачу Коши для нелинейного обыкновенного 
дифференциального уравнения (ОДУ) второго порядка относительно 
функции ( ):r  

 1 0,
2 1 1

a d d r dr
r dr dr dr

 0, ;r  (23) 

 02 ,
r

k k Er r dr
L c

 0, .r  (24) 

При переходе в интеграле (21) к полярным координатам (22) якобиан 
перехода равен ,r  интеграл по  — 2 .  

Функция 1 2,q q  является центрально симметричной и трансфор-
мируется в функцию ,r  тогда в уравнении (23) при 0r  должно вы-
полняться условие симметрии 

 0 0,d
dr

  0,r  (25) 

т. е. задачу (23), (24) можно представить как 

 21 0;
2 1

r r r
a

 (26) 
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 02 ;
r

k k Er r dr
L c

 (27) 

 0.r  (28) 

Первый интеграл уравнения (26) равен 

 
2 1

1 ,
2 1

r r r C
a  

где 1 0C  в силу условия (28) при 0.r  
Следовательно, из (26)–(28) получим задачу 

 
2

0,
2 1

rr r
a

 (29) 

 02 const.
r

k k Er r dr
L c

 (30) 

Решение ОДУ с разделяющимися переменными (29) имеет вид 

 
1/

2 2
0 ,

4 1
r r r

a
 (31) 

где 

 

2
0

4 1
r
a  

— постоянная интегрирования; 0r  может быть определено из условия 
постоянства энергии (30). 

Из (30) и (31) следует, что 

 
1/

1/ 02 2
02 ,

4 1 r

k k Er r r dr
L a c

   0, .r  (32) 

Интеграл в левой части выражения (32) вычисляется в квадратурах, 
для чего он преобразуется к виду ( 0/r r  изменяется от 0 до 1): 

  
1/21/ 1( 1)/ 02

0
0 0 00

12 1 ,
4 1

k k r r r Er d
L a r r r c

 (33) 

тогда  
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1/21

0 0 00

/ 21 ,
1

r r rd
r r r

 (34) 

где 1 1/ 0.  
Объединяя (33) и (34), находим 

 
/( 1)1/ 02

0
1 41 .Er a

k k
 (35) 

Таким образом, выражения (31) и (35) определяют решение задачи (26)–
(28), а через (14) — решение задачи (11), (12). Возвращаясь к декартовым 
координатам, с учетом выражений (6), (10), получаем решение искомой 
задачи (1)–(3): 

 
1/

1/ 1
1, ,

4 1
T x y t

at
 

 

1/
2 2

2
0 2 21/ 2 2 1/ 2 2

cos sin sin cos .
/ /

x y x yr
t k L t k L

 (36) 

Если выражение в фигурных скобках в (36) равно нулю, то ( , , ) 0T x y t  
и кривая 

 
2 2

2 2
cos sin sin cos 1,x y x y

l l
 (37) 

где 

 1/(2 2)
0 ;kl r t

L
    1/(2 2)

0
kl r t
L

 (38) 

определяют фронт 0( , , ),r x y t  разделяющий области пластины с ненуле-
вой температурой и нулевой температурой. Эти области ограничены эл-
липсами с полуосями (38) вдоль главных осей ,O  .O  

Из (34), (35) следует, что 1,  0  для нелинейной задачи, так 
как 0  — случай линейной исходной задачи. Кроме того, из условия 
1 1/ 0  следует ( , 1) (0, ).  

Результаты анализа. Согласно результатам анализа выражения (36), 
на фронте бегущей тепловой волны в точках с координатами ,x ,y  ,t  
расположенных на эллипсах с полуосями ,l  l  (38), температура непре-
рывна, производные первого порядка по пространственным переменным 
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разрывны, плотности тепловых потоков за счет наличия сомножителя 
T  непрерывны, а вторые производные температуры по пространствен-
ным переменным — разрывны. 

Распределения температуры вдоль каждой координатной оси при трех 
фиксированных моментах времени, полученные по (35), (36), показаны  
на рис. 2. Входные данные для расчета: 1,0,  1,2,  1,5;  0;  

15 Вт /(м K );k  11 Вт/(м K );k  7 310 Дж/(м K);c  2  мм; 

0 1E  кДж. Результаты приведены в плоскостях сечений 0y  и 0.x  
При этом 0 / ( )E c  в соответствии с (35) входит в выражение для 2

0 ,r  харак-
теризующего координаты границы фронта тепловой волны. 

 

 

 
Рис. 2. Распределения темпе-

ратуры и фронта тепловой волны 
при  = 1,0 (а), 1,2 (б) и 1,5 (в)  

в моменты времени t = 10–3 (1),  
2 · 10–3 (2) и 5 · 10–3 с (3)  

в сечениях y = 0 (I), x = 0 (II) 
 

Зависимости подтверждают волновой характер распределения тем-
пературы с фронтом тепловой волны на изотермах ( , , ) 0,T x y t  описы-
ваемых эллипсами с полуосями (38). При 0t  решение (36) стремится 
к дельта-функции. 

Согласно зависимостям на рис. 2, областями ненулевого решения  
в различные моменты времени являются области, ограниченные эллип-
сами с разными скоростями распространения тепловых волн в различ-
ных направлениях. 
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Для любого угла  из выражения (36) находим координаты x  фронта 
тепловой волны при 0y  и координаты y  при 0,x  когда ( , , ) 0:T x y t  

 
1/2

1/(2 2) 2 2
0 cos sin ,L Lx r t

k k
 

 
1/2

1/(2 2) 2 2
0 sin cos ,L Ly r t

k k
 

откуда определяются скорости движения точек фронта тепловой волны: 

 
1/2

0 (2 1)/(2 2)2 2cos sin ,
2 2x

dx r L Lv t
dt k k

 

 
1/2

0 (2 1)/(2 2)2 2sin cos .
2 2y

dy r L Lv t
dt k k

 

Результаты показывают, что чем ближе время к начальному моменту 
времени, тем выше температура, которая резко снижается с увеличением 
времени. Так, для 1,0  в момент времени 310t  с температура в начале 
координат составляет примерно 4000 K, а при 35 10t  с — около 2000 K. 
При миллисекундных длительностях температура в начале координат  
может значительно превышать температуру фазовых переходов любых  
материалов. При возрастании  она резко снижается, так как с увеличе-
нием теплопроводности тепловая энергия интенсивнее отводится на пери-
ферию от места приложения источника энергии. Так, для 1,2   
при 310t  с температура в начале координат составляет примерно 2000 K,  
при 35 10t  с — около 1000 K, а для 1,5  примерно 800 и 400 K соот-
ветственно. 

Выводы. Рассмотрены постановка и метод получения аналитическо-
го решения задач теплопроводности с нелинейными теплофизическими 
характеристиками в анизотропном пространстве от импульсного источ-
ника тепловой энергии. 

Установлено, что процесс теплопереноса носит волновой характер, 
определяемый теплопроводностью в виде степенной функции темпера-
туры, с четко выраженным фронтом тепловой волны, нестационарно 
продвигающемуся по холодному пространству. В соответствии с анизо-
тропным характером теплопереноса в двумерном случае фронты тепло-
вых волн нестационарно подвижны и имеют форму эллипсов. 
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На фронтах тепловых волн температура непрерывна, а первые и вто-
рые производные температуры по пространственным переменным раз-
рывны, тогда как плотности тепловых потоков непрерывны вследствие 
наличия сомножителя .T  
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Abstract Keywords 
The paper presents mathematical model and method 
for analytical solution of the heat transfer problem in 
a thin anisotropic plate, which thermal conductivity 
tensor components depend on the temperature (non-
linear media) and exposed to action of the thermal 
energy point source. By selecting a chain of self-
similar variables, the Cauchy problem for nonlinear 
heat transfer equation in the anisotropic plate was 
reduced to the nonlinear Cauchy problem for the 
ordinary differential equation. Its analytical solution 
showed the heat transfer wave nature, when the re-
gion with perturbed temperature distribution was 
bounded by the non-stationary moving ellipses. Dis-
continuities in thermal characteristics were observed 
at points of those ellipses, including temperature, 
temperature gradients, heat fluxes and temperature 
derivatives with respect to spatial variables of the 
second and third orders and above. It was established 
that temperature and non-linear heat fluxes were not 
disrupted in the nonlinear medium in the thermal 
wave plane fronts, where each point was moving in 
different directions and with different velocities, but 
temperature gradients and derivatives of the second, 
third orders and further were disruptive in space 
variables. The results obtained confirm conclusions 
that the wave heat transfer source is the medium 
nonlinearity, i.e., the heat transfer characteristics 
dependence on the temperature 

Thermal conductivity, wave 
heat transfer, nonlinear thermal 
characteristics, anisotropy, 
temperature, self-similar 
variables, thermal conductivity 
tensor, thermal wave front 
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