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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрено квазиклассическое обобщение уравне-
ния Лондонов, приводящее к связи между кванто-
ванием магнитного потока куперовских пар и дис-
кретностью электрического заряда. С использова-
нием правила квантования Бора — Зоммерфельда 
на основе однозначности флуксоида сделан вывод 
квантования магнитного потока. Полученное кван-
тование применено к гипотезе о магнитных моно-
полях, предложенной Дираком, которая актуальна 
вследствие присутствующей в современной физике 
асимметрии в описании электрических и магнитных 
свойств вещества. На достаточно простой модели 
возможного эксперимента разобран вариант реги-
страции монополя по скачку потока магнитной 
индукции и связанное с этим изменение тока в кон-
туре. Рассмотрен вопрос о различных единицах 
измерения монополя и схожесть результата с полу-
ченным на основе серии работ Швингера, в которых 
он исходил из соображений ввода гипотетической 
частицы, обладающей электрическим и магнит-
ным зарядами — диона. Представлено возможное 
объяснение вихря Абрикосова — на основе пред-
ставления вихря в виде намагниченной тонкой 
нити — через магнитные трубки, на концах которых 
расположены монополи разных зарядов (диполь). 
В отличие от большинства работ, посвященных этой 
проблеме, вычисления выполнены в СИ. Выведены 
условия квантования заряда монополя 
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Введение. Гипотеза о магнитных монополях предложена П. Дираком  
в 1931 г., ему удалось доказать, что существование монополя не только  
не противоречит квантовой теории, но и позволяет обосновать такое 
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важное свойство электрических зарядов, как квантование. Существова-
ние монополя объяснило бы кратность электрического заряда заряду 
электрона и дополнило бы общую теорию электромагнетизма, которой 
характерна асимметрия в описании электрических и магнитных свойств 
вещества. В настоящей работе предположено, что в случае обнаружения  
у монополей связанного с ними магнитного потока, который квантуется, 
вопрос существования этих частиц был бы решен положительно. 

Рассмотрен ансамбль сверхпроводящих электронов, для которых необ-
ходимо вывести выражение, описывающее магнитный поток. Задача реше-
на с использованием квазиклассического квантового обобщения уравнений 
Лондонов. Очевидно, что связанная со сверхпроводящими носителями 
функция ассоциируется с однозначным вдоль любой замкнутой траекто-
рии флуксоидом. На основе этого факта к полученному решению применя-
ется правило квантования Бора — Зоммерфельда, в результате чего опре-
деляется квантование магнитного потока, которое оказывается связанным  
с дискретностью электрического заряда. 

Рассмотрено применение полученного результата к гипотезе о маг-
нитных монополях, для чего решена задача о равномерном движении 
монополя сквозь круговой проводник. Из найденного выражения для 
импульса электрона определен заряд монополя, т. е. прохождение моно-
поля сквозь контур приводит к возникновению скачка потока магнитной 
индукции, что несложно проверить с помощью предложенного в работе 
эксперимента. 

Описан вихрь Абрикосова как поле двух монополей. Вихри пред-
ставлены в виде намагниченной тонкой нити, проходящей через магнит-
ные трубки, на концах которых расположены монополи разных зарядов. 
Вычисление скалярного магнитного потенциала такой нити подтвержда-
ет отсутствие противоречивости с гипотезой о существовании магнитных 
монополей. 

Квазиклассическое квантовое обобщение уравнений Лондонов. 
Применим принцип квазиклассичности к ансамблю сверхпроводящих 
электронов с общей плотностью .sn  Принимая общепринятую куперов-
скую гипотезу о совокупности бесспиновых пар массой 2m  и зарядом 2 ,е  
получаем для плотности потока в классическом случае выражение 

 1 .
2 s sn v   (1) 

Плотность потока частиц в квазиклассическом приближении имеет 
смысл представить в виде ( / 2) ,N j  где N  — общее число сверхпроводя-



Квазиклассическое квантовое обобщение уравнения Лондонов и гипотеза монополей 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 4 41 

щих электронов; / 2N  — число куперовских пар. Общее определение 
плотности потока вероятности для одной куперовской частицы: 

 
,

2 2
ij

m  
волновую функцию, согласно общим рекомендациям [1, 2], представим  
в виде 

 

1 .i rr e
V  

Отметим, что в [3] допущена неточность в записи нормирующего мно-
жителя, хотя конечный результат оказался верен. Тогда плотность потока 
вероятности выражается через функцию  стандартным образом:  

 1 .
4 2
ij i i
m V mV

  (2) 

Объединяя (1), (2), получаем 

 1
2 2 2 s s

N n v
mV

 

или 
 2 .smv   (3) 
Вводя канонический импульс (см. [4]) для куперовской пары в виде 

2 2 ,s sp mv eA  соотношение (3) перепишем следующим образом: 
2 2 .smv eA  

Следует отметить, что  

 2 2
2 22 2 2 2 2 2

2 22 ( / 2)
s s s s

m n m nmv e v env e v j
e n e n

 

( j  — плотность тока куперовских пар), причем постоянные Лондонов 
для сверхпроводящих электронов и куперовских пар совпадают (факт  
неочевидный): 

 
2 2
2 .

2 ( / 2)
c

m m
e ne n  

Отметим еще одно интересное обстоятельство. Поскольку флуксоид,  
о котором шла речь в [4], являющийся функцией, связанной со сверхпрово-
дящими носителями, однозначен вдоль любой замкнутой траектории ,L  
обходящей отверстие, можно, по аналогии со случаем волновых функций 
атомных электронов, принять правило квантования Бора — Зоммерфельда 



И.Н. Алиев, З.А. Самедова, Р.Э. Лятифов 

42  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 4  

и потребовать, чтобы для каждого сверхпроводящего электрона выполня-
лось условие ,s

L
p dl nh  т. е. 

 
.

L L L
e jdl eAdl e jdl e nh

 
Здесь  — полный магнитный поток. На больших расстояниях от от-
верстия, превышающих глубину проникания поля, первое слагаемое 
близко к нулю и получается правило квантования магнитного потока  
в сверхпроводниках ( ) / .nh e  

Квант магнитного потока: 

 150 4,125 10h
e

 Тл · м2. 

Однако экспериментальные результаты [5] позволяют получить значе- 
ние квантового магнитного потока, уменьшенное в 2 раза: 0

15 22, 06 10 Тл м  
7 22, 06 10 Гс см .  Это указывает на то, что сверх-

проводящий ток осуществляется куперовскими парами. Представим полу-
ченное значение для кванта потока в виде 

 
0

0
.

2 4
h e
e c  

Здесь 2 0/ 4e c  — постоянная тонкой структуры в СИ, значение 
1/137  не зависит от выбора системы единиц. Таким образом, кван-

тование магнитного потока куперовских пар и дискретность электриче-
ского заряда связаны. 

Гипотеза о магнитных монополях. Применим полученный результат  
к гипотезе о магнитных монополях. Дирак положил начало теории магнит-
ных монополей [6]. В последующие годы наблюдать их не удавалось, но ин-
терес к ним никогда не проходил и периодически к изучению монополей 
возвращались [7, 8]. Как правило, идея магнитных монополей реализовы-
валась в необычной форме. Так, в [9] рассмотрен ансамбль из большого 
числа намагниченных шариков. Вычисляя энергию этой совокупности  
и минимизируя ее, удалось получить устойчивые состояния. Показано,  
что возможный учет монополей более точно объяснит этот эффект. 

Постоянный интерес к этой проблеме связан, несомненно, в присут-
ствующей в современной физике асимметрии в описании электрических 
и магнитных свойств вещества. В связи с этим уместно вспомнить вы-
ступление П. Дирака на симпозиуме в Лайольском университете: «Еще 
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один пример красивой математики привел к идее магнитного монополя. 
Когда я делал эту работу, то надеялся найти какое-нибудь объяснение  
постоянной тонкой структуры. Но этого не получилось. Математика 
неумолимо привела к монополю. С теоретической точки зрения можно 
считать, что монополи должны существовать потому, что соответствую-
щая математика красива» [10]. 

В настоящее время наиболее очевидным указанием на существование 
монополей стало бы обнаружение связанного с ними магнитного потока, 
причем последний должен быть квантованным. 

Далее понадобится запись теоремы Гаусса для монополей. Необхо-
димо сделать следующее замечание ввиду того, что в СИ встречаются не-
стыковки с магнитными величинами, в частности, связанные с магнит-
ными монополями. Дело в том, что в этой системе используются два про-
тиворечивых определения магнитного заряда с различными единицами 
измерения — вебер (вб, Wb) и ампер-метр (А · м, A · m) — связанные 
между собой соотношением 0(Wb) (A m),g g  где 0  — коэффициент, 
который достаточно строго обоснован в [10]; g  — магнитный заряд 
уединенного монополя. Большинство физиков по традиции в магнетизме 
работают в СГС, а при переходе к СИ приходится выполнять перевод фи-
зических единиц и соответственно связанных с ними формул. Согласно 
рекомендациям из [11], в качестве единицы измерения примем ампер. 
Тогда теорему Гаусса можно представить в виде  0 .

S
BdS g  

Квант магнитного потока. В качестве возможного варианта экспе-
римента рассмотрим движение монополя g  с постоянной скоростью v  
вдоль оси Oz  сквозь круговой проводник радиусом R (рис. 1). 

Рис. 1. Схема движения монополя сквозь кольцевой проводник 

Подобный вариант рассмотрен в [12], однако расчет велся в СГС  
и при вычислениях были допущены некоторые неточности, поэтому 
здесь приведен более подробный и корректный расчет. 
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Модифицированное уравнение Максвелла [гл. 9.4, 11]: 

 
0rot ,m

BE j
t  

где mj gv x y z vt  — плотность тока монополя. 
Переходя к интегральному представлению, получаем 

 0 .
L S S

BEdl dS gv z vt x y dS
t

 

Здесь ,L  S  — длина окружности и площадь поперечного сечения конту-
ра. Тогда 

 
0

0

2 ;

1 .
2

S S

dE R BdS gv z vt x y dxdy
dt

dE gv z vt
R dt

 

Касательная сила изменяет импульс электрона, находящегося в кольце: 

 
0 .

2
edp dp eEdt d gv z vt dt
R  

Проинтегрируем это выражение по всему времени прохождения моно-
полем оси :Oz t  

 
0 0 .

2 2
t
t

e ep g g
R R  

При интегрировании учтены равенство потока нулю при достаточном 
удалении монополя от контура и свойства дельта-функции. В квазиклас-
сическом приближении 

 
,

2
h hp n

R  
откуда 0/eg h n  — соотношение Паули в рационализированном ви-
де. Проведя несложные преобразования и введя постоянную тонкой 
структуры, получаем выражение для минимального значения заряда мо-
нополя: 

 
2
cg e  при 1.n  

Таким образом, прохождение монополя приводит к появлению тока  
в контуре и связанному с ним скачку потока магнитной индукции, кото-
рый можно зафиксировать. 
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Отметим еще одно обстоятельство, которое не принято во внимание  
в [13]. При записи уравнений движения носителя заряда в контуре учиты-
валась сила электростатического взаимодействия, что возможно только  
в среде без электрического сопротивления. В таком случае контур может 
быть или сверхпроводящим, или хорошо проводящей средой. Отличие 
этих двух объектов обсуждается в настоящее время [14]. Однако при пере-
ходе от отдельных электронов к куперовским парам удваивается как масса, 
так и заряд носителей, что, очевидно, не влияет на результат. 

Этот результат также получен на основании серии работ Д. Швингера 
[15–18]. Рассмотрена гипотетическая частица, обладающая электриче- 
ским и магнитным зарядами, а именно дион, и движение этой частицы  
по окружности вокруг неподвижной частицы. Учитывая, что комбинации 
остаются инвариантными при повороте системы координат на произволь-
ный угол, и квантуя полученный момент импульса, можно получить  
указанное соотношение. Идея дионов достаточно широко обсуждалась, од-
нако в [19, 20] показано, что гипотеза дионов как составных частей адронов 
не объясняет до конца их электрические и магнитные дипольные свойства. 

Вихрь Абрикосова как поле двух монополей. Один из первых сним-
ков вихрей Абрикосова в охлажден-
ном до сверхпроводящего состояния 
свинце, легированном индием, пред-
ставлен на рис. 2. Вихри визуализиро-
ваны на электронном микроскопе за 
счет «прилипших» к ним частиц фер-
ромагнетика кобальта [21]. 

Рассмотрим следующую модель 
вихря. Представим пятна на рис. 2 
как основание площадью S  некото-
рой тонкой гибкой намагниченной 
нити (рис. 3). Введем дополнитель-
ное условие для вектора намагничи-
вания: const.MS g  Тогда выражение для скалярного магнитного по-
тенциала будем искать в виде 

 3 3 3 3 3

, ,,,,
.

4 4 4 4 4
m MSdl r g r dlMSdl rMdV rdp r

d
r r r r r  

Потенциал, создаваемый всей нитью, вычисляется интегрированием 
вдоль ее длины: 

Рис. 2. Снимок вихря Абрикосова 
(поверхность сверхпроводника) 

второго рода 
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1 2

1 1, .
4 4 4 4L L

g g d g gdl dl
r dl r r r

 

Здесь 1r  — расстояние от монополя g  до точки наблюдения; 2r  — рас-
стояние от монополя до .g  Из последнего следует возможность суще-
ствования монополя с противоположным знаком. 

Рис. 3. Возможная связь вихря Абрикосова с монополями 
 
Последнее утверждение обсуждалось в [9, 19] и не противоречит мо-

дифицированным уравнениям Максвелла. В пользу изложенной гипоте-
зы свидетельствует еще одно обстоятельство. Вращение одной магнито-
содержащей частицы вокруг другой рассмотрено в [18]. Это возможно 
лишь при разнополярности частиц. 

Заключение. Начальное рассмотрение эквивалентности вихрей  
Абрикосова и поля, создаваемого магнитными трубками с монополями  
на конце, выглядит непротиворечиво. В этом случае учет коллективного 
влияния совокупности трубок приведет к магнитному полю сверхпровод-
ника второго рода, квантование которого может подтвердить существова-
ние монополя. Современное состояние изучения монополя описано в [22]. 
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Abstract Keywords 
The paper considers the London equation semi-
classical generalization leading to a connection between 
the Cooper pairs magnetic flux quantization and the 
electric charge discreteness. Using the Bohr — Som-
merfeld quantization rule, a derivation of the magnetic 
flux quantization was made on the basis of the fluxoid 
uniqueness. The resulting quantization was applied 
to the magnetic monopoles hypothesis proposed 
by Dirac, which remains relevant due to the asymmetry 
present in the modern physics in describing electrical 
and magnetic properties of matter. On a fairly simple 
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model of the possible experiment, an option of register-
ing a monopole by a jump in the magnetic induction 
flux and the associated alteration in the circuit current 
were studied. The paper analyzed the problems of the 
monopole different measurement units and the results 
similar to those obtained on the basis of the Schwinger 
series of works, where he proceeded from considering 
introduction of a hypothetical particle with the electric 
and magnetic charges, i.e., the dyon. Possible explana-
tion of the Abrikosov vortex is presented, it is based 
on vortex representation in the form of a magnetized 
thin thread through the magnetic tubes, at the ends 
of which monopoles of different charges (dipole) are 
positioned. Unlike most the works devoted to this prob-
lem, calculations were performed in the SI system. The 
monopole quantization conditions were derived
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