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Аннотация Ключевые слова 
Получена компактная аналитическая формула, 
определяющая полное множество решений задачи 
модального управления по состоянию для широкого 
класса многомерных динамических систем с век-
торным входом, у которых число состояний нацело 
делится на число управляющих входов, а индекс 
управляемости равен частному от этого деления. 
Формула является обобщением на системы с век-
торным входом формулы Аккермана, применяемой 
к многомерным системам со скалярным входом. 
В основу получения обобщенной формулы Аккер-
мана положены оригинальные понятия обобщен-
ной канонической формы Люенбергера и операции 
блочного транспонирования матриц. Для наиболее 
удобного расчета регулятора исходная система 
с векторным входом приводится к обобщенной 
канонической форме Люенбергера с помощью двух 
последовательных преобразований подобия. Дока-
зана лемма, демонстрирующая компактный анали-
тический вид матрицы обратного преобразования. 
Эквивалентность переходов позволяет получить 
полное счетно-бесконечное параметризованное 
множество решений рассматриваемой задачи мо-
дального управления. Его параметризация обеспе-
чивается за счет выбора блочных коэффициентов 
матричного полинома, определитель которого соот-
ветствует заданному скалярному характеристиче-
скому полиному. В случаях, когда матричный по-
лином, участвующий в параметризации, не раскла-
дывается на множители, обобщенная формула 
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Аккермана содержит решения задачи модального 
управления, которые не могут быть получены 
с использованием существующего декомпозицион-
ного метода. Представлены примеры, демонстриру-
ющие как пригодность предлагаемой формулы 
к аналитическому конструированию модальных 
регуляторов по состоянию для систем с векторным 
входом, так и ее преимущества по сравнению с де-
композиционным методом 
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Введение. Одними из наиболее известных явных расчетных формул, 
применяемых для модального синтеза регуляторов и наблюдателей  
линейных динамических систем в пространстве состояний, являются 
формулы Басса — Гура [1] и Аккермана [2]. Эти формулы применяют  
к многомерным системам со скалярным входом в задаче со следующей 
постановкой [3]. 

Задана полностью управляемая многомерная система со скалярным 
входом 
 ,ux Ax b   (1) 
где  — оператор дифференцирования по времени (для непрерывных 
систем) или сдвига на шаг вперед (для дискретных систем); 1kx  — 
вектор состояния; k kA  — матрица состояния; 1kb  — матрица 
управления (вектор-столбец); u  — скалярный управляющий вход. 
Здесь и далее  — множество действительных чисел, а запись вида 

n m  соответствует множеству матриц размерностью m n  с действи-
тельными коэффициентами. 

Требуется определить матрицу регулятора тk  по состоянию (вектор-
строку), обеспечивающую матрице замкнутой системы заданный харак-
теристический полином 

 тpoly ,A bk   (2) 

где 

 1 1 0
1 0 0 11 1, ,  , ,  .k k

k kp p p p p p  (3) 

Справедлива следующая теорема [2]. 
Теорема 1. Формула Аккермана. Решение задачи модального управ-

ления по состоянию (2) многомерной линейной динамической систе- 
мой со скалярным входом (1) единственно и определяется по формуле 
Аккермана 
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 т 10 0 0 1 , ,Uk A b A   (4) 

где 1( , ) kU A b b Ab A b  — матрица управляемости Калмана. 
Основным преимуществом формулы Аккермана (4) является ее явный 

аналитический вид, что позволяет по известным параметрам системы (1)  
и заданному расположению полюсов, выраженному в коэффициентах  
полинома (2), рассчитать искомую матрицу регулятора. В отличие от фор-
мулы Басса — Гура [1] здесь не требуется дополнительно находить харак-
теристический полином матрицы состояния A  и строить на его основе 
теплицеву матрицу [4]. 

Для формулы Басса — Гура [1], изначально применявшейся только 
для многомерных систем со скалярным входом, авторами настоящей ра-
боты предложено обобщение, распространяемое на широкий класс мно-
гомерных систем с векторным входом [5], у которых число состояний 
нацело делится на число управляющих входов, а индекс управляемости 
[6] совпадает с частным от этого деления. Рассмотрено обобщение фор-
мулы Аккермана на тот же класс многомерных систем с векторным вхо-
дом. Существующие обобщения формулы Аккермана на многомерные 
системы с векторным входом [7, 8] не могут быть представлены в явном 
аналитическом виде [7] или не определяют полного множества решений 
исследуемой задачи [8], поэтому предлагаемое исследование актуально. 
Сформулирована следующая постановка задачи. 

Постановка задачи. Задана полностью управляемая многомерная си-
стема с векторным входом 
 ,x Ax Bu  (5) 

где 1nx  — вектор состояния; n nA  — матрица состояния; 
n mB  — матрица управления; 1mu  — векторный управляющий 

вход; размерности векторов x  и u  таковы, что /n m k  (индекс управ-
ляемости системы). 

Требуется определить множество матриц регулятора по состоянию 
,K  обеспечивающих матрице замкнутой системы заданный характери-

стический полином (3): 
 poly .A BK   (6) 

Решение задач модального синтеза существенно упрощается, если 
предварительно с использованием преобразования подобия привести  
исходную многомерную систему к удобной канонической форме. Для си-
стемы со скалярным входом (1) это каноническая форма Люенбергера [9], 
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которую можно обобщить и на исследуемый класс систем с векторным 
входом (5). 

Обобщение канонической формы Люенбергера. В системе (5) число 
состояний n  кратно числу управляющих входов .m  Это позволяет, опери-
руя вместо скалярных коэффициентов в матрицах (1) блоками размерно-
стью m m  в матрицах (5), полагать задачу (5), (6) блочным аналогом  
задачи (1), (2). Особенность состоит в том, что при работе с блочными 
матрицами используется операция блочного транспонирования. 

Определение 1. Операцией p × q-блочного транспонирования (обознача-
ется верхним индексом )p qT  матрицы, составленной из блоков 

,
p q

i jM  ( 1, , , 1, , ),i n j m  называется перемещение блоков ука-
занной размерности в соответствующие транспонированию позиции  
(из столбцов в строки) без перемещения элементов внутри блоков: 

 

1,1 1,2 1, 1,1 2,1 ,1

2,1 2,2 2, 1,2 2,2 ,2

,1 ,2 , 1, 2, ,

.

p q
m n

m n

n n n m m m n m

M M M M M M
M M M M M M

M M M M M M

T

 

Свойства блочного транспонирования применительно к соответству-
ющим блокам аналогичны свойствам обычного транспонирования [10]. 

Определение 2. Для системы с векторным входом (5) обобщенной ка-
нонической формой Люенбергера называется полученная в результате 
преобразования подобия x Tx  система 

 

0 1 2 1

,

m m m m m m m m m

m m m m m m m

m m

m m m m m m m m m

k k m

BA

0 I 0 0 0
0 0 I 0

0x x u
0 0 0 I 0

P P P P I

  (7) 

где  

 

0 1 1

0

1 1 1

1

,  ,  ,  ,

, .

m m
k

k k

k

P P P
P
P

P U A B U B AB A B
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Здесь и далее записи вида n m0  и nI  соответствуют нулевой матрице 
размерностью n m  и единичной матрице порядка .n  

Показано [4], что матрица состояния A  в обобщенной канонической 
форме Люенбергера (7) и ее характеристический полином рассчитывают-
ся из соотношений 

 1 ,m mA U AU T
  (8) 

 1 1 1 0poly poly det ,k km kA A I P P P   (9) 

а матрица перехода от системы (5) к канонической форме (7) — 

 1,T UU   (10) 

где 1kU B AB A B  — неособенная матрица, составленная  
из первых k  m × m-блочных столбцов матрицы управляемости системы 
(7) и обладающая свойством m × m-блочной симметрии 

 .m mU UT   (11) 

Согласно свойствам преобразования подобия [10], вектор ,P  состав-
ленный из m × m-блочных коэффициентов характеристического поли-
нома (9), инвариантен к преобразованию 

 1 1 1 .
k

k k

U BA

P TU TA T TB U A B   (12) 

Ввиду того, что после решения задачи модального синтеза для обоб-
щенной канонической формы Люенбергера (7) выполняется обратный 
переход к исходной системе (5), представляет интерес следующая лемма. 

Лемма 1. О матрице обратного перехода от обобщенной канониче-
ской формы Люенбергера. Пусть для системы (5) выполнен переход  
к обобщенной канонической форме Люенбергера (7): 

 1 1, .A T AT B T B  

Тогда матрица обратного перехода 1T  составляется из первых k  
m × m-блочных строк матрицы наблюдаемости для пары матриц A  
и 1.m mB UT  

◀ Запишем матрицу, составленную из первых k  m × m-блочных строк 
матрицы наблюдаемости для пары матриц A  и 1:m mB UT  
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Поскольку матрица перехода к обобщенной канонической форме Люен-
бергера имеет вид (10), для доказательства равенства 1T N  необходи-
мо и достаточно доказать тождество 

 .NU U  (13) 

Рассчитаем левую часть тождества (13) с учетом соотношения (8): 

 

1

1

11 1

.

m mm m

m m m mm m
m m

m mm m m m kk

BB U U
B AB U AUNU U

B U A U B A

TT

T TT
T

TT T

  (14) 

Отсюда, согласно равенству (11), следует справедливость тождества (13). ▶ 
Далее решим эквивалентную задаче (6) задачу модального управле-

ния по состоянию для пары матриц A  и B  в обобщенной канонической 
форме Люенбергера (7). Сравним множества матриц регулятора по со-
стоянию ,K  полученные различными аналитическими методами: с ис-
пользованием многоуровневой декомпозиции [11] и без нее (с помощью 
обобщенной формулы Басса — Гура) [4]. 

Решение с использованием многоуровневой декомпозиции [11]. 
Число уровней декомпозиции (включая нулевой уровень 0 ,A A  

0 )B B  равно / .n m k  
Декомпозиция выполняется по формулам [11]: 

 т
1 1, , 0, , 2,L L Li i i i ii i i i kA B A B B B A B  

где 1 1
L

k i m k i m miB I 0  — полуортогональные левые аннулято-
ры [12]. Таким образом, матрица состояния на каждом новом (вышестоя-
щем) уровне получается из матрицы состояния на предыдущем уровне  
путем удаления нижней m × m-блочной строки и правого m × m-блочного 
столбца, а матрица управления — из соответствующей матрицы управления 
удалением верхнего m × m блока: 
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1 1 1

1
, , 1, , 1.

k i m m k i m k i m m
i i

m m m k i m m
i k

0 I 0
A B

0 0 I
 (15) 

Назначим по уровням 0, , 1i k  матрицы m m
iΦ  с желаемы-

ми спектрами (множествами собственных значений) [13], которые в со-
вокупности обеспечивают заданный характеристический полином (3): 

 0 1 1poly .m m m kI Φ I Φ I Φ   (16) 

Здесь и далее запись вида n m  соответствует множеству матриц размер-
ностью m n  с комплексными коэффициентами. Рассчитаем матрицы 
регуляторов iK  на указанных уровнях по формулам [11]: 

 1 11 1 1 11 1 ,k k k kk kK B A Φ B Φ  

 , 2,  3, , 0,i i i i i i k kK B A Φ B  

где т 1 1 .Li i i mi iB B K B K I  Таким образом, 

 
,0 ,1 , 1

0 0,0 0 0,1 1 10, 1

, 1,  2, ,1,

,

i i i i k i

kk

i k kK P P P

K P P P P P P
  (17) 

где ,i jP  ( 0, , 1, 0, , 1)i k j k i  — коэффициенты матричных 
полиномов 

 
1 1

1 ,1 ,0, 1 .
m i m i m k
k i k im i ii k i

I Φ I Φ I Φ

I P P P
 

Решение с использованием обобщенной формулы Басса — Гура [4]. 
Представим искомую матрицу регулятора по состоянию для пары матриц 
A  и B  в блочном виде: 

 1,1 1,2 1, 1,1 1,2 1,, ,  , ,  .m m
k kK K K K K K K  (18) 

Матрица замкнутой системы (7), (18) 

 

0 1,1 1 1,2 2 1, 1 1 1,

m m m m m m m

m m m m m

m m

m m m m m m m

k k k k

0 I 0 0
0 0 I

0A BK
0 0 0 I
P K P K P K P K
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принадлежит тому же классу блочных матриц, что и матрица состояния A  
(аналог сопровождающей матрицы характеристического полинома [9]).  
Поэтому ее характеристический полином записывается по аналогии с поли-
номом (9): 

 poly A BK  

 1
1 1, 1 1,2 0 1,1det .k km k kI P K P K P K  (19) 

Назначим блочный вектор 

 0 1 0 11 1, ,  , ,  ,m m m m
k kP P P P P P PT  

коэффициенты которого обеспечивают заданный характеристический 
полином (3): 

 1
1 01det , .k k mk k kP P P P P I   (20) 

Приравняв эти коэффициенты к соответствующим коэффициентам мат-
ричного полинома (19), получим требуемое значение матрицы регулято-
ра по состоянию (18): 

 0 0 1 1 11 .m m m m
kkK P P P P P P P PT T   (21) 

Поскольку в методе расчета все переходы эквивалентны, формула (21) 
определяет полное множество решений задачи модального управления 
по состоянию системой (5) в обобщенной канонической форме Люенбер-
гера (7). 

Обобщение формулы Аккермана. Обратный переход от регулятора 
K  (21) для обобщенной канонической формы Люенбергера (7) к регуля-
тору K  для исходной системы (5) выполняется по обобщенной формуле 
Басса — Гура [4]: 

 1 1.m m m mK KT P P TT T   (22) 

При использовании формулы (22) необходимо дополнительно рассчиты-
вать блочный аналог характеристического полинома матрицы состояния 
A  (блочный вектор )P  и строить блочный аналог теплицевой матрицы 
[5] для формирования матрицы обратного перехода 1.T  

Следующая теорема позволяет представить формулу (22) в явном 
аналитическом виде (зависящей только от матриц ,A  B  и полинома ),  
без построения дополнительных матриц, кроме матрицы управляемости. 
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Теорема 2. Обобщенная формула Аккермана. Полное множество 
решений задачи модального управления по состоянию (6) многомерной 
линейной динамической системой с векторным входом (5) определяется 
обобщенной формулой Аккермана 

 1

0
,,

k
im m m m mi

i
0 0 IK P U A B A  (23) 

где 1( , ) kU B B B BA A A , а m × m-блочные коэффициенты iP  
удовлетворяют равенству (20). 

◀ Рассмотрим обобщенную формулу Басса — Гура (22). В силу лем-
мы 1 матрица обратного перехода в ней равна 

 

1

1
1

11

.

m m

m m

m m k

B U

B U AT N

B U A

T

T

T

 

Подставив это значение в расчетную формулу (22), получим равенство 

 

1

1

11

1

1

11

.

m m

m m
m m m m

m m

m m

m m
m m m m

m m

k

k

B U

B U AK P P

B U A

B U

B U AP P N

B U A

T

T
T T

T

T

T
T T

T

 

Рассчитаем второе слагаемое в этом равенстве, используя (8), (12) и (14): 

 

1

1 1

1 1 .

m mm m m m

m m m m m m

k

k

k k

NP

U A U

P N U A B U U

B A U B U A

TT T

T T T  

Таким образом, искомая матрица регулятора по состоянию имеет вид 
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 1
0

,m m
k

ii
i

K P B U AT  

откуда после подстановки значения матрицы B  из записи (7) следует 
формула (23). ▶ 

Если 1,m  то обобщенная формула (23) переходит в формулу Ак-
кермана (4).  

Сравнение решений с использованием декомпозиции и без нее. 
Принципиальное отличие решения (21) от решения (17), полученного  
с использованием декомпозиционного метода, состоит в следующем.  
При расчете по обобщенной формуле Аккермана для обеспечения задан-
ного характеристического полинома (3) назначается полином (20) с ко-
эффициентами jP  ( 0,  1, ,  1),j k  который не обязательно должен 
раскладываться на матричные множители, как это сделано в полиноме 
(16) с коэффициентами 0, .jP  

Следовательно, множество матриц регулятора (21) может оказаться 
шире, чем аналогичное множество (17). Расширение происходит за счет 
тех решений, когда полином (20) не раскладывается на матричные мно-
жители. 

Если в задаче требуется, чтобы матрица регулятора, обеспечивающего 
заданный характеристический полином (3), имела еще и заданный вид 
[14, 15], то необходимое решение найти проще за счет назначения гото-
вого полинома (20), чем подбором матричных множителей в разложении 
(16), если последнее существует. 

Приведем примеры описанных случаев, демонстрирующих преиму-
щества обобщенной формулы Аккермана перед декомпозиционным ме-
тодом для рассматриваемого класса многомерных систем с векторным 
входом (5). 

Примеры матричных полиномов и применения обобщенной фор-
мулы Аккермана. Рассмотрим примеры, когда назначаемый матричный 
полином 2 1 0mI P P  ( 2),k  обеспечивающий заданный скалярный 
характеристический полином (20) 

 2
1 0det ,mI P P   (24) 

раскладывается или не раскладывается на матричные множители  
вида (16), т. е. примеры разрешимости или неразрешимости системы 
уравнений  
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 0 1 1

0 1 0

,Φ Φ P
Φ Φ P

  
(25)

  

относительно матриц 0Φ  и 1Φ  размерностью .m m  

Пример 1. Заданы 
4

4, 2, , \ 0 .km m  
Назначены 2 × 2-блочные коэффициенты 

 
2

1 0 2

2 0
, .

0 2 0
P P  

В этом случае обеспечивается заданный характеристический поли-
ном (24): 

 
2

2 2 1 0 2
det det ,

0
I P P  

но система уравнений (25) неразрешима относительно матриц 0Φ  и 1.Φ  

Пример 2. Заданы 4, 2,km m
2 2

,x y  
\ 0 .  Назначены 2 × 2-блочные коэффициенты 

 
2

1 0 2

02
, ,

0 2 0

xx

y y

P P  

которые обеспечивают заданный характеристический полином (24): 

 
2

2 2 1 0 2
det det .

0

x

y

I P P  

Система уравнений (25) разрешима относительно матриц 0Φ  и 1.Φ   
Одно из двух возможных решений этой системы имеет относительно про-
стой вид (собственные значения располагаются на главной диагонали): 

 
0 1

0 1

, ,
00

poly poly .

y x
xx

x yx y

yy

x y

Φ Φ

Φ Φ
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Пример 3. Заданы 6
6, 3, ,km m 1,2 2,3 3,1, ,  

\ 0 .  Назначены варианты 3 × 3-блочных коэффициентов: 

1,2

1 0 2,3

2 0 0 0
a) 0 2 0 , 0 ;

0 0 2 0 0
P P  

1 0 2,3

3,1

2 0 0 0 0
б) 0 2 0 , 0 ;

0 0 2 0
P P

 

1,2

1 0

3,1

2 0 0 0
в) 0 2 0 , 0 0 ;

0 0 2 0
P P

 

1,2

1 2,3 0

2 0 0 0
г) 0 2 , 0 0 ;

0 0 2 0 0
P P

 

1 0 2,3

3,1

2 0 0 0 0
д) 0 2 0 , 0 ;

0 2 0 0
P P

 

1,2

1 0

3,1

2 0 0 0
е) 0 2 0 , 0 0 .

0 0 2 0
P P

 
Во всех вариантах обеспечивается заданный характеристический по-

лином (24), но система уравнений (25) неразрешима относительно мат-
риц 0Φ  и 1.Φ  

Пример 4. Заданы 66, 3, ,km m 1,2 2,3 3,1,  ,   
\ 0 .  Назначены варианты 3 × 3-блочных коэффициентов: 

1,2

1 0

2,3

2 0 0 0
a) 0 2 0 , 0 0 ;

0 0 2 0
P P  
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3,1

1 0 2,3

2 0 0 0
б) 0 2 0 , 0 ;

0 0 2 0 0
P P  

1 0 1,2

3,1

2 0 0 0 0
в) 0 2 0 , 0 ;

0 0 2 0
P P  

1,2

1 0

2,3

2 0 0 0
г) 0 2 0 , 0 0 ;

0 2 0 0
P P  

3,1

1 0 2,3

2 0 0 0
д) 0 2 0 , 0 ;

0 0 2 0 0
P P  

1 1,2 0

3,1

2 0 0 0 0
е) 2 0 , 0 0 .

0 0 2 0
P P  

Во всех вариантах обеспечивается заданный характеристический по-
лином (24). 

Система уравнений (25) разрешима относительно матриц 0Φ  и 1.Φ  
Однако ее решения не столь очевидны, как в примере 2 (собственные 
значения не располагаются на главной диагонали). Например, для вари-
анта б) одно из наиболее простых решений системы уравнений (25) имеет 
вид 

 

3,1 2,3 3,1

0 2,3 3,1

3,1 2,3 3,1

1 2,3 3,1

3
0 1

2
0 0 ,

0 0

0
2 0 ,

0 0

poly poly .

Φ

Φ

Φ Φ
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Рассмотрим пример применения обобщенной формулы Аккермана 
(23), демонстрирующий ее преимущества относительно декомпозицион-
ного метода. 

Пример 5. Заданы [16]: 

 
6

4,1 4,2 4,1 1

5,2 5,3 5,2

6,3 6,3

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

, , .
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

i
ia a b

a a b
a b

A B  

Коэффициенты 4,1,a  4,2 ,a  5,2 ,a  5,3 ,a  6,3 ,a  4,1,b  5,2 ,b  6,3b  ненулевые. 
Требуется построить регулятор по состоянию с матрицей вида 

 
1,1 1,4

2,2 2,5

3,3 3,6

0 0 0 0
0 0 0 0 ,
0 0 0 0

k k
k k

k k
K   (26) 

обеспечивающий характеристический полином poly .A BK  
Рассчитаем регулятор по обобщенной формуле Аккермана (23): 

 
2

0 1

0 3 3 3 3 1 2,1 3 3 2,1 0 1 ,

EAP E P EA

K P J 0 0 P J JA 0 JA P J P J  

где блоки 0P  и 1P  таковы, что 2
3 1 0det I P P  и  

 
13 3 13 3 3 3 31 3 3

, ,
0 J

U B AB E 0 I U J 0
J 0

 

 
4,1 4,1 4,2

5,2 2,1 5,2 5,3

6,3 6,3

1 0 0 0

0 1 0 , 0 .

0 0 1 0 0

b a a

b a a

b a

J A  

Упростим полученное выражение, выполнив преобразование подо-
бия над блоками 0P  и 1 :P  
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 2,1 0 1 ,K J A P P   (27) 

где 10 0 ;P JP J  11 1 .P JP J  
Для того чтобы матрица регулятора (27) имела вид (26), назначим 

 
1 4 1 4 4,2

1 2 5 0 2 5 5,3

3 6 3 6

0 0 0
0 0 , 0 .
0 0 0 0

a
aP P   (28) 

Тогда получим искомое решение 

4,1 4 1 4 1

4,1 4,1

5,2 5 2 5 2

5,2 5,2

6,3 6 3 6 3

6,3 6,3

0 0 0 0

0 0 0 0 .

0 0 0 0

a
b b

a
b b

a
b b

K  

Действительно, оно имеет вид (26) и обеспечивает заданный характери-
стический полином (24): 

 

2 3 1 0

1 4 4,2

2 5 5,3

3 6

det
0

det 0 .
0 0

a
a

I P P

 

Исследуем, как решалась бы задача с использованием двухуровневой 
декомпозиции. Сформируем для матриц (28) систему уравнений (25)  
и рассмотрим, в каких случаях она разрешима относительно матриц 0Φ   
и 1.Φ  

Если среди желаемых полюсов i  ( 1,  2, ,  6)i  хотя бы один полюс 
отличен от остальных, система уравнений вида (25) с матрицами (28) 
разрешима. Однако решения получаются нетривиальные в том смысле, 
что путем непосредственного назначения матриц с желаемыми спектра-
ми 0Φ  и 1Φ  (в диагональном, блочно-диагональном, треугольном виде  
и т. п.) без решения системы матричных уравнений (25) синтезировать 
регулятор конкретного типа (26) оказывается затруднительно. Приведем 
для наглядности одно из решений системы уравнений (25) с матрицами 
(28) для случая 4 1,  5 2,  6 3:  
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4,2 1 2 3 4,2 5,3
1 2 2

1 3 1 3 2 3

2 3 53
0

2 3
3

2 3 2 3

5,3
2

0 1 2

2 3

2 2
30 ,

2 2

0
2 2

poly ;

a a a

a

a

Φ

Φ

 

 

4,2 1 2 3 4,2 5,3
1 2 2

1 3 1 3 2 3

2 3 5,3
1

2 3
3

2 3 3 2

5,3
2

1 1 3

2 3

2 2

0 ,
2 2

30
2 2

poly .

a a a

a

a

Φ

Φ

 

Если все желаемые полюса равны между собой, т. е. 6 5 4  
3 2 1,   то система уравнений (25) 

 

0 1 1 3
2

4,21
20 1 5,31

2
1

2 ,
0

0
0 0

a
a

Φ Φ I

Φ Φ
 

неразрешима, а регулятор в форме (26) не может быть построен декомпо-
зиционным методом. 

Заключение. На основе опубликованного авторами обобщения алго-
ритма Басса — Гура получено блочно-матричное обобщение известной 
формулы Аккермана, определяющее полное множество решений задачи 
модального управления по состоянию для широкого класса многомерных 
систем с векторным входом, у которых размерность пространства состоя-
ний кратна числу управляющих входов. Формула имеет явный аналити-
ческий вид и оперирует только с параметрами системы и заданным рас-
положением полюсов. При этом не требуется строить дополнительные 
матричные конструкции. Параллельно та же задача модального управле-
ния решена с использованием существующего декомпозиционного мето-
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да. Приведенные примеры демонстрируют, что новая обобщенная фор-
мула Аккермана позволяет расширить множество решений, полученное 
на основе многоуровневой декомпозиции, и за счет новых решений до-
полнительно обеспечивать модальным регуляторам заданную матричную 
структуру. 
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Abstract Keywords 
A compact analytical formula is obtained that deter-
mines the entire set of solutions of the modal control 
problem for a wide class of multidimensional dynam-
ical systems with vector input, where the number 
of states is divisible by the number of control inputs, 
and the controllability index is equal to the quotient 
of this division. This formula generalizes to systems 
with the vector input the Ackermann formula applied 
to multidimensional systems with scalar input. The 
basis to obtaining the generalized Ackermann formula 
lies in the original concepts of the Luenberger general-
ized canonical form and operations of the matrices 
block transposition. For the most convenient calcula-
tion of controller, the original system with vector input 
is reduced to the generalized Luenberger canonical 
form using the two successive similarity transforma-
tions. A lemma is proved that demonstrates the com-
pact analytical form of the inverse transformation ma-
trix. Transition equivalence makes it possible to obtain 
a complete countably infinite parametrized set of solu-
tions to the modal control problem under considera-
tion. Its parametrization is provided by selecting block 
coefficients of the matrix polynomial, which determi-
nant corresponds to the given scalar characteristic 
polynomial. In cases, where the matrix polynomial 
involved in parametrization is not reduced to the mul-
tipliers, the generalized Ackermann formula contains 
solutions to the modal control problem that could not 
be obtained using the existing decomposition method. 
Examples are presented demonstrating both suitability 
of the proposed formula for analytical synthesis 

Modal control by state,  
controller, controllability index, 
similarity transformation,  
Bass — Gura formula,  
Ackermann formula,  
multilevel decomposition 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Обобщение формулы Аккермана для некоторого класса многомерных динамических систем… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 4 37 

of modal controllers by state in systems with vector 
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