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Аннотация Ключевые слова 
Предложены математические модели скалярного 
и векторного магнитного гистерезиса при решении 
задач расчета трехмерного магнитного поля в элек-
тротехнических устройствах методом простран-
ственных интегральных уравнений. Представлена 
система пространственных интегральных уравне-
ний, описывающая процессы в электротехнических 
устройствах. Рассмотрены базовый и модифициро-
ванный алгоритмы реализации скалярной модели 
Джайлса — Атертона. Настройка параметров ука-
занной модели выполнена с использованием гене-
тического алгоритма. Алгоритмы построения пря-
мой и обратной векторной модели Джайлса — 
Атертона в трехмерной постановке представлены 
в соответствии с подходом Маергойза. Обобщенная 
модель векторного 3D-гистерезиса позволяет опи-
сывать нелинейные свойства ферромагнитной сре-
ды для изотропных и анизотропных материалов. 
Приведен пример расчета магнитной системы 
с учетом векторного магнитного гистерезиса. Пара-
метры имитационной модели определены по экс-
периментальным данным ограниченного объема. 
Выполнена проверка адекватности расчетных мо-
делей на тестовой задаче. Результаты численных 
исследований показали, что модели достаточно 
точно воспроизводят реальные гистерезисные зави-
симости для различных ферромагнитных материа-
лов. Предложенные модели и реализующие их чис-
ленные алгоритмы использованы в качестве ком-
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понентных моделей, задающих нелинейные харак-
теристики магнитных материалов в комплексе 
программ, которые реализуют метод простран-
ственных интегральных уравнений
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Введение. Метод пространственных интегральных уравнений (ПИУ) ши-
роко используют для решения задач расчета трехмерных электромагнит-
ных полей в ферромагнитных средах с учетом магнитного гистерезиса  
и вихревых токов при проектировании электромеханических преобразо-
вателей и статических электромагнитных устройств [1–9]. Наиболее часто 
используемые для описания основной кривой намагничивания и петли 
магнитного гистерезиса аналитические выражения реализуют три подхода:  

1) Прейзаха — Нееля — Красносельского [10, 11], основанного на при-
менении статистической функции плотности вероятности, которая харак-
теризует свойства материала; 

2) теорию микромагнетиков Брауна [12] и Ахарони [13, 14]; 
3) модель Джайлса — Атертона [15–20]. 
Для описания магнитных свойств материала также используют модель 

Чана [21]. Для ее настройки необходимы три справочных параметра, что 
дает ей существенное преимущество по сравнению с другими моделями, 
настройка которых осуществляется более сложным образом. С ее помо-
щью можно моделировать частные петли гистерезиса с учетом влияния 
частоты и температуры. В некоторых случаях эта модель является менее 
точной по сравнению с моделью Джайлса — Атертона, хотя качественно 
правильно описывает основные процессы намагничивания. 

Гистерезисные модели Джайлса — Атертона в скалярном и векторном 
представлении включены в конечно-элементные схемы [22–25]. Однако 
ввиду сложности их применения в методе конечных элементов и, особен-
но, в 3D-постановке, продолжается совершенствование формулировок  
и алгоритмов таких моделей. 

Цель работы — моделирование гистерезисных свойств магнитных ма-
териалов в трехмерных задачах расчета магнитного поля на основе моди-
фицированной скалярной модели Джайлса — Атертона с учетом ее век-
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торного 3D-расширения в соответствии с подходом Маергойза. В качестве 
полевого метода расчета использован метод ПИУ. 

Согласно методу ПИУ, систему уравнений можно представить как 

 

0 вих ст

ствих
5 3 3 3

вих

30

rot
;

4

1 3( ) ;
4

rot grad

1rot
4

J

J

J
V V S V

J
V V V

e

S

dV dV dS dV
r r r r

dV dV dV
r r r r

t

dS
t r

MJ n M JA

J rM r r M J rH

AJ E V A

A rV A

0 30

;

12 ;
4

1 .
S

dS
t r

rAn

M H

 

Здесь A  — вектор-столбец векторных магнитных потенциалов; вихJ  — 
вектор плотностей вихревых токов; стJ  — вектор плотностей сторонних 
токов; M  — вектор намагниченностей в объеме ферромагнетика; H  — 
вектор напряженностей магнитного поля; 0 ,  0  — магнитная и диэлек-
трическая проницаемости вакуума;  — поверхностная плотность свобод-
ных зарядов; n  — единичный вектор нормали к поверхности на границе 
сред с разными магнитными свойствами;  — относительная магнитная 
проницаемость ферромагнетика. 

В матричном виде система уравнений, к которой сводится исходная 
система, описывающая процессы в электротехническом устройстве [26], 
имеет вид 
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где 1,G  2 ,G  3,G  4 ,G  5,G  6 ,G  7G  — матрицы, определяемые геометрией 
и магнитными свойствами магнитной системы при ее пространственной 
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дискретизации;  — удельная электрическая проводимость; v  — вектор 
скоростей перемещения подвижных ферромагнитных элементов. Решение 
приведенной системы позволяет определить неизвестные вторичные ис-
точники: вихревые токи, намагниченности ферромагнитных объемов, 
наведенные на границах электрические заряды. 

Наиболее удачной для анализа процессов перемагничивания при рас-
чете магнитных систем методом ПИУ вследствие относительной простоты 
математической формулировки является модель Джайлса — Атертона.  
Ее преимущества заключаются в том, что она сформулирована в терми- 
нах дифференциального уравнения, использует только пять параметров,  
идентификация которых выполняется по единственной измеренной  
гистерезисной петле. Применение этой модели позволяет определить 
намагниченность от напряженности внутреннего поля. 

Модель магнитного гистерезиса Джайлса — Атертона. При модели-
ровании магнитного гистерезиса базовая гистерезисная модель Джайлса — 
Атертона предполагает разложение намагниченности на две составляю-
щие: обратимую revM  и необратимую irrM  [18]. Безгистерезисная кривая 
соответствует минимальной энергии доменов и моделируется уравнением 
Ланжевена: 

 cth ,e
an e S

e

H AM H M
A H

 

где SM  — намагниченность насыщения; eH  — эффективная напряжен-
ность поля, ,eH H M  H  — напряженность намагничивающего поля; 
A  — параметр формы;  — коэффициент междоменной связи (экспе-
риментально определяемый параметр поля). Необратимая составляющая 
и соответствующая ей производная описываются уравнениями: 
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Здесь c  — параметр, характеризующий выпуклость границ домена (посто-
янная упругого смещения доменных границ);  — изменение напря-
женности магнитного поля (при 0dH dt  1,  при 0dH dt  1);  

0/K k  — коэффициент сцепления (или коэффициент потерь), при этом 
коэффициент k  не является постоянной величиной и может измениться  
в зависимости от функций M  и .H  
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Реверсивная составляющая намагниченности представляет собой  
разность безгистерезисной и необратимой составляющих revM  

an irrc M M   или в дифференциальной форме 

 .rev an irrdM dM dMc
dH dH dH

 

После суммирования двух составляющих намагничивания M  
rev irrM M   и дифференцирования по H  получим [18]: 
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Важный этап реализации модели — вычисление гистерезисных пара-
метров (настройка модели) по экспериментальным данным единственной 
петли гистерезиса. Отметим, что процесс вычисления этих параметров яв-
ляется трудоемким, однозначных методик их определения нет. Задача 
оценки параметров модели решается с использованием адаптивных мето-
дов поиска: алгоритма имитации отжига [27, 28], генетических алгоритмов 
[29, 30], метода нейронных сетей [31], метода нечеткой логики [32], алго-
ритма роя частиц [33], алгоритма прямого поиска [34]. 

Модель Джайлса — Атертона может быть представлена различными 
уровнями сложности [35, 36], которые отличаются не только описанием 
гистерезисных процессов, но и числом используемых параметров. Еще 
один алгоритм на основе модифицированной модели Джайлса — Атерто-
на может быть представлен в несколько другой формулировке, отличаю-
щейся от классической. Для его описания вернемся к базовому уравнению, 
которое преобразуем к виду 

  ( ) .irr rev irr an irr irr an irrM M M M c M M M сM сM   
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Выполним следующие преобразования: 
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 Исключим параметр ff  [37], заменив  

последнее уравнение альтернативным .f
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В результате модифицированный алгоритм, реализующий модель 
Джайлса — Атертона с пятью параметрами, может быть представлен в ви-
де последовательности действий. 

1. Из предыдущего шага по времени задаются ,H t ,B t  .eH t t  
2. Для фактического шага времени рассчитывается магнитное поле и 

определяются его характеристики:  

 ,H t t  
0

,B tM t H t  ,eH t H t M t   

 ,e e edH H t H t t  .dH H t t H t  

3. Проводится оценка безгистерезисной намагниченности и ее произ-
водной:
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4. Рассчитывается параметр 1 .f anM t M t
K
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5. По f edH  вычисляется производная намагниченности: 
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6. Рассчитываются новые значения намагниченности, индукции  
и напряженности эффективного поля:  

 ,dMM t t M t dH
dH

  0 ,B t t H t t M t t  

  .e eH t t H t  

7. Осуществляется следующий шаг по времени t t t  и возврат  
к началу алгоритма. 

Настройка параметров модели Джайлса — Атертона — неотъемлемая 
и очень важная часть реализации модели, так как точно подобранные  
параметры определяют не только правильный вид гистерезисной петли, 
максимально совпадающий с экспериментальными данными, но и суще-
ственно влияют на погрешность определения потерь при перемагничива-
нии. Методика расчета параметров предложена в [38]. Имитационное  
моделирование динамического перемагничивания электротехнической 
стали описано в [39]. 

При построении модели векторного магнитного гистерезиса вектор 
изменения свойств материала связывается с магнитной предысторией  
в разных направлениях за счет суперпозиции нескольких скалярных мо-
делей. 

Алгоритм построения обобщенной прямой векторной модели 
Джайлса —  Атертона в трехмерной постановке может быть представлен 
следующим образом. Согласно подходу Маергойза [40, 41], вектор  
магнитной индукции B  может быть вычислен через вектор напряженно-
сти магнитного поля H  по уравнению: 
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где 0  — начальный угол интегрирования; e  — единичный вектор, соот-
ветствующий угловой координате ;  θf H e  — проекция скалярной 
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модели по направлению .e  Этот ин-
теграл может быть заменен суммой  
по направлениям ,dN  dN  — ограни-
ченное число направлений при сум-
мировании (рис. 1), или по уравнению 

            θ θ θ
1

2 θ ,
dN

n n
n

fB e H e  

 — изменение угла поворота; θne  — единичный вектор в направлении 
θ ;n  θ θnf H e  — проекция скалярной модели по направлению θ .n  

Угол поворота (вращения): 
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Проекции вектора напряженности магнитного поля и его изменения 
вдоль каждого направления n  определяются в результате разложения  
на активную и реактивную составляющие: θ cos θ sin θn x n y nH H H  

θ( cos θ sin θ ),n x n y ndH dH dH  где ,xH  yH  — проекции вектора напря-
женности магнитного поля H  на оси x  и ;y  ,xdH  ydH  — изменения его 
проекций. 

Процедура-функция для определения проекций скалярной модели 
Джайлса — Атертона по направлению e  может быть представлена сле-
дующим образом: 
входные параметры 
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и выходные параметры 
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Рис. 1. Направления интегрирования 
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1. Вычисляются параметры поля 2 1Hx Hx Hx  (аналогично для 
,Hy  );Hz  1 1 0 1Mx Bx Hx  (аналогично для 1,My  1);Mz  xHe  

1 1xHx Mx  (аналогично для ,yHe ),zHe  2 2 2 .x y zHe He He He  
2. Определяются проекции безгистерезисной намагниченности (анало-

гично для , ):an y an zM M   

 cth .x
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He Ax HeM M
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3. Рассчитывается тензор производной безгистерезисной кривой  
по эффективному полю (аналогично для y  и ):z  
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4. Выполняется расчет (аналогично для fy  и ):fz  

 1
1 ,fx an x
x

M Mx
k

 2 2 2 .f fx fy fz  

5. Вычисляются коэффициенты матрицы: если 

  0,fx x fy y fz zHe He He   

то коэффициенты 

 ,
f

fx fxwx  ,fy fy

f
wy  ,fz fz

f
wz  

 ,fx fy

f
wxy  ,fx fz

f
wxz  .fy fz

f
wyz  

Соответствующие матрицы 

 A

1
1 ,

1

x x x y z

x y y y z

x y z z z

wx c wxy wxz
wxy wy c wyz
wxz wyz wz c

Matrix  
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 B .
x x

y y

z z

wx c wxy wxz
wxy wy c wyz
wxz wyz wz c

Matrix  

Иначе 

 

A

B

1 0 0
0 1 0 ,
0 0 1

0 0
0 0 .
0 0

x x x

y y y

z z z

x x

y y

z z

c
c

c
c

c
c

Matrix

Matrix

  

6. Решается уравнение 1
A B.dMdH Matrix Matrix  Определяется 

приращение по намагниченности и намагниченность 1,1dMx dMdH dHx  
1,2 1,3dMdH dHy dMdH dHz  (аналогично для ,dMy  );dMz  2Mx  

1Mx t t Mx dMx   (аналогично для 2 ,My  2).Mz  
7. Определяются выходные параметры:  

 1 2 2 2 3 2; ; .JA Mx JA My JA Mz  

Процедура вычисления параметров обобщенной прямой векторной 
модели Джайлса — Атертона в трехмерной постановке строится следую-
щим образом. 

1. Задаются начальные значения 1 1 1, ,Bx By Bz  и вычисляются проек-
ции напряженности магнитного поля для времени 1t  и 2:t  

 

1 1 1

1 0

2 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1
0, 0, 0,162

Для 1, , 1 расчет векторов
1

sin , sin , cos ,
sin , sin , cos .

m m m

m m m

count
Bx By Bz

count N
t t t count
t t t
Hx H t Hy H t Hz H t
Hx H t Hy H t Hz H t

 

2. Выполняется обращение к процедуре-функции определения проек-
ций намагниченности скалярной модели Джайлса — Атертона по направ-
лению  
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 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

.Sx x x x x

Sy y y y y

Sz z z z z

M k c A Hx Hx Bx Mx
Vekt JA

M k c A Hy Hy By My
M k c A Hz Hz Bz Mz

 

3. Вычисляются проекции вектора индукции магнитного поля, пе-
реопределяются переменные: 

 2 0 2 1 ,Bx Hx Vekt 2 0 2 2 ,By Hy Vekt 2 0 2 3 ,Bz Hz Vekt  

 1, 1,countVG t  2, 1,countVG Hx  3, 1,countVG Hy  4, 1,countVG Hz   

 5, 1,countVG Vekt  6, 2 ,countVG Vekt  7, 3 ,countVG Vekt  8, 2 ,countVG Bx   

 9, 2 ,countVG By  10, 2 ,countVG Bz  1 2 ,Bx Bx  1 2 ,By By  1 2.Bz Bz  
Процесс продолжается до конца цикла по всем направлениям 

1, , 1.count N  
Выходные параметры: 

 1, ,count countVG t  2, ,count countVG Hx  3, ,count countVG Hy  

  4, ,count countVG Hz  5, ,count countVG Mx  6, ,count countVG My  
  7, ,count countVG Mz  8, ,count countVG Bx  9, ,count countVG By  
  10, .count countVG Bz  

Скалярная и векторная модели перемагничивания ферромагнитных 
материалов Джайлса — Атертона встраиваются в алгоритм метода ПИУ  
за счет преобразования и решения второго уравнения в (1): 

 4 5 вих 6 ст
1 ,

1
G D M G J G J  

где 1/ 1D  — диагональная матрица с коэффициентами 1/ 1  
на главной диагонали, характеризующими величину, обратную магнитной 
восприимчивости в элементарных объемах. 

Пример использования модели. Для иллюстрации предложенного 
подхода рассмотрим учет векторного магнитного гистерезиса на основе 
скалярной модели Джайлса — Атертона (применительно к методу ПИУ)  
с использованием тестовой модели электромагнитного устройства [38]. 
Для тестирования такое устройство содержит ферромагнитный сердечник, 
состоящий из пяти пакетов шихтованной стали шириной 0,48 мм каждый 
(рис. 2), а также две катушки для создания магнитного поля. Устройство 
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имеет Т-образную конструкцию. Материал сердечника: сталь Fe–Si 3,2 %, 
характеристики стали: проводимость 61,78 10  1/(Ом  м), плотность 

7650  кг/м3. 

Рис. 2. Схема электромагнитного устройства 

Каждая катушка содержит w = 90 витков, имеет активное сопротивле-
ние R = 0,32 Ом. Амплитуда плотности тока в катушках 66 10j  А/м2,  
частота f = 10 Гц, токи сдвинуты по фазе на 90  относительно друг друга. 
Характеристики материала описываются моделью Джайлса — Атертона  
с пятью параметрами по осям: 
                x, y                         z 

Намагниченность насыщения МS, А/м  .........   1,31 · 106                      1,33 · 106 

Параметр формы безгистерезисной  
кривой намагничивания A, А/м  .....................   233,78 172,856 
Постоянная упругого смещения  
границ доменов c  ...............................................   736 · 10–3                      652 · 10–3 

Постоянная подвижности доменов  
K, А/м  ....................................................................   374,975 232,652 
Коэффициент магнитной связи  
доменов    ...........................................................   56 · 10–6 417 · 10–6 

Настройку модели, оценку и оптимизацию ее параметров можно про-
водить по методике, изложенной в [34]. Расчетные петли гистерезиса  
показаны на рис. 3. Соответствующие зависимости плотностей токов в ка-
тушках приведены на рис. 4. 
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Рис. 3. Расчетные петли гистерезиса в различных направлениях срезов стали 
под нулевым углом (а) и под углом 90  (б) к прокатке 

 
Рис. 4. Зависимости плотностей токов  

в катушках от времени 
 
Распределение магнитного поля  

в магнитопроводе трансформатора  
в различные моменты времени пока-
зано на рис. 5. В точке T (см. рис. 2) 
хорошо заметен характерный процесс 
вращения вектора индукции. 

Результаты моделирования маг-
нитного поля в точке T (см. рис. 2) 
приведены на рис. 6. Входные ( ) sin( )mHx t H t  и выходные ( )Bx t  сигна-
лы (рис. 6, а, б) показаны сплошными линиями с точками, сигналы 

( ) cos( ),mHz t H t  ( )Bz t  — штриховыми; проекции векторного гистере-
зиса ( ),x xB f H  ( ),z zB f H  построенные по обобщенной векторной 3D-
модели, представлены на рис. 6, в; изменения напряженности ( )z xH f H  
и индукции ( )z xB f B  магнитного поля в точке Т — на рис. 6, д, е. 

При моделировании выполнены следующие условия. Катушки под-
ключены к источникам тока частотой 10 Гц для исключения влияния 
скин-эффекта. Магнитопровод не имеет воздушных зазоров. Вычисли-
тельная модель с достаточной точностью отображает распределение век-
тора индукции в активной зоне (точка Т), воспроизводит вращательный 
эффект и хорошо согласуется с результатами, приведенными в [38]. 
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Рис. 5. Распределение магнитного поля для моментов времени 0,008 (а),  
0,016 (б), 0,031 (в) и 0,048 с (г) 

Рис. 6 (начало). Результаты моделирования 
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Рис. 6 (окончание). Результаты моделирования  

Заключение. Предложены математические модели и алгоритмы, опи-
сывающие нелинейные свойства ферромагнитной среды, которые позво-
ляют учитывать скалярный и векторный магнитные гистерезисы. Парамет-
ры имитационной модели определяются по экспериментальным данным 
ограниченного объема, согласно методике из [38]. Численные исследования 
показывают, что модели достаточно точно воспроизводят реальные гисте-
резисные зависимости для разных ферромагнитных материалов, погреш-
ность в пределах 2 % [39]. Разработаны алгоритмы построения обобщенной 
модели векторного магнитного гистерезиса для изотропных и анизотроп-
ных материалов на основе скалярной модели Джайлса — Атертона в трех-
мерной (3D) постановке. Выполнена проверка адекватности анизотропной 
3D-модели и алгоритма на модельной тестовой задаче, реализованной  
в программном комплексе метода ПИУ, получены результаты, хорошо со-
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гласующиеся с результатами из [38]. Предложенные модели и реализующие 
их численные алгоритмы также могут быть использованы в качестве ком-
понентных моделей, задающих нелинейные характеристики магнитных ма-
териалов при расчете магнитных цепей так, как это выполнено в [43, 44]. 
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Abstract Keywords 
The paper proposes mathematical models of the scalar 
and vector magnetic hysteresis to solve the problems 
of calculating the three-dimensional magnetic field 
in electrical devices by the method of spatial integral 
equations. A system of spatial integral equations is pre-
sented describing processes in the electrical devices. 
Basic and modified algorithms of the Jiles — Atherton 
scalar model implementation are considered. The model 
parameters were tuned using a genetic algorithm. Algo-
rithms for constructing the Jiles — Atherton direct and 
inverse vector model in the three-dimensional setting 
were presented in accordance with the Mayergoyz 
approach. Generalized model of the vector 3D hysteresis 
makes it possible to describe the nonlinear properties 
of ferromagnetic medium for the isotropic and aniso-
tropic materials. An example of the magnetic system 
calculation is provided taking into account the vector 
magnetic hysteresis. The simulation model parameters 
were determined from experimental data of the limited 
scope. Adequacy of the computational models was 
checked using a test problem. Results of the numerical 
studies demonstrated that the models were quite accu-
rately reproducing real hysteresis dependences for vari-
ous ferromagnetic materials. Proposed models and 
numerical algorithms implementing them were used as 
the component models that specified nonlinear charac-
teristics of the magnetic materials in a software package 
that implemented the spatial integral equations method 

Spatial integral equations  
method, magnetic hysteresis, 
numerical methods, conver-
gence, stability 
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