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Аннотация Ключевые слова 
Метод вариации Аллана эффективно используется 
для исследования стабильности генераторов часто-
ты, шумовых характеристик динамических процес-
сов различной физической природы, представлен-
ных в виде временных рядов. В то же время методы 
нелинейной динамики, в частности фрактальный 
анализ, применяют как при обработке временных 
рядов, так и для исследования нерегулярностей 
профилей или поверхностей. По аналогии с этим 
проведена оценка возможности использования 
метода вариации Аллана для анализа измене-
ний поверхности твердого тела в ходе химической 
и тепловой обработки. Применение вариации 
Аллана позволяет количественно оценить состав-
ляющие шероховатости, соответствующие поверх-
ностным дефектам определенного размера. Иссле-
дованы изменения поверхности шлифованных 
и полированных пластин из кварцевого стекла, 
а также оплавленных прутков при химическом 
растворении поверхностного слоя. Представленные 
графики и вычисленные вариации Аллана для про-
филей различных поверхностей наглядно показы-
вают, что изменение стандартного отклонения 
рельефа поверхности при химическом травлении 
кварцевых пластин и прутков связано с размером 
поверхностных дефектов. Полученные результаты 
исследования поверхности хорошо согласуются 
с оценками, выполненными методом фрактального 
анализа. Применение метода вариации Аллана 
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позволяет оптимизировать режим как механиче-
ской, так и химической обработки поверхности 
различных деталей при их изготовлении
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Введение. Шероховатость поверхности — один из наиболее существенных 
параметров при производстве различных оптических деталей, кварцевых 
резонаторов и микроэлектронных компонентов. Рельеф поверхности 
твердого тела формируется в процессе разнообразных обработок: механи-
ческой, химической и термической. Основные параметры и методы изме-
рения шероховатости поверхности хорошо известны [1] и приведены  
в стандартах . Чаще всего используют такие параметры, как средняя шеро-
ховатость Ra — среднее арифметическое абсолютных значений отклоне-
ний профиля в пределах базовой длины; шероховатость Rz — сумма сред-
них абсолютных значений высот пяти наибольших выступов профиля  
и глубин пяти наибольших впадин; наибольшая высота профиля Rmax. 
Кроме того, используют среднеквадратическую шероховатость, средне-
квадратический наклон поверхности, а также функции распределения 
микронеровностей по высотам и углу [2, 3]. Эти параметры характеризуют 
рельеф поверхности, однако не позволяют детально отследить изменение 
рельефа поверхности при ее обработке различными методами, поскольку 
поверхностные дефекты различных размеров по-разному взаимодейству-
ют с химическими средами, абразивными материалами и т. д. С этой точки 
зрения статистические методы анализа поверхности могут оказаться весь-
ма полезными. Существуют фрактальные методы описания поверхности, 
начиная с молекулярного уровня [4, 5], использующие различные проце-
дуры фрактального анализа профилей шероховатости обработанных по-
верхностей и вычисления фрактального эквивалента среднеквадратичной 
шероховатости. Эти методы успешно работают на реальных поверхностях 
полированных, притертых, фрезерованных и точеных образцов [6]. 

Для разделения поверхностных дефектов разных размеров также мо-
жет быть использован метод вариации Аллана, который в течение многих 
лет успешно применяется для анализа случайных процессов [7–9]. Вариа-
ция Аллана является измерением стабильности показаний различных 
устройств, также известна как квадрат среднеквадратического относитель-
ного двухвыборочного отклонения частоты, или двухвыборочная диспер-
сия. В общем случае это вариация разности значений двух относительных 
__________________

 ГОСТ 2789–73 Шероховатость поверхности. Параметры и характеристики. 
М., Стандартинформ, 2013. 
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показаний исследуемого прибора. В настоящее время, кроме классической 
вариации Аллана, применяют ее различные обобщения [10–12]. Имеется 
связь метода вариации Аллана со сплайн-аппроксимацией [13], кратно-
масштабным анализом на основе вейвлетов Хаара [14], методами нелиней-
ной динамики [14, 15]. 

Цель работы — разработка нового подхода к анализу нерегулярных 
профилей поверхностей по аналогии с анализом случайных временных 
процессов методом вариации Аллана. 

Классическая непрерывная вариация Аллана. Рассмотрим основ-
ные теоретические предпосылки для применения метода вариации Алла-
на в анализе шероховатости профилей поверхностей. 

Классическая непрерывная вариация Аллана описывается в терминах 
непрерывных во времени сигналов с нулевым средним значением ( ).y x  
Осуществим формальный переход от временного сигнала y к простран-
ственной функции высоты профиля поверхности h и, соответственно,  
от временной координаты t к пространственной продольной координате 
x. Здесь и далее под термином «сигнал» по-прежнему будем предполагать 
высоту профиля ( ).h x  

Автокорреляционная функция такого профиля-сигнала имеет вид 

 1( ) ( ) ( ) lim ( ) ( ) ,
2

T
h

T T
R E h x h x h x h x dx

T
 

где E — оператор математического ожидания. 
Для стационарного профиля-сигнала истинная дисперсия 2 (0)hh R  

и является аналогом средней мощности процесса. 
Связь между двусторонней спектральной плотностью мощности 

(СПМ) сигнала и его автокорреляционной функцией основана на преоб-
разовании Фурье: 

 II 2 II 21( ) ( ) , ( ) ( ) .
2

i f i fh hh hS f R e d R S f e df  

На практике вместо двусторонней СПМ чаще используется односто-
ронняя: 

 

II2 ( ) 0,
( )

0 0.
h

h
S f f

S f
f  

Спектральная плотность мощности модельных сигналов степенного 
спектра  
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 ( ) ,hS f A f   (1) 

где A  — постоянная амплитуда;  — параметр, который может прини-
мать различные целые значения (как положительные, так и отрицатель-
ные) для разных типов неоднородностей. 

Истинная дисперсия не определена для целого 0,  поскольку сле-
дующий интеграл расходится: 

 2

0 0
( ) .y hS f df A f df  

В связи с этим для разных типов шумов применяют другие оценки неста-
бильности частоты, особенно для значений  = –4–2. 

Для описания профилей, определяемых компонентами СПМ на низ-
ких частотах, необходимо исследовать дисперсию сигнала ( ),h x  усред-
ненного за интервал ,  с использованием фильтра скользящего среднего 
G с импульсной характеристикой 

 1( , ) ,
2

g x x  

где  

 
1 | | / 2,

( )
0 | | / 2.

x
x

x
 

Таким образом, усредненный профиль определяется как оператор  
свертки 

 

1( , ) ( , ) ( ) ( ) .
x

x
z x g x h x h x dx

 
Частотная характеристика фильтра скользящего среднего 

( ) sinc( ) ,i fG f f e  где 

 sinsinc .ff
f

 

Спектральная плотность мощности усредненной функции профиля 

 2( ) | ( ) | ( ).z hS f G f S f  

Следовательно, истинная дисперсия усредненного профиля может 
быть выражена как 

 2 2

0
sinc ( ) ( ) .z hf S f df   (2) 
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Дисперсия (2) также не определена для степенного закона (1)  
при 0,  поэтому необходимо ввести дополнительный фильтр D после-
довательно с G. Дисперсия результирующего выходного сигнала ( , )u x  
имеет следующий спектр: 

 2 2 2

0
sinc ( ) | ( ) | .u A f D f f df   (3) 

Для сходимости интеграла (3) АЧХ нового фильтра должна иметь вид 
( )D f f  с / 2  при асимптотическом стремлении f  к нулю. 

Самый распространенный способ получить такие фильтры — ис-
пользовать несколько непрерывных производных сигнала ( , )z x  во вре-
мени, поскольку производная во временной области соответствует 
умножению на 2f  в области СПМ: 

 ( ) ( , )( , ) .
n

n
n

d z xu x
dx

  (4) 

Соответствующая СПМ 

 
( ) 2 2 2( ) (2 ) ( ) (2 ) sinc ( ) ( ).n n nu z hS f f S f f f S f  

Дисперсия результирующего сигнала 

 
2 2 2

0
( ; ) (2 ) sin ( ) ( ) .nu hn f c f S f df

 
Реализовать вывод (4) на практике невозможно, так как соответству-

ющая частотная характеристика должна иметь линейные характеристики 
для всех частот. Поэтому следует использовать фильтры D, аппроксими-
рующие частотную характеристику вблизи нулевой частоты. Простейшее 
семейство разностных фильтров n-го порядка имеет импульсную харак-
теристику, определяемую выражением 

 ( )

0
( ; ) ( 1) ( ),

n
n k kn

k
d n C x k   (5) 

где knC  — биномиальные коэффициенты, 

 

! ;
!( ) !

kn
nC

k n k  
( )t  — дельта-функция Дирака. 

Преобразование Фурье (5) дает импульсную характеристику фильтра: 

 
( )( ) (2 ) sin ( ) .n n n i n fD f i f e  
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Выход фильтра 

 
( ) ( )1( , ) ( , ) ( , ) ( ),n n

n
u x d x g x h t

c  
где 2

nn nc C  — коэффициент нормализации, используемый для сохра-
нения неизменной дисперсии белого шума, произведенной фильтром. 

Дисперсия ( )( , )nu t  может быть записана как 

 2 ( )
2

0

1( ; ) ( ) ( ) ( )nu h
n

n D f G f S f df
c

  

 
2

2 2
2

0

2 sin (2 ) sin ( ) ( ) .
n

n h
n

f c f S f df
c

  (6) 

Эта дисперсия сходится при ( 2).n  Для обеспечения сходимости 
2 ( ; )u n  при положительных значениях  верхний предел интегрирова-

ния в (6) должен быть ограничен частотой среза. 
Комбинация фильтра нижних частот ( )G f  с фильтром верхних  

частот ( )( )nD f  дает полосовой фильтр ( ).f  Варьируя параметр фильтра 
,  получаем банк различных полосовых фильтров. Этот метод аналоги-

чен вейвлет-анализу с несколькими разрешениями. 
Большинство известных дисперсий стабильности генерируются 

уравнением (6) [10–12]. При этом исследуемая дисперсия Аллана (AVAR) 
соответствует случаю 1:n  

 
2 2 2

0
( ;1) 2 sin (2 ) sin ( ) ( ) .u hf c f S f df

 
AVAR определяется для степенного спектра с 2 0.  Для 0  

необходимо учитывать высокую частоту среза ,highf  а для степенного за-
кона с 3  низкую частоту среза .lowf  Вариация Аллана также называ-
ется двухвыборочной дисперсией в отличие от одновыборочной истин-
ной дисперсии 2 .h  Импульсная характеристика дисперсионного фильтра 
Аллана представляет собой базисную функцию вейвлета Хаара. 

Дискретная вариация Аллана в задаче анализа профилей. Рассмот-
рим описанный выше подход для анализа шероховатости поверхности 
твердого тела, когда высота рельефа, заданная в виде дискретного набора 
измерений, отклоняется случайным образом от средней линии при дви-
жении вдоль выбранной координаты. Пусть имеется массив из N измере-
ний высот поверхности ,kh  сделанных вдоль координаты x через равные 
промежутки .  
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Дискретная вариация Аллана представляет собой вариацию разности 
значений двух измеренных относительных высот 1kh  и kh  профиля, 
причем 0( ).kh h x k  Величина  характеризует линейный размер по-
верхностного дефекта. Вариация Аллана 2 ( ; )A h  зависит от  и выража-
ет среднеквадратичное значение всех разностей отсчетов, разделенных 
промежутком  за весь интервал измерений T:  

 
1

21
0

1( ; ) ( ) ,
2

M
i iA

i
h Y Y

M
 

где / 1;M T  
1 1

0

1 , .
i M k k

i k k
k i

h h
Y y y

M
 

Следовательно, дискретная пространственная вариация Аллана — 
это вариация M пар измерений, выполненных в точках x и .x  

Рассчитывая значение вариации ( ; )A h  на различных временных 
масштабах  и построив график зависимости ( ; )A h  от ,  можно вы-
полнить линейную регрессию полученных точек и по наклону аппрокси-
мирующей кривой выдвинуть предположение о типе шума в сигнале. 
Вычисление вариации Аллана может быть интерпретировано как про-
хождение входных данных через перестраиваемый полосовой размерный 
фильтр; меняя x, можно выделить и количественно оценить составляю-
щие шероховатости, соответствующие поверхностным дефектам опреде-
ленного размера. 

Экспериментальная часть. Исследованы изменения поверхности  
шлифованных и полированных пластин из кварцевого стекла, а также 
оплавленных прутков при химическом растворении поверхностного  
слоя. Водный травильный раствор содержал серную кислоту (60 %),  
фторид-ионы с концентрацией 3,6 % и поверхностно-активное веще- 
ство (ПАВ) — перфторпелларгоновую кислоту (0,002 %); промывка прово-
дилась в серной кислоте (40 %) и воде. Использование ПАВ при травлении  
и промывке образцов позволило лучше очистить поверхность кварцевого 
стекла от продуктов гидролиза поликремниевых кислот. Толщину удален-
ного слоя определяли по убыли массы :m  / ,l m S  где   — плот-
ность кварцевого стекла; S — площадь обрабатываемой поверхности. 

Исследовано также влияние отжига, который проводился на воздухе 
при температуре 910 С в течение примерно 700 ч. Рельеф поверхности 
измерялся с использованием лазерного профилометра Olympus Lext с ша-
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гом 0,125 мкм. На каждом этапе измерения регистрировалось 7–10 профи-
лей поверхности в произвольно выбранных направлениях, длина базовой 
линии 0,15 мм. Вычисление вариации Аллана выполняли с помощью про-
граммы Alavar 5.2 [16], полученные результаты вычислений осреднялись 
по всем измеренным для выбранной поверхности профилям. 

Результаты и обсуждение. Типичные профили поверхности шлифо-
ванной пластинки из кварцевого стекла в исходном состоянии и после 
проведения нескольких циклов химического травления приведены  
на рис. 1. Заметно, что качественный характер рельефа поверхности су-
щественно изменился: концентрация мелкомасштабных поверхностных  

Рис. 1. Профили поверхности шлифованной пластинки из кварцевого стекла  
в исходном состоянии (а) и после проведения нескольких циклов химического 

травления (б) (удаления поверхностного слоя толщиной 19,1 мкм) 
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дефектов уменьшилась, а крупномасштабных — увеличилась. Средняя 
шероховатость поверхности Ra возросла от 0,5 (рис. 1, а) до 1,5 мкм  
(рис. 1, б), однако очевидно, что этот параметр не описывает всех изме-
нений поверхности в ходе химической обработки. 

Применение метода вариации Аллана позволяет детально описать 
процесс трансформации поверхности. Результаты вычисления вариации 
Аллана для профиля поверхности этой же пластинки после каждого эта-
па химической обработки представлены на рис. 2. По оси абцисс указан 
размер группы осреднения М, характеризующий в рассматриваемом слу-
чае линейный размер поверхностных дефектов. Стандартное отклонение 
рельефа поверхности в ходе химического травления действительно изме-
няется по-разному для различных по размеру поверхностных дефектов. 
Однако, в отличие от качественной характеристики рельефа поверхности 
(см. рис. 1), эти данные (см. рис. 2) позволяют получить количественный 
результат. Изменение стандартного отклонения рельефа поверхности 
этого же образца в зависимости от толщины удаленного слоя для раз-
личных по размеру дефектов поверхности приведено на рис. 3. Измене-
ние стандартного отклонения рельефа поверхности этого образца при 
химическом травлении однозначно связано с размером поверхностных 
дефектов. Так, при удалении нарушенного слоя толщиной около 19 мкм, 

A  изменяется несущественно для дефектов размером примерно 2 мкм, 
уменьшается примерно в 3 раза для дефектов размером около 0,125 мкм, 
увеличивается почти в 2 раза для дефектов больших размеров. 

 

Рис. 2. Результаты вычисления 
вариации Аллана для кварцевой 

пластинки с шлифованной 
поверхностью после нескольких 
этапов химической обработки: 

1 — исходное состояние; 2 — после уда-
ления слоя толщиной 7,3 мкм; 3 — после 
дополнительного удаления слоя толщи-
ной 3,5 мкм; 4 — после дополнительного 

удаления слоя толщиной 4,7 мкм; 5 — 
после дополнительного удаления слоя  

толщиной 3,6 мкм 

Этот вывод также подтверждается исследованием профилей поверх-
ности травленых полированных кварцевых пластинок и оплавленных 
кварцевых прутков. Шероховатость поверхности этих образцов пример-
но на два порядка ниже, чем для пластинок со шлифованной поверхно-
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Рис. 3. Изменение стандартного отклонения рельефа поверхности кварцевой 
пластинки в зависимости от толщины удаленного слоя для поверхностных 

дефектов размером 0,125 (1), 0,25 (2), 0,5 (3), 1,0 (4), 2,0 (5), 4,0 (6), 8,0 (7)  
и 16 мкм (8) 

стью и при химическом травлении этих образцов стандартное отклоне-
ние практически не изменяется в пределах базовой линии. Результаты 
расчета методом вариации Аллана стандартного отклонения рельефа по-
верхности различных образцов для поверхностных дефектов размером  
8 мкм (рис. 4) подтверждают вывод о том, что шероховатость поверхно-
сти с малой высотой рельефа практически не изменяется при химической 
обработке. Этот эффект вероятно связан с возникновением деформиро-
ванных зон материала при механической обработке стекла: при шлифов-
ке воздействие кромок зерен абразива приводит не только к скалыванию 
материала с поверхности, но и к образованию микротрещин и деформи-
рованных зон, ориентированных по нормали к обрабатываемой поверх-
ности на значительную глубину. При химическом травлении скорость 
растворения стекла в этих областях гораздо выше, чем в ненарушенном 
материале, что и ведет к увеличению высоты рельефа поверхности. С по-
зиции практики применение метода вариации Аллана позволяет оптими-
зировать режим как механической, так и химической обработки поверх-
ности различных деталей при их изготовлении. 

Изменения рельефа поверхности твердого тела могут быть связаны  
и с другими процессами, например с отжигом, который может стимули-
ровать протекание твердофазных реакций и приводить к формированию 
на поверхности новой кристаллической фазы. Использован также метод 
вариации Аллана при исследовании кинетики протекания таких процес-
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Рис. 4. Изменение стандартного отклонения рельефа  
поверхности различных образцов при химическом травлении  

для поверхностных дефектов размером 8 мкм: 
1 — кварцевая пластинка с шлифованной поверхностью; 2 — кварцевая пластинка  

с полированной поверхностью; 3 — оплавленный кварцевый пруток 

сов. В эксперименте кварцевая пластинка с полированной поверхностью 
отжигалась в течение 700 ч при температуре 910 С, периодически обра-
зец извлекался из печи и измерялся рельеф поверхности. После обработ-
ки всего массива данных программой Alavar 5.2 построены временные 
зависимости стандартного отклонения рельефа поверхности образца для 
всех размеров дефектов. В качестве примера на рис. 5 показана такая за-
висимость для дефектов поверхности размером 4 мкм. Полагая в первом 
приближении линейной зависимость A от времени отжига, для каждого 
размера дефектов по параметрам линейной регрессии определяли ско-
рость изменения стандартного отклонения / .RV ds dt  

Для приведенного на рис. 5 случая эта скорость составляла  RV  
51,1 0, 1( 3) 0  мкм/ч. Результаты расчета скорости для дефектов по-

верхности в диапазоне 1…32 мкм приведены на рис. 6. 
Рассчитанная зависимость имеет выраженный максимум для дефектов 

размером 2…4 мкм, т. е. поверхностные дефекты такого размера формиру-
ются наиболее интенсивно. Физическая интерпретация природы этих  
дефектов может быть различна, в частности, в этих условиях на поверхно-
сти могут формироваться микрокристаллы H8Si8O12 [6]. Однако однознач-
ная идентификация этих дефектов требует применения других физико-
химических методов исследования поверхности твердого тела. 



Применение метода вариации Аллана… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 3 31 

Рис. 5. Изменение стандартного отклонения рельефа  
поверхности полированной кварцевой пластинки при отжиге  

для дефектов размером 4 мкм 

Рис. 6. Изменение стандартного отклонения рельефа  
полированной поверхности кварцевого стекла при отжиге  

для дефектов размером 1…32 мкм 
 
Заключение. Предложено использовать метод вариации Аллана,  

изначально предназначенного для анализа случайных временных про-
цессов, для исследования нерегулярных профилей поверхности твердого  
тела. Такой подход позволяет с использованием программного обеспече-
ния количественно определить соотношение поверхностных дефектов 
разных размеров в общей шероховатости и проследить изменение этого 
соотношения при различных видах обработки поверхности твердого  
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тела. На примере анализа методом вариации Аллана рельефа поверхно-
сти пластинок из кварцевого стекла при их химической обработке про-
демонстрирована однозначная взаимосвязь изменения стандартного от-
клонения рельефа поверхности с размером поверхностных дефектов. 
Предложенный подход существенно расширяет исследовательские воз-
можности при изучении физико-химических процессов, протекающих  
на поверхности твердого тела. 
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Abstract Keywords 
The Allan variation method is being effectively used 
to study stability of frequency generators and noise 
characteristics of the dynamic processes of various 
physical nature presented in the form of time series. 
At the same time, the methods of nonlinear dynam-
ics, in particular, of the fractal analysis, are used both 
in processing the time series and in studying irregu-
larities in profiles or surfaces. By analogy with this, 
the possibility of introducing the Allan variance 
method to analyze alterations in the solid body sur-
face during chemical and thermal treatment was 
evaluated. Introduction of the Allan variance method 
makes it possible to quantify the roughness compo-
nents corresponding to the surface defects of a certain 
size. Alterations in the surface of grounded and pol-
ished quartz glass plates were studied, as well as the 
melted rods during chemical dissolution of the sur-
face layer. The presented graphs and calculated Allan 
variations for the profiles of various surfaces clearly 
demonstrate that alterations in the surface relief 
standard deviation during chemical etching of the 
quartz plates and bars is associated with the surface 
defects size. The results of studying the surface stay in 
good agreement with the estimates made by the frac-
tal analysis method. Introduction of the Allan vari-
ance method makes it possible to optimize both the 
mechanical and the chemical surface treatment mode 
of various parts during their manufacture 

Allan variance, surface relief, 
surface defect, roughness, chem-
ical treatment 
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