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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрено динамическое поведение путевой 
структуры, которая представляет собой совершаю-
щую изгибные колебания балку, лежащую на упру-
гом основании. При этом выбирается обобщенная 
модель основания, содержащая два независимых 
коэффициента постели — жесткости на деформа-
ции растяжения (сжатия) и сдвига. Такая модель 
учитывает распределительную способность грунта, 
т. е. его свойство оседать не только под нагружен-
ной областью и фундаментом, но и вблизи него. 
Кроме того, для описания нелинейных свойств 
основания жесткости полагаются зависящими  
от поперечного смещения срединной линии балки 
и его градиента. Результаты анализа волновых про-
цессов в балке показали, что поскольку изгибные 
волны обладают сильной дисперсией, при наличии 
слабой нелинейности решение поставленной задачи 
близко к решению линейной задачи и его можно 
представить в виде набора квазигармоник. С ис-
пользованием критерия Лайтхилла изучены усло-
вия проявления модуляционной неустойчиво- 
сти (самомодуляции) квазигармонических волн,  
приводящей к их пространственной локализации  
и разбиению на отдельные волновые пакеты. 
Найдены аналитические выражения, описывающие 
формы волновых пакетов. Проанализированы за-
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Введение. Сжатие нелинейных волн различной физической природы мо-
жет происходить как в поперечном (самофокусировка [1]), так и в про-
дольном (самомодуляция [2, 3]) направлениях по отношению к направле-
нию их распространения. 

Квазигармоническая волна, распространяющаяся в нелинейной дис-
пергирующей среде, вследствие модуляционной неустойчивости может 
разбиться на отдельные волновые пакеты. Наличие такой неустойчиво-
сти определяется из уравнения Шредингера 

 
2гр 2

2
1
2

dvA Ai A A
dk

  (1) 

по критерию Лайтхилла [4, 5]: 

 гр  0.
dv
dk

  (2) 

Здесь A  — комплексная амплитуда квазигармонической волны; 2A  
* ,AA   * A  — комплексно-сопряженная величина; грv  — групповая ско-

рость; k — волновое число;  — коэффициент, характеризующий нелиней-
ность среды. 

Математическая модель. Рассмотрим динамическое поведение балки 
Бернулли — Эйлера, лежащей на упругом основании. При этом выбираем 
обобщенную модель упругого основания, включающую в себя два неза-
висимых коэффициента постели: 1) 1H  — жесткость основания на де-
формации растяжения–сжатия; 2) 2H  — жесткость основания на дефор-
мации сдвига. В отличие от классической модели упругого основания 
(модель Винклера) обобщенная модель учитывает распределительную 
способность грунта, т. е. его свойство оседать не только под нагруженной 
областью и фундаментом, но и вблизи него. 

В результате сопоставления в [6] известных обобщенных моделей 
упругого основания [7–14] показано, что речь идет об одной модели.  
Таким образом, обобщенную модель упругого основания справедливо 
назвать моделью Вигхарта — Кармана — Филоненко — Бородича — Па-
стернака — Власова — Леонтьева — Рейсснера — Хетеньи. Эту обобщен-
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ную модель называют двухкоэффициентной [11], двуххарактеристической 
[15, 16], двухпараметрической [17–20], но в основном — моделью Пастер-
нака (см., например, [21–25]). 

Обобщение классической модели Винклера на случай учета нелиней-
ных свойств упругого основания проведено в [26–30]. 

Для учета нелинейных свойств обобщенного упругого основания бу-
дем полагать жесткости 1 2,H H  зависящими от поперечного смещения 
срединной линии балки ,w x t  и его градиента , / :w x t x  

 1 21 1 ,H h h w  2
2

2 2 ,wH h h
x

  (3) 

где 1,h  2h  и 1,h  2h  — постоянные величины. С учетом (3) динамика бал-
ки, лежащей на обобщенном нелинейно-упругом основании, будет опи-
сываться уравнением 

 
22 4 2 2

2 2 2 3
02 4 2 2

2 16 2              .w w w h w w hc w w
F x Ft x x x

  (4) 

Здесь слагаемые, входящие в правую часть уравнения, описывают влия-
ние упругого основания на колебания балки;   / ,EI F  E — модуль 
Юнга, I — осевой момент инерции, F  — погонная плотность;  c  

2 ;/h F  0 1 /  h F  — наинизшая частота возбуждаемых в балке 
волн. 

Вывод эволюционного уравнения и его анализ. В линейном при-
ближении 1h = 2 0h  решение уравнения (4) представляется в виде 
набора гармоник, частоты  и волновые числа k которых связаны дис-
персионным соотношением 2 2 2 4 2

0        .c k k  
Изгибные волны обладают дисперсией, поскольку их фазовая скорость 

ф   /   constv k  и различные гармоники распространяются с разными 
скоростями. Поэтому при наличии слабой нелинейности решение уравне-
ния (4) близко к решению линейной задачи и его можно представить  
в виде набора квазигармоник. Кроме того, для систем с кубической нели-
нейностью эффект самовоздействия обычно преобладает над эффектом 
генерации высших гармоник и последним можно пренебречь [5]. Это поз-
воляет находить решение уравнения (4) в виде одной гармоники с медлен-
но меняющимися в пространстве и времени амплитудой и фазой: 

 *,     ,        ,,   i t kx i t kxw x t A x t e A x t e  
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где комплексная амплитуда A, частота  и волновое число k удовлетво-
ряют соотношению 

 
( )     ( )      1.A AkA A

x t  
Используя метод усреднения по «быстрым» переменным [5], от (4) 

перейдем к укороченному уравнению для огибающей квазигармониче-
ской волны: 

 
42 2 22 2 2 1 2

гр 2 2

3    
      6       .

2
i h h kA A i A Av k c A A

t x Ft x
  (5) 

Здесь групповая скорость изгибной волны задается соотношением 

 
2 2 2

гр
2 2 2 4 2

0

   2
  .

   

c k k
v

c k k
  (6) 

В системе координат, движущейся с групповой скоростью гр  ,x v t  
  ,t  эволюция огибающей будет описываться нелинейным уравнением 

Шредингера (1). 
При переходе от (5) к (1) оставлены слагаемые .   Принято, что 

41 2 2  /   ,h h k F  гр /dv dk  определено путем дифференцирования 
соотношения (6): 

 

2 2 2 2гргр  6  
  ,

k c vdv
dk  

а коэффициент, характеризующий нелинейность упругого основания, 
будет определяться формулой  

 

1 4

2
23   

    .
h h k

F  
Согласно критерию Лайтхилла (2), модуляционная неустойчивость 

изгибных волн будет проявляться, если  

 
12 2 2 2 4г 2р

2 2

  6   3   
0.

k c v h h k
F

  (7) 

Знаменатель дроби (7) всегда положителен. Первый сомножитель  
в числителе обретает отрицательное значение при 2 2 2 2гр  6 . v k c  Одна-
ко анализ этого неравенства показывает, что оно невыполнимо (во всем 
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диапазоне изменения волновых чисел, т. е. при 0   ).k  Следовательно, 
критерий Лайтхилла сводится к выполнению неравенства 

 1 2 4 3    0.h h k   (8) 

В соответствии с (8) наличие или отсутствие модуляционной не-
устойчивости определяется характером нелинейности упругого основа-
ния. Самомодуляция изгибных волн проявляется при жесткой нелиней-
ности (по терминологии Рейснера — «упрочняющееся основание» [  31]), 
когда 1,2 0h  и не проявляется при мягкой нелинейности («размягчен-
ное» основание [  31]), когда 1,2 0.h  Эффект самомодуляции связан  
с усилением боковых компонент в спектре модулированной волны, в ко-
торые перекачивается энергия из его центральной части (рис. 1). 

Рис. 1. Модуляционная неустойчивость квазигармонической волны (а)  
и эволюция спектра (б) 

 
Стационарные волны огибающих. При введении вместо комплекс-

ной амплитуды А действительной амплитуды а и фазы :  expA a i  
уравнение Шредингера (1) запишется в виде системы 

 

2 2гр

22 2гр гр 2

0,
2 2

/ 1        0.
2

dva a
dk

dv dva a
dk a dk

  (9) 

Для того чтобы определить, как будут выглядеть волновые пакеты,  
на которые в результате модуляционной неустойчивости разбивается  
изгибная квазигармоническая волна, проанализируем стационарные 
волны огибающих. 
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Решение системы (9) будем искать в виде   ,a a  ,  где   
,V    constV  — скорость стационарной волны (заранее неизвест-

ная). В этом случае фаза волны будет выражаться через амплитуду соотно-
шением 

 
гр

1      2 ,
/

V D
dv dk

 

где D — константа интегрирования. 
Изменение амплитуды будет описываться уравнением ангармониче-

ского осциллятора:  

 
2

3 3
1 2 32     0,

 
a m a m a m a   (10) 

где  

 
2

1
гр

1  
/

;
2

Vm
dv dk

   2
гр

  ;
/

m
dv dk

   
2

3 2
гр

  .
/

Dm
dv dk

 

В уравнении (10) коэффициент 1m  всегда положителен, коэффициент 3m  
всегда отрицателен. Знак коэффициента 2m  определяется нелинейной ха-
рактеристикой упругого основания, на котором лежит балка. 

Области модуляционной неустойчивости, согласно критерию 
Лайтхилла (2), соответствует значение 2 0.m  

Далее ограничимся рассмотрением волн, у которых наличествует ам-
плитудная модуляция, но отсутствует фазовая. В этом случае 0,D  и из-
менение амплитуды будет описываться уравнением Дуффинга [5]: 

 
2

3
1 22   0.

 
a m a m a   (11) 

Уравнение (11) имеет первый интеграл: 

 
2

1 22 4
2 4

.1 
2

da m mE a a
d

 

Функция потенциальной энергии  

 
1 22 4

2 4
m mf a a a

 

имеет локальный максимум 2max 21 4/f m m  в точках 1 2/a m m  
и локальный минимум min 0f  при 0a  (рис. 2, а). Поэтому на фазовой 
плоскости , /a da d  точка (0, 0) является устойчивым положением 
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Рис. 2. Потенциальная энергия (а) и фазовый портрет (б)  
уравнения Дуффинга 

 
равновесия типа «центр», а точки 1 2/ , 0m m  — неустойчивым по-
ложением равновесия типа «седло». 

Фазовый портрет уравнения (11) приведен на рис. 2, б. Он показыва-
ет, что в среде могут существовать как периодические стационарные вол-
ны огибающих (им соответствуют движения по фазовым траекториям 
вокруг положения равновесия), так и уединенная стационарная волна 
огибающей (движение по сепаратрисе, идущей из «седла» в «седло»). 

Периодическая волна описывается эллиптическим синусом 

 0sn , ,a a K s  

где 0a  — амплитуда волны; 21 2 0  2   / 2K m m a  — волновое число; 
2 2 2

2 1 20 0     / 2    s m a m m a  — модуль эллиптической функции 
20      1 .s  Амплитуда волны и волновое число через параметры исход-

ной задачи выражаются соотношениями: 

 
2

0 2гр /
    ,

2      1  
sa V

dv dk s
  (12) 
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 2гр /
1    .

2 1  
VK

dv dk s
  (13) 

Форма волновых пакетов, на которые разбивается квазигармониче-
ская волна, промодулированная по периодическому закону, изображена 
на рис. 3. 

Рис. 3. Периодическая модулированная волна 

Форму перепада (кинка) имеет уединенная стационарная волна, ко-
торая описывается гиперболическим тангенсом: 

 
0 th ,a a

 
где  

 0
гр

1   
2   /  

a V
dv dk

  (14) 

— амплитуда волны;  

 гр  2 /
dv

V
dk

  (15) 

— ее ширина. 
Форма волновых пакетов, на которые разбивается квазигармониче-

ская волна, промодулированная по закону кинка, показана на рис. 4. 
Из (13) и (15) следует, что ширина волновых пакетов (см. рис. 2, 3) 

увеличивается с возрастанием линейной жесткости упругого основания 

1   1  / ./K h F  
Из (12) и (14) следует, что амплитуда волновых пакетов (см. рис. 2, 3) 

определяется нелинейной жесткостью упругого основания и уменьшает-
ся с ее увеличением  

 0
41 2

1  .
 3   

a
h h k
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Рис. 4. Уединенная модулированная волна 
 
Заключение. Проведенное исследование показало, что если моделиру-

емая балкой путевая структура лежит на обобщенном упругом основании, 
обладающем жесткой нелинейностью, то возможна самомодуляция рас-
пространяющихся в ней квазигармонических изгибных волн, приводящая 
к их пространственной локализации и разбиению на отдельные волно- 
вые пакеты. Ширина волновых пакетов увеличивается с возрастанием ли-
нейной жесткости упругого основания. Амплитуда волновых пакетов 
определяется нелинейной жесткостью упругого основания и уменьшается  
с ее увеличением. 
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QUASI-HARMONIC BENDING WAVES EVOLUTION  
IN A BEAM LYING ON THE GENERALIZED NONLINEAR-ELASTIC 
FOUNDATION AND POSSIBILITY OF THEIR TRANSFORMATION  
INTO A SEQUENCE OF WAVE PACKETS 
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Abstract Keywords 
The paper considers dynamic behavior of a track 
structure, which is a beam performing bending vibra-
tions and lying on the elastic foundation. In this case, 
a generalized base model is selected that contains two 
independent bed coefficients: stiffness for tensile 
(compressive) and shear deformations. Such a model 
takes into account the soil distributive ability, i.e., its 
property to settle not only under the loaded area and 
the foundation, but also in its vicinity. In addition, 
to describe the foundation stiffness nonlinear proper-
ties, the model assumed dependence on the transverse 
midline beam and its gradient displacement. Results 
analysis of the wave processes in the beam showed 
that, since bending waves had strong dispersion, 
solution to the problem in the presence of weak non-
linearity was close to solution of a linear problem, and 
it could be represented as a set of quasi-harmonics. 
Using the Lighthill criterion, conditions modulation 
instability manifestation (self-modulation) of the 
quasi-harmonic waves, which led to their spatial 
localization and division into separate wave packets, 
were studied. Analytical expressions were found that 
described the wave packets shapes. Dependences 
connecting the amplitude and the wave packet width 
with the elastic foundation rigidity were analyzed 

Modulation instability, bending 
wave, beam, generalized elastic 
foundation 
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