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Аннотация Ключевые слова 
Изучен поток жидкости в двумерном канале с вне-
запным расширением (x/h = 2). Расчеты выполнены 
для ламинарного режима течения на основе числен-
ного интегрирования нестационарных уравнений 
Навье — Стокса. Различные характеристики потока 
определены при Re = 100–800. Получены результа-
ты для профилей продольной скорости для различ-
ных сечений канала и протяженностей первичного 
и вторичного вихрей при различных значениях 
числа Рейнольдса после уступа. Представлено рас-
пределение коэффициента трения на нижней стенке 
канала по его длине при различных значениях  
числа Рейнольдса. Для разностной аппроксимации 
исходных уравнений применен метод контрольного  
объема, связь между скоростями и давлением на- 
ходилась с использованием процедуры SIMPLE.  
Для численного решения поставленной задачи при-
менены схемы QUICK, второго порядка точности 
Мак-Кормака, третьего порядка точности Уормин-
га — Катлера — Ломакса и четвертого порядка точ-
ности Абарбанела — Готлиба — Туркела. Для под-
тверждения корректности численных результатов 
выполнено сравнение с экспериментальными дан-
ными, взятыми из литературных источников 

Уравнения Навье — Стокса, 
плоский канал с обратным 
уступом, отрывное течение, 
метод контрольного объема 
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Введение. Исследование отрывных течений является классической зада-
чей фундаментальной механики жидкости. Отрыв потока часто встреча-
ется при обтекании подводного крыла потоком воды, лопастей компрес-
сора и турбины потоком воздуха, во внезапно расширяющихся каналах,  
в камере сгорания и т. д. Исследования потоков во внезапно расширяю-
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щемся канале, их отрыв и присоединение очень важны для инженерных 
расчетов. Однако теоретическое исследование и расчет таких потоков 
представляют значительные сложности вследствие возникновения об-
ратных вихрей за уступом и соединения разделенных потоков. В связи  
с этим расчет подобных потоков является хорошей демонстрацией 
надежности любой численной процедуры. 

Первое аналитическое исследование ламинарного отрыва стационар-
ных двумерных течений несжимаемой жидкости в прямых каналах прове-
дено в 1910 г. П.Р.Г. Блазиусом [1]. Ввиду большого практического значе-
ния подобных потоков выполнены теоретические и экспериментальные 
исследования как ламинарных [2–4], так и турбулентных [5–7] режимов 
течения несжимаемой и сжимаемой жидкостей. В большинстве работ рас-
смотрены каналы с симметричным расширением [8–14]. Так, в [8, 9] при-
ведены результаты экспериментального исследования образования цирку-
ляционной зоны за планкой. Для описания отрывных потоков используют 
уравнения движения в приближении пограничного слоя [14, 15]. Значи-
мый и важный объем работ по расчету потоков во внезапно расширяю-
щихся каналах экспериментально выполнен в [4]. Численное моделирова-
ние такой задачи проведено в [16]. Авторами работы [17] использована 
теория потенциального течения для получения решения указанной задачи. 
Однако теория потенциального течения не смогла предсказать зоны раз-
деления и соединения потоков. Начальные численные прогнозы поведе-
ния потоков за обратным уступом выполнены авторами работ [18–20]. 
Размер зоны рециркуляции за уступом предсказан в [21]. Для увеличения 
точности расчетов в [22, 23] применен многосеточный метод, а в [24] — 
метод уточнения локальных блоков. Детальный экспериментальный рас-
чет для размеров уступа (коэффициента расширения) x/h = 1,94 приведен  
в [16], расчет численным методом второго порядка точности по простран-
ству и времени — в [25]. Показано хорошее соответствие с эксперимен-
тальными значениями для значений числа Рейнольдса до 500. Установле-
но, что расчетные значения не соответствуют экспериментальным, если  
Re > 600. При двумерном численном моделировании симметричного по-
тока с резким расширением в [26] описана зона разделения потока. Авто-
рами [27] установлено, что нестабильность создается конвективной не-
устойчивостью. 

Цель работы — исследование различных численных схем для реше-
ния внутренних задач аэрогидромеханики при отрыве потока и проверка 
их эффективности. Для решения полных уравнений Навье — Стокса ис-
пользованы четыре схемы с различными порядками точности: 
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1) QUICK (Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kinematics) 
[28]; 

2) Мак-Кормака [29]; 
3) Уорминга — Катлера — Ломакса [30]; 
4) Абарбанела — Готлиба — Туркела [31]. 
Физическая и математическая постановки задачи. Рассмотрено  

ламинарное течение в плоском двумерном канале с внезапным расшире-
нием (обратным уступом). Схема анализируемого ламинарного течения  
и конфигурация расчетной области представлены на рис. 1. 

Рис. 1. Схема расчетной области в плоском канале с внезапным расширением 
(обратным уступом): 

x1 — координата повторного присоединения первичного вихря, который образуется  
после уступа в нижней части канала; xab — координата вторичного вихря,  

образующегося после уступа в верхней части канала; x2 — координата начала  
вторичного вихря; x3 — координата конца вторичного вихря 

 
Для численной реализации поставленной задачи начало декартовой 

системы координат расположено в нижнем углу уступа. Ширина меньшего 
канала в левом входном сечении 5 мм, в правом выходном сечении размер 
канала в 2 раза больше размера входного сечения канала H = 2h. На входе  
в канал задан параболический профиль течения Пуазейля для продольной 
скорости U, поперечная скорость V и давление p равны нулю. Для описа-
ния движения жидкости использованы полные нестационарные уравне-
ния Навье — Стокса для несжимаемой среды. При введении безразмерных 
величин за масштаб длины принята ширина H большего канала, за мас-
штаб скорости — среднерасходная скорость 0U  на входе в канал. 
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Система нестационарных уравнений Навье — Стокса и неразрывности 
с постоянной плотностью const  в декартовых координатах имеет вид 
[32]: 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

,

,

0.

U U U p U UU V
t x y x y x
V V V p V VU V
t x y y y x
U V
x y  

(1) 

Здесь ,U V  — безразмерные продольная и вертикальная составляющие 
вектора скорости ламинарного потока; p — безразмерное гидростатиче-
ское давление. 

На всех неподвижных твердых стенках действуют граничные условия 
прилипания Г 0U  и Г 0,V  где Г — твердая граница. На выходе из ка-
нала для параметров задаются стандартные условия экстраполяции второ-
го порядка точности. 

Метод решения. Для численного решения системы исходных неста-
ционарных уравнений Навье — Стокса (1) для четырех схем использован 
метод конечных объемов. В целях коррекции скоростей через давления 
применена процедура SIMPLE. Для согласования скоростей и давления 
использована сетка с разнесенной структурой расположения узлов сетки, 
т. е. компоненты скорости и давления определены в разных узлах сетки 
(рис. 2) [33, 34]. 

Рис. 2. Фрагмент расположения узлов и ячеек на разнесенной сетке 



М.Э. Мадалиев 

8  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 1 

Схема QUICK [28] имеет третий порядок точности по пространству  
и первый по времени. Эта схема наиболее подходит для решения стацио-
нарных или квазистационарных задач и является полунеявной схемой  
с условием устойчивости  

 max max 1.U t V t
x y

 

Диффузионные слагаемые аппроксимируются центральными разно-
стями неявным образом в поперечном направлении и явным в продоль-
ном. Схема QUICK на регулярной сетке: 
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Введем обозначения 
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В результате имеем конечно-разностное уравнение для внутренних рас-
четных узлов 1 1 1 .n n n

P N SA D D B C  Для реализации 
решения уравнения использован метод прогонки [35, 36]. 

Получены также результаты для схем Мак-Кормака [29], Уорминга — 
Катлера — Ломакса [30] и Абарбанела — Готлиба — Туркела [31].  
Для решения задачи использована прямоугольная расчетная сетка разме-
ром 300 × 100 с шагом 0,05, 0,01, 0,001.x y t  

Результаты расчетов и их обсуждение. Результаты расчета продоль-
ной скорости потока для различных сечений после уступа приведены  
на рис. 3 (Re = 100, экспериментальные данные взяты из [16]). Аналогич-
ные результаты для Re = 400 показаны на рис. 4. При малых значениях 
числа Рейнольдса все схемы дают примерно одинаковые результаты. 

 

Рис. 3. Результаты расчета продольной скорости при Re = 100 и x/h = 2,55 (а), 
3,06 (б), 3,57 (в), 4,18 (г) для эксперимента (1) и схем QUICK (2),  

Мак-Кормака (3), Уорминга — Катлера — Ломакса (4)  
и Абарбанела — Готлиба — Туркела (5) 
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Рис. 4 (начало). Результаты расчета продольной скорости при Re = 400  
и x/h = 2,55 (а), 3,06 (б), 3,57 (в), 4,18 (г), 4,8 (д), 5,4 (е) для эксперимента (1)  
и схем QUICK (2), Мак-Кормака (3), Уорминга — Катлера — Ломакса (4)  

и Абарбанела — Готлиба — Туркела (5) 
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Рис. 4 (окончание). Результаты расчета продольной скорости  
при Re = 400 и x/h = 6,12 (ж), 7,14 (з), 7,76 (и) для эксперимента (1)  

и схем QUICK (2), Мак-Кормака (3), Уорминга — Катлера — Ломакса (4)  
и Абарбанела — Готлиба — Туркела (5) 

 
Зависимость протяженности первичного вихря от числа Рейнольдса 

приведена на рис. 5. Полученные результаты расчета протяженности 
первичного вихря по указанным схемам близки друг к другу. Однако ре-
зультаты расчета протяженности для схемы QUICK резко ухудшаются 
при Re > 400. 

Значения погрешности схем для расчета протяженности первичного 
вихря приведены в таблице. Наиболее близкие значения к эксперимен-
тальным дает схема Абарбанела — Готлиба — Туркела: при Re = 500 по-
грешность составляет 0,263852 %. 

Результаты расчета значений протяженности вторичного вихря  
при изменении числа Рейнольдса приведены на рис. 6. 
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Рис. 5. Зависимость протяженности первичного вихря  
от числа Рейнольдса для эксперимента (1) и схем QUICK (2),  

Мак-Кормака (3), Уорминга — Катлера — Ломакса (4)  
и Абарбанела — Готлиба — Туркела (5) 

 
Распределение коэффициента трения на нижней стенке канала по его 

длине при различных значениях числа Рейнольдса показано на рис. 7. 
Коэффициент трения рассчитан по формуле  

 

2 .
Ref

UC
y  

Согласно данным на рис. 7, результаты расчета для различных схем 
близки при Re < 500. Однако при Re > 600 схема Мак-Кормака дает ос-
циллирующие результаты. То же наблюдается при Re > 700 и для схем  
Уорминга — Катлера — Ломакса и Абарбанела — Готлиба — Туркела,  
в то время как схема QUICK дает довольно монотонные результаты. 

Изолинии продольной скорости при различных значениях числа Рей-
нольдса приведены на рис. 8. Во всех случаях в зоне за выступом характер-
но образование возвратных течений, протяженность этой зоны и структу-
ра циркуляционного течения не только зависят от числа Рейнольдса,  
но и от используемой численной схемы [37]. Результаты исследований по-
казали, что схемы Мак-Кормака, Уорминга — Катлера — Ломакса и Абар-
банела — Готлиба — Туркела дают более близкие значения к эксперимен-
тальным данным, чем схема QUICK. 
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Рис. 6. Результаты расчета 
значений протяженности 

вторичного вихря  
при изменении числа 

Рейнольдса для эксперимента 
(1) и схем QUICK (2),  

Мак-Кормака (3), Уорминга — 
Катлера — Ломакса (4)  

и Абарбанела — Готлиба — 
Туркела (5) 

 

 

 
Рис. 7 (начало). Распределения коэффициента трения  

по длине канала при Re = 400 (а), 500 (б), 600 (в), 700 (г) для схем QUICK (1),  
Мак-Кормака (2), Уорминга — Катлера — Ломакса  

и Абарбанела — Готлиба — Туркела (3) 
 

 



Сравнение численных схем для задачи ламинарного течения…  

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2023. № 1 15 

Рис. 7 (окончание). Распределения коэффициента трения  
по длине канала при Re = 800 (д) для схем QUICK (1), Мак-Кормака (2),  

Уорминга — Катлера — Ломакса и Абарбанела — Готлиба — Туркела (3) 

 

Рис. 8. Изолинии продольной скорости при Re = 500 (а, в) и 800 (б, г) 
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Значения времени (с), затрачиваемого на выполнение расчетов по раз-
личным схемам, приведены ниже : 

QUICK  .............................................................................  1415 
Мак-Кормака  .................................................................  1540 
Уорминга — Катлера — Ломакса  ..............................  2246 
Абарбанела — Готлиба — Туркела  ...........................  3144 

Для расчета по схемам QUICK и Мак-Кормака требуется примерно 
одинаковое время, по схеме Уорминга — Катлера — Ломакса — в 2 раза 
большее, по схеме Абарбанела — Готлиба — Туркела — в 3 раза. 

Выводы. Приведены результаты расчета для конечно-разностных схем 
QUICK, Мак-Кормака, Уорминга — Катлера — Ломакса и Абарбанела — 
Готлиба — Туркела при исследованиях процессов отрыва. Показаны зако-
номерности формирования вихревой структуры течения в плоском канале 
за уступом, включая вторичные вихревые образования и нестационарные 
отрывные режимы течения. Установлено, что для потоков, в которых про-
исходят отрыв и возникновение циркуляционных зон, следует использовать 
схемы высокого порядка точности. Для отрывных потоков схема QUICK  
не дает хороших результатов, однако она более устойчива, чем другие схе-
мы. Схемы Мак-Кормака, Уорминга — Катлера — Ломакса и Абарбанела — 
Готлиба — Туркела позволяют получить примерно одинаковые результаты, 
но требуют больше вычислительных затрат. Компромиссным решением яв-
ляется использование схем второго порядка точности по времени и про-
странству. 
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Abstract Keywords 
The paper studies fluid flow in a two-dimensional chan-
nel with sudden expansion (x/h = 2). Calculations were 
made for the laminar flow mode based on numerical 
integration of the nonstationary Navier — Stokes equa-
tions. Various flow characteristics were determined  
at Re = 100–800. Results were obtained for the longitu-
dinal speed profiles in various channel sections and 
lengths of the primary and secondary vortices at various 
values of the Reynolds number after the step. The fric-
tion coefficient distribution on the channel lower side 
along its length is presented for various values of the 
Reynolds number. For the difference approximation  
of the initial equations, the control volume method was 
applied; relationship between speed and pressure was 

Navier — Stokes equations,  
flat channel with reverse step, 
separated flow, control volume 
method 
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found using the SIMPLE procedure. For numerical 
solution of the problem, the following QUICK schemes 
were introduced: McCormack’s second-order accuracy, 
Warming — Cutler — Lomax’s third-order accuracy 
and Abarbanel — Gotlieb — Turkel’s fourth-order 
accuracy. To confirm correctness, numerical results 
were compared with the experimental data taken from 
the literature sources 
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