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Аннотация Ключевые слова 
Авторами настоящей работы доказана теорема су-
ществования и единственности решения, построено 
аналитическое приближенное решение в комплекс-
ной области для одного класса нелинейных диффе-
ренциальных уравнений третьего порядка, решени-
ем которых являются разрывные функции. Решение 
перечисленных математических задач основано 
на классическом подходе. Поскольку существующие 
методы позволяют получать подвижные особые 
точки только приближенно, необходимо исследо-
вать влияние возмущения подвижной особой точки 
на структуру аналитического приближенного реше-
ния в комплексной области. Доказана теорема, поз-
воляющая определить априорные оценки погреш-
ности аналитического приближенного решения. 
В ходе исследования применен классический подход 
в оценке, дана иллюстрация приложения рядов 
с дробными отрицательными степенями. При-
ведены результаты численного эксперимента, под-
тверждающие достоверность полученного теорети-
ческого положения. Представлена технология 
оптимизации априорных оценок аналитического 
приближенного решения в окрестности возмущен-
ного значения подвижной особой точки с использо-
ванием апостериорных оценок. Результаты позво-
ляют расширить классы нелинейных дифференци-
альных уравнений, применяемых в качестве основы 
для математических моделей процессов и явлений 
в различных областях деятельности человека. 
В частности, рассматриваемый класс уравнений 
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может быть применен при исследовании волновых 
процессов в эластичных балках, что подтверждается 
теоретическими данными 
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Введение. Результаты исследования волновых процессов на основе нели-
нейных дифференциальных уравнений третьего порядка приведены в [1]. 
При этом оказались разрешимы лишь частные случаи, которые представ-
лены в виде численного решения или асимптотического поведения реше-
ния. Частные случаи исследуемых задач опирались на нелинейные уравне-
ния Риккати и Кортевега — де Фриза, решением которых являются раз-
рывные функции ввиду наличия подвижных особенностей. Однако в [1] 
этот факт не был учтен. Существует два метода решения нелинейных диф-
ференциальных уравнений. Первый основан на преобразовании Шварца  
и ему подобных [2–6], а также теории групп Ли [7, 8], позволяющей в част-
ных случаях разрешить нелинейное дифференциальное уравнение в квад-
ратурах. Второй — это аналитический приближенный метод, предложен-
ный авторами настоящей работы. Он связан с поиском решения в двух 
различных областях (в области аналитичности и окрестности подвижных 
особых точек), а затем с дальнейшим исследованием аналитических при-
ближенных решений в каждой области [9–11]. Напомним, что в [12] теоре-
тически и математически доказано, что линеаризация нелинейных диф-
ференциальных уравнений приводит к существенным погрешностям  
в вычислениях. Если учесть, что существующие классические численные 
методы также не применимы к этой категории уравнений, то получаем 
подтверждение актуальности разработки и развития аналитических при-
ближенных методов решения. Нелинейные дифференциальные уравнения 
третьего порядка связаны в [13] с исследованием волновых процессов  
в эластичных балках, но при этом игнорируется наличие подвижных осо-
бых точек. Сложность решения нелинейных дифференциальных уравне-
ний, существование подвижных особых точек и принадлежности такой 
категории уравнений классу в общем случае неразрешимых в квадратурах, 
стало основой работы [14], в которой сформулирована и доказана теорема 
существования и единственности решения, получена структура аналитиче-
ского приближенного решения для одного класса нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в комплексной области. Перечисленные задачи 
входят в авторский метод аналитического приближенного решения нели-
нейных дифференциальных уравнений, в общем случае неразрешимых  
в квадратурах. В настоящей работе представлено решение следующей за-
дачи авторского метода: исследование влияния возмущения подвижной 
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особой точки на аналитическое приближенное решение в комплексной 
области для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений 
третьего порядка. Доказана теорема, позволяющая получить априорную 
оценку погрешности. Подобные задачи решены при исследовании реше-
ний иных классов нелинейных дифференциальных уравнений [15–18]. 
Следует отметить приложения нелинейных дифференциальных уравне-
ний для описания строительных конструкций [11], в которых факт нали-
чия подвижных особых точек определенным образом связан с разрушени-
ем конструкции. 

Методы и результаты исследования. Здесь продолжено исследование 
результатов, приведенных в [14], дано решение задачи влияния возмущения 
подвижной особой точки на структуру аналитического приближенного ре-
шения, основанное на классическом подходе в оценке и применении рядов  
с дробными степенями (как отрицательными, так и положительными). По-
лучена априорная оценка погрешности приближенного решения, предло-
жен вариант ее оптимизации с использованием апостериорной оценки. 

Рассмотрим задачу Коши  
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Основываясь на результатах из [14], в случае возмущения подвижной 
особой точки *z  для аналитического приближенного решения имеем 
следующую структуру: 
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где *z  — возмущенное значение подвижной особой точки; nС  — возму-
щенные значения коэффициентов. 

Сформулируем теорему, позволяющую оценить влияние возмущения 
подвижной точки на структуру аналитического приближенного реше-
ния (3) задачи Коши (1), (2). 

Теорема. В случае *-z подвижной особой точки задачи (1), (2) и вы-
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3) * * ;z z  

4) * * * ,z z z  известная оценка погрешности; 
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для аналитического приближенного решения ( )Ny z  (3), задачи Коши (1), 
(2) в области 1 2 3F F F F  справедлива оценка погрешности Ny
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Для 1 3 2 :N k
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Здесь 1  — величина из теоремы, 
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Доказательство теоремы. Применим классический подход: 
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Оценим первое слагаемое полученного выражения: 
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Для второго слагаемого: 
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Тогда для ( ) :Ny z   
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С учетом коэффициентов nС  [14]: 
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При детальном рассмотрении 0  получаем 
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При оценке 1  учтем целые и дробные степени: 

 

( 1)/2 ( 1)/2* * *1
7

(2 1)/2 (2 1)/2* * *2
4

( ) ( )

( ) ( )

n n
n

n n
n

C z z z z z

C z z z z z
 

 
1 1* * *2 1 11 12

4
( ) ( ) .n n

nC z z z z z
 



В.Н. Орлов, М.В. Гасанов 

66  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2022. № 6 

Оценка выражения 11  требует учета оценок для коэффициентов nC  
[14]: 
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Таким образом, для 11  получаем 
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Полученная для 11  оценка справедлива в области 
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Аналогично получаем оценку для 12,  справедливую в области 2 :F  
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Для оценки 2  предварительно удостоверимся в справедливости 
оценок 3 3 1 3 2, , :n n nC C C  
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При доказательстве оценок 3 3 1 3 2, ,n n nC C C  используем ре-
куррентные соотношения, приведенные в [14]: 
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Проиллюстрируем доказательство оценки 3 3:nC  
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Расписывая выражение во втором слагаемом, часть которого исклю-
чается с первым слагаемым в последнем выражении, выполняя несколь-
ко преобразований с учетом предполагаемых оценок ,nC  окончательно 
получаем оценку 3 3 :nC  

 
6 6

3 3
8 ( 1) .

(3 2) 3 (3 2)

n
n

M M MC
n n n

 

Аналогично убеждаемся в справедливости оценок 3 1nC  и 3 2.nC  
Следовательно, для 2  с учетом целых и дробных степеней будем 

иметь 

( 1)/2* *2
7

(2 1)/2 1* * * *2 2 1 21 22
4 4

.

n
n

n n
n n

C z z z

C z z z C z z z
  

Рассмотрим случай дробных степеней 21:  

 

(2 1)/2 (6 3)/2* * * *21 2 6 2
4 1

n n
n nC z z z C z z z

  

(6 1)/2 (6 1)/2* * * *
6 6 2

1 1

n n
n nC z z z C z z z

 

 

12 6 (3 3)/2 3 3/2*

1

(3 1)/212 (3 1)/2*

1

12 6 (3 1)/2 (3 1)/2*

1

8 ( 1) 2
(6 3)(6 5)(6 7)

8 ( 1) 2
(6 1)(6 3)(6 5)

8 ( 1) 2
(6 1)(6 1)(6 3)

n n n

nn n

n n n

M M M z z
n n n

M M M z z
n n n

M M M z z
n n n
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3/23/2 6 *

33 12 *

2 8 ( 1)

1 2 ( 1)

M M M z z

M z z
 

5/2 7/25/2 12 * 7/2 6 *

3 33 12 * 3 12 *

2 8 ( 1) 2 8 ( 1)

1 2 ( 1) 1 2 ( 1)

M M M z z M M M z z

M z z M z z
 

9/2 6 3/2
6 2 6 2

3 12 3
2 8 ( 1) 1 2( 1) 2 ( 1) .

1 2 ( 1)
M M M M M M M

M
 Аналогичная ситуация и для случая целых степеней 22:   

 
6 12 3

6 2 6 222 3 12 3
2 ( 1) 1 2( 1) 2 ( 1) .

1 2 ( 1)
M M M M M M M

M
 

В результате для 2  получаем выражение 

 

9/2 6 3/2
2 3 12 3

6 2 6 2 3/2 6 3/2

2 8 ( 1)
1 2 ( 1)

1 2( 1) 2 ( 1) 1 2 ( 1) .

M M M
M

M M M M M M
 

Полученная оценка справедлива в области 

 *3 4
1: ,

4( 1)
F z z z

M M  
где  

 
* * *

* * *

,  ,

, .

z z z z z

z z z z
 

При доказательстве оценок для 3,  используя результат из [14], имеем: 

 

2( 1)
3 6 3/2

1/2
/2

8 ( 1)
1 ( 1)

1
( 2)( 4) ( 1)( 1)( 3) ( 2) ( 2)

N

N

M M
M

N N N N N N N N N

 

в случае 1 3 ,N k  
2

3 6 3/2

1/2
/2

8 ( 1)
1 ( 1)

1
( 2)( 4) ( 1)( 1)( 3) ( 2) ( 2)

N

N

M M
M

N N N N N N N N N
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в случае 1 3 1,N k   

 

2( 1)
3 6 3/2

1/2
/2

8 ( 1)
1 ( 1)

1
( 2)( 4) ( 1)( 1)( 3) ( 2) ( 2)

N

N

M M
M

N N N N N N N N N

 

в случае 1 3 2,N k где  

 
* * *

* * *

,  ,

, ;

z z z z z

z z z z
 

 
( ) *

0 1 2
( )

max sup , , , .
!

n

n

r z
M y y y

n
 

Оценка для 3  получена в области *2 4
1: ,

4( 1)
F z z z

M
  

следовательно, теорема будет справедлива в области .F  
Обсуждение результатов. Рассмотрим численный эксперимент, вы-

полненный в MATLAB, для задачи Коши (1), (2) ( ( ) 0, (0) 1/ 4,r z y  
(0) , (0) 1)y i y  с  приближенным значением подвижной особой точки 
* *2,65271, 0,0003.z z  Отметим, что эта задача не разрешима в квадра-

турах, что исключает сравнения с точным решением. Рассматривается 
структура приближенного решения (3) 9.y  Результаты расчетов для задачи 
Коши (1), (2) приведены ниже: 

1z  9 1( )y z   1 

2,652 8,04372 – 8,63187i 0,007 0,0005 

Здесь 1z  — значение, попадающее в область по условию теоремы, что 
подтверждается значением 0,015625;  9 1( )y z  — аналитическое при-
ближенное решение (3);  — априорная оценка погрешности, получен-
ная по теореме; 1  — апостериорная оценка. Для 1 0,0005  в структуре 
приближенного решения (3) требуется 14.N  Поскольку слагаемые  
с 10 по 14 не превышают 0,0005,  то можно утверждать, что аналити-
ческое приближенное решение 9 1( )y z  имеет точность 0,0005.  

Заключение. Предложено развитие метода аналитического прибли-
женного решения нелинейных дифференциальных уравнений с подвиж-
ными особыми точками на класс уравнений, имеющий приложение  
при исследовании волновых процессов в эластичных балках. Приведено 
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решение одной из задач метода. Доказано влияние возмущения подвиж-
ной особой точки на структуру аналитического приближенного решения  
в комплексной области; определена априорная оценка погрешности  
аналитического приближенного решения, связанная с возмущением по-
движной особой точки. Получена формула для расчета области, где спра-
ведливы результаты исследования. Теоретические результаты протести-
рованы с использованием численного эксперимента. Представлена опти-
мизация априорных оценок с помощью апостериорных. 
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Abstract Keywords 
The authors prove the theorem of existence and unique-
ness of the solution, construct an analytical approximate 
solution in the complex domain for one class of nonlin-
ear differential equations of the third order, the solution 
of which are discontinuous functions. The solution 
of the listed mathematical problems is based on the 
classical approach. Since the existing methods allow 
obtaining moving singular points only approximately, 
it is necessary to investigate the effect of a perturbation 
of a moving singular point on the structure of an analyt-
ical approximate solution in the complex domain. Since 
the existing methods allow obtaining moving singular 
points only approximately, it is necessary to investigate 
the effect of a perturbation of a moving singular point 
on the structure of an analytical approximate solution 
in the complex domain. A theorem that allows us to 
determine a priori estimates of the error of the analytical 
approximate solution is proved. The study applies the 
classical approach to estimation and illustrates the appli-
cation of series with fractional negative powers. 
The article presents the results of numerical experiment 
confirming the validity of the obtained theoretical posi-
tion. The technique of optimization of a priori estimates 
of analytical approximate solution in the vicinity 
of perturbed value of moving singular point using 
a posteriori estimates is presented. The results allow 
expanding the classes of nonlinear differential equations 
used as a basis for mathematical models of processes 
and phenomena in various fields of human activity. 
In particular, the class of equations under consideration 
can be applied in the study of wave processes in elastic 
beams, which is confirmed by theoretical data 

Nonlinear third-order differen-
tial equation, moving singular 
points, waves, a priori estima-
tion, Cauchy problem, perturba-
tion of a moving singular point 
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