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Аннотация Ключевые слова 
Проведено математическое моделирование тепло-
переноса в локально-неравновесной среде с харак-
теристиками переноса, зависящими от распределе-
ния температуры. Нелинейность тепло- и темпера-
туропроводности принята в виде однородного 
многочлена произвольной степени. Математи-
ческая модель представлена в виде нелинейного 
волнового уравнения теплопереноса гиперболи-
ческого типа, начальных условий и нелиней-
ного граничного условия второго и первого рода. 
Для решения поставленной задачи использована 
консервативная, однородная конечно-разностная 
схема на верхнем временном слое (неявно). Полу-
ченная система линеаризованных алгебраических 
уравнений решается методом прогонки со вто-
рым порядком по пространственной переменной 
и первым  —  по времени. Граничные условия пер-
вого и второго рода представляют собой периоди-
ческую череду прямоугольных импульсов темпера-
туры или теплового потока. Результаты расчетов 
показывают конечную скорость распространения 
температурного и теплового фронтов с ярко выра-
женными разрывами непрерывности первого рода 
с затухающей амплитудой. При этом первые им-
пульсы нагревают область между границей и перед-
ним фронтом тепловой волны, а последующие 
проходят эту область с большей скоростью за счет 
зависимости температуропроводности от темпера-
туры, их передние фронты «догоняют» предыдущие 
фронты, увеличивая амплитуду разрыва переднего 
фронта первого импульса, т. е. образуется перед-
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ний фронт тепловой ударной волны по аналогии 
с ударной волной в газовой динамике. Такие удар-
ные тепловые волны получены для граничных 
условий как первого, так и второго рода. Проанали-
зированы кинематические и динамические харак-
теристики тепловых волн 
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Введение. В условиях существенной нестационарности нагрева, например, 
при запуске ядерных реакторов, при входе в плотные слои атмосферы лета-
тельных аппаратов (ЛА) с гиперзвуковыми скоростями, в релятивистской 
механике, при образовании лазерной плазмы и т. п. наблюдаются высокие 
скорости нагрева изделий в течение очень малого времени. В таких услови-
ях возникающие температурные поля в телах не подчиняются классиче-
скому закону Фурье [1, 2], приводящему к парадоксу бесконечной скорости 
распространения теплового потока в теле, что является следствием гипоте-
зы о сплошности среды и диффузионном характере распространения теп-
лоты. Физическая основа такой ситуации — термомеханическое и тепловое 
состояние среды [3, 4]. 

Для исключения указанного парадокса П. Верноттом (P. Vernott),  
К. Каттанео (C. Cattaneo) и А.В. Лыковым предложена гипотеза не только  
о диффузионном, но и о волновом характере распространения теплоты  
в условиях существенной нестационарности. В соответствии с ней к гради-
ентному закону Фурье добавлено слагаемое, пропорциональное скорости 
изменения теплового потока, в котором коэффициентом пропорциональ-
ности является время релаксации — время отставания теплового потока 
от градиента температуры, связанное с дискретностью среды на микро-
уровне. В результате получен закон Вернотта — Каттанео — Лыкова [5, 6]: 

 
,

, grad , ,r
M t

M t T M t
t

qq  

где q  — плотность вектора теплового потока; T  — температура; r  — 
время релаксации. 

Уравнение теплопереноса на основе этого закона имеет волновой 
характер и является уравнением гиперболического типа: 
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Решение начально-краевых задач на основе приведенного уравнения 
в аналитическом виде получено в [7–9]. 
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В последнее время, на основе обобщенного уравнения переноса 
субстанций Онзагера (L. Onsager) [10–12] получен закон теплопереноса  
с двухфазным запаздыванием (dual-phase lag): 

 
, ,

, grad , grad ,r T
M t T M t

M t T M t
t t

qq  

в котором второе слагаемое в правой части характеризует запаздывание 
теплового потока относительно градиента температуры, а третье — про-
странственное запаздывание теплового потока путем демпфирования 
градиента температуры с коэффициентом демпфирования .T  С учетом 
этого закона уравнение теплопереноса в линейном случае имеет вид, 
приведенный в [13, 14]. Пространственное запаздывание связано с демп-
фированием градиента температуры в какой-либо точке тела частицами, 
окружающими это тело с временем релаксации :r  
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называемое уравнением теплопереноса с двухфазным запаздыванием.  
Результаты исследования волнового теплопереноса с учетом погло-

щения приведены в [15], интенсивного теплообмена при полете ЛА  
в плотных слоях атмосферы с гиперзвуковыми скоростями — в [16, 17], 
что также приводит к волновому теплопереносу в корпусах ЛА. 

В настоящей работе моделируется волновой теплоперенос в нели-
нейном полубесконечном стержне в условиях периодического темпера-
турного и теплового нагрева. Зависимость теплопроводности от темпера-
туры в виде функции однородного многочлена произвольной степени — 
причина трансформации тепловых волн в тепловые ударные волны,  
существование которых предсказано в [2]. Эти ударные волны являются 
следствием уплотнения разрывов непрерывности первого рода (ампли-
туд разрывов на передних фронтах тепловых волн). 

Постановка задачи. В полубесконечном стержне, теплопроводность 
которого зависит от температуры, рассматривается первая и вторая 
начально-краевые задачи для волнового уравнения теплопроводности: 
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 0, ,wT t T t  0,x  (4) 

или 

 0
0,

,w
T t

T q t
x

 0,x  0;t   (5) 

 1 1 2 1 1 2 1
1

2 1 ,
N

n

n
t t nd n d d t n d d d   (6) 

где 0  — теплопроводность при начальной температуре 0 ,T  0   
Вт 1 ;

м K K
 0T  — нелинейная теплопроводность; 0  — веществен-

ный показатель; с  — теплоемкость, [ ] Дж/ кг K ;c   — плотность, 
3кг/м ;  x  — пространственная переменная, м;x  t  — время, 

c;t  T  — температура, K;T  wq  — плотность теплового потока  
в момент 0,t  2Вт/м ;wq  nt t  — функция Хевисайда, 1  
при 0nt t  и 0  при 0;nt t  wT  — температура на границе 0x  
при 0;t  2d  — длительность импульса; 1d  — интервал по времени между 
импульсами, 2 1[ ] c.d d  

Замыкают систему (1)–(6) условия на бесконечности 

 0, ,T t T  , / 0,T t x  ,x  0.t  (7) 

Таким образом, задача (1)–(4), (6), (7) — первая начально-краевая задача 
волнового теплопереноса в нелинейном локально-неравновесном (нали-
чие времени )r  одномерном полупространстве с периодическим темпе-
ратурным нагревом (4), (6), (7) прямоугольными импульсами температу-
ры, при этом каждый импульс действует в течение времени 2d  с проме-
жутками между импульсами, равными 1.d  Каждый последующий импульс 
по амплитуде в 2 раза превышает предыдущий, что соответствует физиче-
ским представлениям постепенного нарастания температуры и теплоты на 
границе 0.x  

Задача (1)–(3), (5)–(7) — вторая начально-краевая задача волнового 
теплопереноса в нелинейном локально-неравновесном полупространстве  
с периодическим нагревом (5), (6) тепловыми прямоугольными импуль-
сами с теми же геометрическими характеристиками. 

Метод решения. Поскольку время релаксации r  мало ( r  
12 610 10   с для различных материалов), общее время t  пропорцио-

нально времени релаксации и, следовательно, глубина прогрева имеет по-
рядок нанометров,  целесообразно привести задачу (1)–(7) к безразмерному 
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виду, для чего введем безразмерные характеристики времени, простран-
ственной переменной и температуры: 

 ;
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0 0
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x cx
T
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0
.TT

T T
 

С учетом этих характеристик нелинейное граничное условие (5) в без-
размерном виде запишется как 
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Задача (1)–(7) в безразмерном виде будет иметь вид: 
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Для численного решения ограничим стержень длиной l  

0 0/ ,rl l c T  где длина l  такая, что за время t  тепловые  

и температурные возмущения оставались нулевыми. Тогда на область 
[0, ] [0, ]l t  нанесем пространственно-временную сетку 

         
_____ _____

, 0, , / ; , 0, , / ,kh j ex jh j J J l J t k k K K t K   (15) 

где ,h   безразмерны; сеточные функции температуры ,k kjjT T x t   

на нижнем временном слое ,kt  1 1,k kjjT T x t  на верхнем временном 

слое 1.kt  На сетке (15) будем аппроксимировать первую и вторую 
начально-краевые задачи (8)–(14) с использованием отношения конечных 
разностей с линеаризацией теплопроводности путем разложения в ряд 
Тейлора по степеням kT  в окрестности значения kT  с удержанием 
линейных членов 1 :k k kT T T  

 
11 1 11 1 1 .

kk k k k k k
j j j j jT T T T T O  

Дифференциальные операторы по времени и пространственной  
переменной аппроксимируются следующим образом: 
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2 2

1, 1 , 2, 1 .
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TT
x x

T T T T
O h

h h h

j J k K

 (16) 

Поскольку на границе 0x  в конечно-разностной аппроксимации  
граничного условия второго рода (12) возникают наибольшие погрешно-
сти, необходимо первую производную по переменной x  аппроксимиро-
вать со вторым порядком по пространственной переменной и одновре-
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менно соблюсти консервативность конечно-разностной схемы. Для этого 
вводится предположение о существовании на границе 0x  второй про-
изводной 2 2/ ,T x  что позволяет приграничное значение 11, kT x t  

1
1
kT  разложить в ряд Тейлора по степеням h  в окрестности 0x   

до второй производной включительно: 

 
1 2 1 2

0 01 1 1 3
1 0 20 , ,

2

k k
k k k T T hT T h t T h O h

x x
 

из которого первая производная определяется со вторым порядком 
2 :O h  

 
1 1 1 2 1

0 1 0 0 2
2 .

2

k k k kT T T T h O h
x h x

 (17) 

Вторую производную вычислим с использованием дифференциаль-
ного уравнения (8) 
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t x xx tT

 

Подставляя это выражение в (17), получаем значение 1
0 /kT x   

со вторым порядком 2( ) :O h  
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0 0
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0
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1 1 2 1 1

1 0 0 0 2
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.
2 1
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k
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h ttT

 (18) 

Производные второго и первого порядков по времени аппроксимиру-
ются с помощью первых двух выражений в (16). Подставляя 1

0 /kT x   
из (18) в (12), получаем конечно-разностную аппроксимацию теплового по-
тока на границе 0x  с двумя неизвестными 1

1
kT  и 1

0
kT  со вторым поряд-

ком по пространственной переменной и первым — по переменной времени: 
2( ).O h  Полученная система линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ) с трехдиагональной матрицей решается методом прогонки относи-
тельно температуры 1 1 1

0 1, , ,k k k
JT T T  на верхнем временном слое 1kt  

по их значениям на нижних временных слоях 1,kt  .kt  
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Результаты расчетов и их обсуждение. Результаты численных расче-
тов волнового теплопереноса первой начально-краевой задачи для урав-
нения (8) приведены на рис. 1, второй начально-краевой задачи для того 
же уравнения — на рис. 2. Входные данные: 1010r  с; 0 300T  K; wT  

1000  K; 1.  Для первой краевой задачи: 5
0 /( ) 1, 4 10T c  м2/с; 

102 10d  с; 111 2 10d  с; сеточные характеристики 1310  с;  
810h  м. Для второй краевой задачи: 510wq  Вт/м2; 0 /( )T c  
45 10   м2/с; 102 10d  с; 101 0, 5 10d  с. 

Рис. 1. Импульсное граничное условие первого рода и динамика возникновения  
и распространения тепловых ударных волн от первых импульсов 



В.Ф. Формалев, Б.А. Гарибян, С.А. Колесник 

88  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2022. № 4 

Зависимость периодических температурных импульсов, действующих 
на границе 0,x  от безразмерного времени / rt t  приведена на рис. 1, а, 
тепловая волна от первого температурного импульса с амплитудой 

1000 K –300 K / 300 K 2, 33  в виде затухающего температурного профиля 

по безразмерной пространственной переменной 0 0/ rx x c T   
с разрывом непрерывности первого рода, причем значению 1x  
соответствует 64 10x  м, показана на рис. 1, б. 

Первый импульс продвигается в глубь тела так, что левая граница  
первого импульса в теле выходит на границу 0,x  промежуток от 0x   
до 1x d  находится при нулевой температуре (рис. 1, в). В то время, когда 
левая граница первого импульса продвинулась на расстояние 1d  в тело вхо-
дит второй импульс с амплитудой, увеличенной в 2 раза (рис. 1, г). При этом 
первая тепловая волна продолжает движение в глубь тела с диссипацией 
тепловой энергии. В распределении температуры наблюдается провал, вы-
званный нулевым значением температуры между двумя изолированными 
импульсами. Наличие нелинейной теплопроводности, зависящей от возрас-
тающей температуры, позволяет второму импульсу двигаться по нагретому 
первым импульсом промежутку с большей скоростью, чем первый импульс. 
Поэтому температурный профиль от второго импульса быстро накладыва-
ется на температурный профиль от первого импульса. 

Распределение температуры от первых трех импульсов показано  
на рис. 1, д, причем температурные профили от второго и третьего импуль-
сов ложились на профиль от первого, образуя волну с суммарной ампли-
тудой и суммарной амплитудой переднего фронта, т. е. возникает тепловая 
ударная волна, продвигающаяся в глубь тела (аналогия газодинамической 
ударной волны). Для сравнения на рис. 1, е приведено распределение 
температуры в случае отсутствия релаксационных явлений 0 ,r   
т. е. теплопроводность учитывается по нелинейному закону Фурье 
(штриховая линия). Отличие качественное и количественное, однако 
фронт волны за счет только нелинейности существует в точке пересечения 
штриховой линии с осью абсцисс, где наблюдается разрыв производной 
температуры по пространственной переменной. 

Скачок температуры от первого теплового импульса на границе 0x  
(сплошная линия) и распределение температуры (штриховая линия)  
в течение времени действия первого импульса с гораздо меньшей амплиту-
дой за счет зависимости теплопроводности от температуры, так как 

/ 0,d T dT  показаны на рис. 2, а. 
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Рис. 2. Динамика возникновения и распространения тепловых ударных волн  
от первых импульсов граничного условия второго рода 

 
Действия второго и третьего импульсов аналогичны показанному  

на рис. 1 для первой начально-краевой задачи, только температура границы 
0x  значительно ниже, поскольку является следствием действия на гра-

ницу теплового потока, а не температуры, (см. рис. 1). Здесь также происхо-
дит уплотнение (увеличение) амплитуды температуры от предыдущих им-
пульсов за счет наложения на них температуры от последующих импульсов.  

Распределение температуры от первого и второго импульсов показано 
на рис. 2, б, распределение температуры от первых трех импульсов теплово-
го потока — на рис. 2, в. Продвижение тепловой волны от первых трех  
импульсов теплового потока за время до момента появления четвертого 
импульса (наблюдается просадка температуры) представлено на рис. 2, г. 

Итак, имеет место увеличение амплитуды тепловой волны, т. е. воз-
никает тепловая ударная волна. Этот анализ позволил выявить механизм 
возникновения тепловой ударной волны в нелинейных локально-
неравновесных средах (наличие релаксационных явлений). 

Выводы. Поставлена задача о волновом теплопереносе в нелинейных 
локально-неравновесных средах, имеющих место при высоких скоростях 
нагрева в условиях отставания тепловых потоков от градиентов темпера-
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туры. Математические модели учитывают периодические нагревы темпе-
ратурой (граничное условие первого рода) и тепловым потоком (вторая 
начально-краевая задача). 

Представленные в безразмерном виде обе математические модели ре-
шены численно с использованием метода прогонки, причем линеаризация 
нелинейной теплопроводности осуществлена путем разложения в ряд  
Тейлора теплопроводности на верхнем слое в окрестности температуры  
на нижнем временном слое с удержанием линейных членов. 

Выявлен механизм возникновения и продвижения в глубь тела тепло-
вых ударных волн в виде накладывающихся друг на друга локальных тем-
пературных импульсов с ярко выраженными разрывами непрерывности 
первого рода. Это наложение является следствием нелинейности среды, 
вследствие чего последующие волны, двигаясь по уже нагретой области  
со значительно большей скоростью, «догоняют» предыдущие импульсы, 
увеличивая амплитуды головной волны и амплитуды разрыва непрерывно-
сти на переднем фронте, т. е. возникает тепловая ударная волна. 
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Abstract Keywords 
We performed a mathematical simulation of heat 
transfer in a local non-equilibrium medium whose 
transfer characteristics are functions of the tempera-
ture distribution. A homogeneous polynomial of 
arbitrary degree represents nonlinearities in thermal 
conductivity and thermal diffusivity. The mathemati-
cal model consists of a hyperbolic nonlinear heat 
transfer wave equation, initial conditions and nonlin-
ear boundary conditions of the second and first kind. 
To solve this problem, we used a conservative homo-
geneous finite-difference scheme along the upper 
time grid line (implicitly). We then used the tridiago-
nal matrix algorithm of the second order in the spatial 
variable and of the first order in time to solve the 
resulting system of linearised algebraic equations. 
A periodic series of rectangular temperature or heat 
flux pulses form the boundary conditions of the first 
and second kind. Computation results reveal ultimate 
propagation rates of temperature and heat fronts 
featuring pronounced first-kind discontinuities with 
attenuating magnitudes. As the process unfolds, the 
initial pulses heat the region between the boundary 
and the heat wave front, while the subsequent pulses 
traverse this region at a higher velocity due to thermal 
diffusivity being a function of temperature, their 
fronts “catching up” with the previous fronts, increas-
ing the discontinuity magnitude at the initial pulse 
front, that is, forming a thermal shock wave front 

Thermal conductivity, thermal 
diffusivity, relaxation time, 
nonlinear local non-equilibrium 
medium, heat transfer wave 
equation, periodic heat transfer, 
thermal wave front discon-
tinuity magnitudes, thermal 
shock wave, first-kind 
discontinuity velocities, first-
kind discontinuity magnitudes 
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similar to that of a shock wave in gas dynamics. 
We obtained such thermal shock waves for boundary 
conditions of both the first and the second kind. 
We also analysed kinematic and dynamic characteris-
tics of thermal waves 
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