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Аннотация Ключевые слова 
Представлена методика построения упругих полей 
для трансверсально-изотропных тел, ограниченных 
коаксиальными поверхностями вращения и нахо-
дящихся под действием неосесимметричных объем-
ных сил. Построенная теория оперирует понятиями 
метода граничных состояний, основу которого со-
ставляют пространства состояний среды. Базис 
пространства внутренних состояний формируется 
с помощью фундаментальных многочленов. Много-
член ставится в любую позицию вектора пере-
мещения плоского вспомогательного состояния 
и по формулам перехода определяется простран-
ственное состояние. Набор таких состояний образу-
ет конечномерный базис, по которому после орто-
гонализации искомые характеристики упругого 
поля раскладываются в ряды Фурье с одинаковыми 
коэффициентами. Коэффициенты рядов представ-
ляют собой скалярные произведения векторов за-
данных и базисных объемных сил. Поиск упругого 
состояния сводится к решению квадратур. Даны 
рекомендации в построении базиса внутренних 
состояний в зависимости от вида заданных по раз-
личным циклическим законам (синуса и косинуса) 
объемных сил. Проанализировано решение кон-
кретной задачи теории упругости для трансвер-
сально-изотропного кругового цилиндра от дей-
ствия неосесимметричных объемных сил. Проведе-
ны анализ сходимости рядов и оценка точности 
решения в графическом виде 
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Введение. Создание новых или развитие существующих методов рас- 
чета напряженно-деформированного состояния (НДС) тел из сложных  
по структуре и реологии материалов по большей части опирается на об-
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щее или фундаментальное решение той или иной задачи теории упруго-
сти. Фундаментальный вклад в создание общих решений для анизотроп-
ной среды внесли С.Г. Лехницкий, А.Я. Александров, Ю.И. Соловьев,  
А.С. Космодамианский и другие. Однако эти решения разработаны еще  
в прошлом столетии. Современными учеными получены решения част-
ных задач, которые могут быть применены для построения математиче-
ских моделей на основе различных методов механики. Особенно это ка-
сается аналитических или численно-аналитических методов, которые 
позволяют получить решение в виде функции нескольких переменных 
(координаты, время, температуры и др.). Развитие именно аналитических 
методов в последнее время преобладает над численными методами, где 
результатом решения является таблица значений той или иной величины 
во всей (иногда не во всей) области тела. 

В области реализации различных методов анализа НДС эластостатиче-
ских тел с учетом влияния объемных сил можно выделить следующие ра-
боты. Изотропное упругое тело, ограниченное концентрическими сферами 
и находящееся под действием осесимметричных нестационарных объем-
ных сил, исследовано в [1]. С использованием разложения компонент век-
тора перемещений в ряды по окружной и радиальной координатам в [2, 3] 
получены аналитические решения задач о равновесии толстостенных 
трансверсально-изотропных составных сфер и находящихся под действи-
ем внутреннего давления массовых сил. Вынужденные деформации, воз-
никающие от воздействий поверхностных и объемных сил, исследованы  
в [4]. В дополнение к двум комплексным потенциалам Колосова — Мусхе-
лишвили в [5] предложен третий потенциал, учитывающий влияние мас-
совых сил. Приведены аналитические решения некоторых задач плоской 
деформации. Развитию метода ортогональных проекций посвящена [6]. 
Исследованы задачи теории упругости с участием объемных и поверх-
ностных сил в функциональных энергетических пространствах тензоров 
напряжений и деформаций. Метод определения НДС изотропных упругих 
тел от действия объемных сил непотенциального характера редуцирован  
в [7, 8]. 

Для трансверсально-изотропных тел, ограниченных поверхностями 
вращения, средствами метода граничных состояний решены первая ос-
новная [9] и вторая основная [10] задачи теории упругости при одновре-
менном действии на тело массовых сил. По идентичной методике решена 
контактная задача [11] и задача со смешанными граничными условиями 
[12]. Особенность решения указанных задач — полученное упругое поле 
одновременно удовлетворяет условиям внутри области (массовым силам) 
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и на границе тела, а не является суммой решений отдельных задач. Более 
кратко методика решения краевых задач для трансверсально-изотропного 
цилиндра с участием массовых сил описана в [13]. 

Определению упругих полей от действия осесимметричных массовых 
сил на транстропное ограниченное тело вращения вкупе с действием по-
верхностных сил и установившегося поля температуры посвящена [14]. 

Цель настоящей работы — развитие аналитического метода опреде-
ления НДС, предложенного в [7] на класс трансверсально-изотропных 
тел вращения, находящихся под действием объемных сил, которые зада-
ны по циклическому закону. Объемные силы носят неосесимметричный 
характер и зависят от трех цилиндрических координат. 

Постановка задачи. Рассмотрено упругое равновесие трансверсально-
изотропного тела, ограниченного одной или несколькими коаксиальными 

поверхностями вращения (рис. 1) под дей-
ствием неосесимметричных объемных сил 

, , ,X R Q Z  заданных по циклическому 
закону синуса или косинуса. Ось анизотропии 
трансверсально-изотропного тела совпадает  
с геометрической осью вращения z. Дефор-
мации малы. 

 Задача состоит в определении НДС, воз-
никающего в теле под действием объемных 
сил. Поверхность тела свободна от усилий  
и ограничений кинематического характера. 

Материалы и метод решения. Зависи-
мость пространственного НДС упругого 

трансверсально-изотропного тела вращения от некоторых вспомогатель-
ных двумерных состояний, компоненты которых зависят от двух  
координат x и y (переменных), установлена в [15]. В качестве пло- 
ских вспомогательных состояний использована плоская деформация 

( , ), ( , ), ( , ) ,pl pl plpl y zu x y u x y u x yu  возникающая в бесконечных цилин-

драх, имеющих в каждой точке плоскость упругой симметрии, которая 
параллельна плоскости xy (направление ).  

При установлении зависимости использован следующий прием. 
Упругое тело, напряженное состояние которого требуется изучить, рас-
сматривают как часть некоторого бесконечного цилиндра с осью ,  па-
раллельной образующей цилиндра. С телом связана цилиндрическая си-
стема координат .rz  Меридианное сечение тела совпадает с плоскостью 

Рис. 1. Трансверсально-
изотропное тело вращения 
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поперечного сечения бесконечного цилиндра с осями координат xy 
(направление  перпендикулярно плоскости xy, ось x цилиндра и ось z 
упругого тела совмещены). Предполагается, что цилиндр находится в не-
котором двумерном напряженном состоянии, не меняющимся вдоль об-
разующей. Компоненты этого состояния ,pl

yu  ,pl
xu  ,pl

y  ,pl
x  ,pl

xy  pl   
зависят от координат x, y и определяют плоскую деформацию цилиндра  
в плоскости xy, а также напряженное состояние заданного упругого тела, 
так как оно является частью цилиндра. Для того чтобы получить про-
странственное напряженное состояние тела, рассмотрено несколько ци-
линдров, отличающихся направлением образующей или углом поворота 
относительно оси z. Последовательно представляя тело вырезанным  
из каждого такого цилиндра при m  (m — число цилиндров), обра-
зуется ряд напряженных состояний, суперпозиция которых и дает сум-
марное трехмерное состояние. Например, для компоненты вектора пере-
мещения  трехмерного состояния имеет место выражение 
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m

plx k
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Перейдя к пределу при ,m  сумма заменяется интегралом. 
Предполагая, что плоскость ху составляет угол  с начальной мери-

диональной плоскостью цилиндрической системы координат, от которой  
проводится отсчет угла  ( ),  связь между пространственным  
состоянием и плоской деформацией соответствующих цилиндров имеет 
вид [15]: 
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 [ cos( ) sin( )],
b

n n
n а

w w n w n   (2) 

где ,a b  — пределы суммирования; ;x z  cos .y r  
Деформации вычисляются через соотношения Коши, напряже- 

ния — через закон Гука для трансверсально-изотропной среды, объемные 
силы — из уравнений равновесия [16]. 

Определение упругого состояния анизотропного тела осуществляется 
средствами, схожими со средствами метода граничных состояний (МГС) 
[17]. В качестве базиса в пространстве внутренних состояний  приняты 
наборы: 

 1 2 3, , , , , ;k    ( ) ( ) ( ) ( ), , , .k k k k
k i iij iju X  (3) 

Метод определения НДС изотропных тел от действия неконсерва-
тивных непрерывных объемных сил изложен в [8]. Здесь использован тот 
же подход. В целях построения поля перемещений для тела от действия 
объемных сил для плоских вспомогательных состояний применена фун-
даментальная система многочленов ,y z  которую можно поместить  
в любую позицию вектора перемещения ( , ),pl y zu  образуя некоторое до-
пустимое упругое состояние: 

 
0 0

0 , , 0 .
0 0

pl
y
plpl x
pl

u y z
u y z
u y z

u  

Согласно (1) и (2), определены компоненты вектора перемещения 
( , , )r zu  пространственного состояния. Для такого вектора по соотно-

шению Коши найден тензор деформаций, из закона Гука — тензор 
напряжений, а из уравнения равновесия — массовые силы. 

Осуществляя перебор всевозможных вариантов в пределах ,n  
 1,  2,  3, ,n  можно получить множество состояний и сформировать 

конечномерный базис внутренних состояний (3), позволяющий разло-
жить произвольный вектор непрерывных объемных сил в ряд Фурье  
по его элементам при увеличении числа n до бесконечности. 

После построения базиса состояний проведено его ортонормирова-
ние с использованием рекурсивно-матричного алгоритма ортогонализа-
ции [18]. Алгоритм реализует процесс ортогонализации Грама — Шмид-
та, в котором перекрестные скалярные произведения вычисляются  
по формуле (например, для первого и второго состояний): 
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(1) (2) (1) (2)

( ) ( ) ( ) ( )
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X X X X
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Любой непрерывный вектор объемных сил может быть представлен  
в виде ряда Фурье, разложенного по элементам ортонормированного  
базиса: 

 ( )

1
;kk

k
cX X  ( ), ,kkc X X  (5) 

где , ,R Q ZX  — заданные объемные силы. 
Каждому базисному вектору ( )kX  соответствуют вектор перемеще-

ния, тензоры деформаций и напряжений, в совокупности образующие 
внутреннее состояние от действия объемных сил 

 0
1

k k
k

c  

или в развернутом виде 

 ( )

1
;k

i k i
k

u c u  ( )

1
;k

ij k ij
k

c  ( )

1
;k

ij k ij
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c  ( )
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Тестирование коэффициентов Фурье осуществлено подстановкой 
объемных сил одного из базисных элементов в качестве заданных, при 
этом должно выполняться условие 1nc  (n — номер тестируемого ба-
зисного элемента), остальные коэффициенты Фурье должны равняться 
нулю. 

Решение задачи. Исследуем упругое равновесие трансверсально-
изотропного кругового цилиндра из горной породы алевролита крупного 
темно-серого [19]. После процедуры обезразмеривания параметров зада-
чи (с масштабным коэффициентом * 510  кгс/с2), аналогия которой 
представлена в [20], упругие характеристики материала составили: zE  =  
= 6,21; rE  = 5,68; rG  = 2,29; zG  = 2,55; z  = 0,22; r  = 0,24. Цилиндр за-
нимает область {( , ) 0 1, 1 1}.V z r r z  

При практической реализации приема решения задач и его тестиро-
вании при различных видах функций заданных объемных сил оказалось, 
что не для любого вида функций объемных сил существует решение. 
Возможность получения строгого или приближенного решения зависит 
от способа формирования базиса. 
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В общем случае при формировании базиса внутренних состояний  
в (2) суммирование осуществляется от 0a  до .b  При построении 
базиса необходимо стремиться к наибольшей простоте вида функций, 
описывающих компоненты упругого поля. Сначала рассмотрим базис, 
формируемый на основе функций, которые являются первыми слагае-
мыми элементов ряда, входящих в правые части выражений (2), в случае, 
когда 0a  и 1 :b  

 [ cos( )];
b

n
n a

u u n  [ sin( )];
b

n
n a

v v n  [ cos( )].
b

n
n а

w w n   (7) 

В таком случае задача будет разрешима, если заданные объемные си-
лы , ,R Q Z  содержат тригонометрические функции cos ,  sin ,  cos ,  
например:  

 (1 cos ),m kR r z p  , ,m k N  .p Z  (8) 

В противном случае скалярные произведения и коэффициенты Фурье 
(5) будут равны нулю. 

Если формировать базис на основе функций, являющихся первыми 
слагаемыми элементов ряда, входящих в правые части выражений (2),  
в случае когда 0a  и 1:b  

 [ sin( )];
b

n
n a

u u n   [ cos( )];
b

n
n a

v v n   [ sin( )],
b

n
n а

w w n  (9) 

то приближенное решение возможно получить, если объемные силы 
, ,R Q Z  содержат тригонометрические функции sin ,  cos ,  sin .  

Если в (7) и (9) использовать 1,a b  то объемные силы вида (8) 
восстановить нельзя, в этом случае приближенное решение задачи ищет-
ся для функции вида cosm kr z p  или sin .m kr z p  

В случае когда объемные силы имеют вид 

 (cos sin ),m kr z  (10) 

необходимо использовать выражения (2) в полной мере с учетом 0a   
и 1.b  При этом возможно получение не только приближенных,  
но и строгих решений. 

Приближенное решение можно получить и для объемной силы вида 
( ) cosm kr z p  или ( ) sin ,m kr z p  а при 2m k  — строгое. 
Приведем пример решения задачи, когда задана объемная сила 

 3 2{ (sin cos ), 0, 0}.r zX  
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После построения базиса по соотношениям (2), исключения базис-
ных элементов для которых 0,X  а также линейно зависимых элемен-
тов в процессе ортогонализации, базисные компоненты объемных сил 
имеют вид, представленный в таблице (показаны семь элементов). 

Объемные силы ортонормированного базиса 

Элемент R Q Z 

1  0, 2(cos sin )  0, 2(cos sin )  0 

2  0 –0,282 

3  0,172 (cos sin )z 0,172 (cos sin )z  0 

4  0 –0,244z 

5  –0,399r 0 

6  0 –0,399r 0 

7  0 0, 399 (cos sin )r  

 
Используем базис внутренних состояний из 50 элементов. Ненулевые 

коэффициенты Фурье: 1c  = –1,3368; 8c  = 1,1957; 13c  = –1,8712; 14c  = 0,4678; 
32c  = –1,6736; 33c  = 0,4184; 38c  = –0,2684; 39c  = 0,0671. Решение формирует-

ся соотношениями (6). 
Оценка точности решения осуществлена сопоставлением заданных 

объемных сил (штриховая линия) с восстановленными в результате ре-
шения (сплошная линия) (рис. 2). Согласно графику на рис. 2, а, макси-
мальная погрешность находится в точках / 4  и 5 / 4,  поэтому оценку 
точности восстановленной силы R в зависимости от r и z целесообразно 
провести для сечения с угловой координатой / 4  (рис. 2, в, д). Макси-
мальная погрешность на графике рис. 2, б находится в точке 3 / 4,  по-
этому верификация силы Q в зависимости от r и z рассматривается  
в сечении с угловой координатой 3 / 4  (рис. 2, г, е). 

Максимальная погрешность задачи составила 25 % и определена  
в точке (1, / 4, 0)  (см. рис. 2, д). Погрешность преодолевается за счет 
увеличения числа элементов базиса. При использовании базиса из 70 
элементов добавляется два ненулевых коэффициента Фурье 69(c  = –0,24; 

70c  = 0,06) и точность решения значительно повышается. Графики  
на рис. 2, д, е при 70 удержанных элементах базиса примут вид, показан-
ный на рис. 3. 
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Рис. 2. Верификация объемных сил при 50 удержанных элементах базиса: 
а — 1, 1;r z  б — 1, 1;r z  в — / 4, 1;z  г — 3 / 4, 1;z   

д — / 4, 1;r  е — 3 / 4, 1r  

Рис. 3. Верификация объемных сил при 70 удержанных элементах базиса: 
а — / 4, 1;r  б — 3 / 4, 1r  
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Окончательное внутреннее состояние 0  построено на 70 базисных 
элементах и имеет полиномиальный вид: 

 
4 2 4 4 4 60

2 6 8 5

31,123 1369, 44 1971,16 165, 557

1390, 77 74, 417 (cos sin ) 10 ;

u z r z r z z

r z z
 

 
4 2 4 4 4 60

2 6 8 5

31,123 124, 494 103, 745 165, 557

264, 805 74, 417 (cos sin ) 10 ;

v z r z r z z

r z z
 

 5 3 5 7 50 500, 016 1250, 04 436, 69 (cos sin ) 10 ;w rz r z rz  

 2 2 2 4 2 50 952, 381 4190, 8 60317, 5 (cos sin ) 10 ;R z r z r z  

 2 2 2 4 2 5
0 952, 381 3809, 5 3174, 6 (cos sin ) 10 ;Q z r z r z  0 0.Z  

Компоненты тензора напряжений представлены в виде изолиний  
(в явном виде не показаны) на рис. 4, а–в. Приведено распределение 
напряжений ,rr   и zz  в сечении 0 1,r  / 4,  1 1.z  Кон-
тур деформированного цилиндра (в силу малости деформаций показан  
в гипертрофированном виде) представлен на рис. 4, г. 

   Рис. 4. Изолинии напряжений rr  (а),  (б) и zz  (в), контур 
деформированного цилиндра (г) 

Полученное упругое поле удовлетворяет всем уравнениям теории 
упругости для трансверсально-изотропного тела [18]. В случае когда  
заданные объемные силы зависят от sin( )n  или cos( ),n  2, 3, ,n   
в (2), (7), (9) необходимо использовать пределы суммирования .a b n  
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Рассмотрим функцию, описывающую, например, объемную силу вида 
cos( ).m kR r z p n  Особенность решения при 1n  заключается в том, 

что восстановленные объемные силы отличаются по амплитуде от задан-
ных на некоторую константу — корректирующий коэффициент ,  кото-
рый вычисляется через заданную ( )R  и восстановленную 0( )R  компонен-
ты объемных сил для фиксированных координат r и z: 

 
,0

.
r z

R
R

 

Затем остальные характеристики полученного упругого поля умножают-
ся на коэффициент ,  зависящий только от .r  

Пусть задана объемная сила 20, cos(3 ), 0 .r zX  Базис формирует-
ся с помощью выражений (9), и для решения этой задачи используется  
76 элементов базиса (коэффициенты Фурье не приведены). Результат 
представлен графически на рис. 5 (показаны значения объемных сил R, Q 
на поверхности 1, 1).r z  

Рис. 5. Верификация объемных сил в задаче с коэффициентом :  
а — 1, 1;r z  б — 1, 1r z  

Восстановленные выражения для объемных сил: 

 2 4 6 8 100 0, 25 2 5, 4 6 2, 357 sin(3 );R r z r z r z r z r z  

 2 4 6 8 100 0, 25 2 5, 4 6 2, 357 cos(3 );Q r z r z r z r z r z  0 0.Z  

Корректирующий коэффициент 

  2 2 4 6 8 10/ 0, 25 2 5, 4 6 2, 357 .r r r r r r   

Окончательно решение имеет вид 0.  При 1r z  коэффициент  
 = 2,029 и погрешность для компоненты R увеличилась, однако резуль-

тат по-прежнему удовлетворителен (максимальная погрешность 1,5 %). 
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Обсуждение полученных результатов. Решение задачи теории упру-
гости от действия объемных сил строится следующим образом. Задается 
зависимость вектора перемещения плоского вспомогательного состояния 
от координат y z  и на его основе определяется вектор перемещения 
пространственного состояния, зависящего от координат , , .r z  По соот-
ношению Коши для этого вектора находится тензор деформаций, из за-
кона Гука — тензор напряжений, а из уравнения равновесия — объемные 
силы. На основе этого строится строгое частное решение задачи, соответ-
ствующее заданной в каждой точке тела функции перемещения. Пере-
бирая ,n   1,  2,  3, ,n  строится множество строгих частных ре-
шений задачи линейной теории упругости: векторы перемещения ,ku  
тензоры деформаций ,k  тензоры напряжений ,k  векторы объемных 
сил .kX  Среди этих решений оставляются только линейно независимые 
и осуществляется их ортогонализация в соответствии со скалярным про-
изведением (4). Получается базис, по которому соответствующие векто-
ры или тензоры разлагаются в ряды с одинаковыми коэффициентами (5). 
Поэтому изложенный подход позволяет сразу строить решение задачи  
с заданными объемными силами. 

Выбор способа конструирования базиса зависит от вида заданной 
функции компоненты объемных сил. Для решения задач требуется до-
вольно большой базис внутренних состояний, однако при формировании 
рядов число ненулевых коэффициентов Фурье невелико. 

В задачах, когда все три компоненты заданного вектора объемных 
сил не равны нулю, требуется довольно большой «отрезок» базиса внут-
ренних состояний. В этом случае целесообразно использовать принцип 
независимости действия сил и решить три отдельные задачи, в каждой  
из которых заданы { , 0, 0},RX  {0, , 0},QX  {0, 0, },ZX  а полученные 
упругие поля сложить. 

Заключение. Сформулирован подход решения задачи от действия 
стационарных объемных сил, заданных по циклическому закону. Компо-
ненты упругого поля зависят от трех координат и носят неосесимметрич-
ный циклический характер. 

Однако предложенный подход не является общим для любого класса 
рассматриваемых областей (односвязных и многосвязных) и вида задан-
ных функций объемных сил. 

Решение аналитическое и имеет полиномиальный вид, что позволяет 
легко анализировать полученные характеристики упругого поля. 
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Abstract Keywords 
The paper presents a technique for plotting elastic fields 
in transversely isotropic bodies bounded by coaxial 
surfaces of revolution, subjected to non-axisymmetric 
volume forces. Our theory uses the ideas of the bounda-
ry state method, which is based on state spaces describ-
ing a medium. Fundamental polynomials form the basis 
of the internal state space. A polynomial is placed in any 
displacement vector position in a planar auxiliary state, 
then transition formulas can be used to determine the 
spatial state. A set of such states forms a finite-
dimensional basis that is used after orthogonalisation 
to expand the desired elastic field characteristics into 
Fourier series with identical coefficients. These series 
coefficients are dot products of given and base volume 
force vectors. The search for an elastic state is reduced 
to solving quadratures. We provide guidelines for con-
structing an internal state basis depending on the type 
of volume forces given by various cyclic functions (sine 
and cosine). We analysed a solution to a specific theory 
of elasticity problem concerning a transversely isotropic 
circular cylinder subjected to non-axisymmetric volume 
forces. We analysed the series convergence and graph-
ically evaluated the solution accuracy 
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