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Аннотация Ключевые слова 
Работа направлена на развитие теории стохастиче-
ских сетей Петри и их практического применения 
при исследовании дискретных систем. Рассмотрена 
возможность решения задачи достижимости в сто-
хастических сетях Петри с использованием матрич-
ных уравнений, широко применяемых в сетях Пет-
ри. Приведены этапы и особенности составления 
матричных уравнений для стохастических сетей. 
Введены правила введения виртуальных элементов 
(позиций и переходов) в стохастическую сеть Петри 
для составления и разрешения матричных уравне-
ний. Рассмотрены примеры различных по структуре 
и составу стохастических сетей Петри на возмож-
ность применения матричных уравнений. Показано, 
что достижимость требуемых состояний сетей опре-
деляется через срабатывание переходов, являющих-
ся решением матричного уравнения. Приведены 
объяснения получаемых результатов. Разработан 
алгоритм, позволяющий проверить истинность вы-
двинутого предположения и наглядно определить 
ограничения на применение матричных уравнений 
для различных исходных состояний моделируемой 
системы. В графическом виде представлены резуль-
таты работы предложенного алгоритма на примерах 
стохастических сетей Петри, моделирующих про-
цесс производства судебной почерковедческой экс-
пертизы. Сделан вывод о применимости матричных 
уравнений в стохастических сетях Петри и необ-
ходимости проведения дальнейших исследований  
в указанной области 
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ские сети Петри, матричные 
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Введение. Сети Петри нашли широкое применение при моделировании 
различных динамических систем в целях исследования их свойств и опреде-
ления достижимости определенных состояний [1]. 
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Сеть Петри состоит из двух типов вершин (позиции (p) и переходы 
(t)), соединяющихся между собой дугами. Вершины одного типа не могут 
быть соединены дугами. Позиции могут соответствовать определенному 
состоянию элемента системы или всей системы в целом. Для обозначения 
нахождения системы в определенном состоянии (позиции) используют 
фишки (метки), которые в процессе срабатывания переходов могут пере-
мещаться [2, 3]. Определение возможности перехода системы из одного 
заданного состояния в другое формулируется в сети Петри как задача до-
стижимости. Решение этой задачи осуществляется построением дерева 
достижимости или применением матричного подхода, заключающегося  
в составлении матричного уравнения, которое связывает начальную  
и конечную маркировки со структурой сети. 

Для исследования систем, в которых смена состояния носит вероят-
ностный характер, используют стохастические сети Петри. Стохастиче-
ской сетью Петри называется пара , ,ssM C  где , , ,C P T I O  — 
описание структуры сети Петри, Р — множество позиций, Т — множество 
переходов, I — входная функция ,T P  O — выходная функция 

;P T  отображение :s sp V  присваивает каждой позиции вектор 
распределения вероятностей наличия фишек ,s iP  где sV  — множество 
векторов с компонентами, значения которых принадлежат интервалу [0, 1] 
с суммой компонент каждого вектора, равной единице. Элементы множе-
ства  sV   будут определять распределение вероятностей наличия фишек  
в позициях сети, при этом номер компоненты соответствует числу фишек,  
а значение равно вероятности нахождения этого числа фишек в пози- 
ции [4]. Стохастические сети Петри, в которых отсутствуют переходы  
с одинаковыми наборами входных позиций, т. е. , : ,i ji j i j I t I t  
применяют при анализе процесса производства судебной почерковедче-
ской экспертизы [5]. 

Методы решения задач. Для решения задачи достижимости в сети 
Петри составляется матричное уравнение вида 

 ,x D  

где  — произвольная желаемая маркировка;  — начальная маркиров-
ка сети; x — вектор запуска переходов [6, 7]; D D D  — составная 
матрица изменений, определяемая через входную и выходную функции.   

Если для стохастической сети Петри обозначить начальное состояние 
через ,s  а конечное через  *,s  то можно предположить, что решением  
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задачи достижимости также будет являться разрешение матричного урав-
нения 
 *s s x D  
в виде 
 * 1.s sx D   (1) 

Результаты. Для проверки истинности предположения (1) проведем 
вычислительный эксперимент на примере стохастической сети Петри  
(рис. 1, а) фрагмента модели процесса производства судебной почерко-
ведческой экспертизы, где представленный на экспертизу объект исследо-
вания 1;p  представленные на экспертизу объекты, выполненные скоропи-
сью, 2 ;p  вывод экспертизы о том, что представленные  объекты исследова-
ния выполнены скорописью 3.p     

Рис. 1. Фрагменты модели процесса производства судебной почерковедческой 
экспертизы (а) и модели после добавления виртуальных переходов (б), 

результат работы алгоритма для стохастической сети Петри (N = 1000) (в) 

Для решения уравнения (1) составную матрицу изменений  D требу-
ется привести в квадратный вид. Для этого добавим виртуальные пози-
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ции и/или переходы, виртуальность понимается как отсутствие у добав-
ляемых элементов входных или выходных дуг, позволяющих передавать 
фишку в последующие элементы. При добавлении виртуальных элемен-
тов будем придерживаться следующих правил. 

Правило 1. Если число позиций больше числа переходов и существу-
ют позиции, пересечение выходных функций которых не является пу-
стым множеством, то к одной из них добавляется виртуальный переход: 

 
1 1 1

: , ,

: и .
i j

k iT T T

If P T i j i j O p O p

t T k I p t O p t
  

Правило 2. Если число позиций больше числа переходов и существует 
конечная позиция, то виртуальный переход без входных дуг добавляется 
к конечной позиции: 

 1 1: :i i kT Tp O p t T k O p t  и 1 .i TI p t  

Правило 3. Если число переходов больше числа позиций, то к перехо-
ду добавляется виртуальная позиция без входных дуг: 

 1 1 1: , , .i ip p pIf T P p P I p O p t t T  

Существующая вариативность выполнения указанных правил позво-
ляет преобразовать сеть Петри так, чтобы составная матрица изменений D 
была невырожденной. Для рассмотренных ниже примеров это утвержде-
ние подтверждалось, хотя в общем случае требует доказательства [8–10]. 

Для сети, приведенной на рис. 1, а, в целях получения квадратной 
матрицы D необходимо добавить два виртуальных перехода. В соответ-
ствии с правилом 1 получаем 

 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

,
, .

O p O p t t T I p t
I p t O p t

 

Согласно правилу 2, 

3 3 1 3 2 3 3 3, ,O p t T O p t O p t O p t  
и  

3 3 .I p t  
Фрагмент модели после добавления виртуальных переходов показан 

на рис. 1, б.  
Рассмотрим случай максимального числа фишек, находящихся в каж-

дой позиции, равного единице. Зададим начальную маркировку  
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0, 2 0, 4 1

,
0, 8 0, 6 0

s  

т. е. поскольку 2,1 0, 8,s  вероятность нахождения одной фишки в пози-
ции 1 0, 8;p  вероятность отсутствия фишки в первой позиции равна  
0,2 1,1( 0, 2);s  аналогично и для других позиций [11]. Пусть желаемая  
конечная маркировка рассматриваемого фрагмента сети определяется как 

 * 1 1 0, 52
.

0 0 0, 48
s  

В соответствии со схемой на рис. 1, б составная матрица изменений 
имеет вид 

 
1 1 0
0 1 0 ,
0 0 0

D  
0 0 1
0 0 0 ,
0 0 1

D  

откуда  

 
1 1 1

0 1 0 .
0 0 1

D  

Согласно (1), решением матричного уравнения будет матрица запуска 
переходов 

 * 1 0, 8 0, 2 0, 32
.

0, 8 0, 2 0, 32
s sx D  

Предположим, что номер столбца элемента нижней строки матрицы x, 
имеющего максимальное значение из всех элементов этой строки, соответ-
ствует номеру перехода, который должен сработать для достижения марки-
ровки сети *.s  Для рассматриваемого примера максимальное значение 
(0,8) имеет первый элемент, таким образом, должен сработать переход 1.t  

Для проверки выдвинутого предположения разработан приведенный 
ниже алгоритм. 

Алгоритм, позволяющий определить его истинность для различных 
вариантов начальной маркировки 

Шаг 1. Задаем число итераций N. 
Шаг 2. 1.i  
Шаг 3. Повторяем, пока :i N  
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Шаг 4. Инициализируем 2,
s

k  (где k соответствует позициям без вход-
ных дуг) равномерно распределенными в интервале (0, 1) числами. 
Остальные значения матрицы  s  определяем в соответствии с моделью 
сети. 

Шаг 5. Определяем значение *,s   соответствующее желаемому со-
стоянию сети. 

Шаг 6. Вычисляем x по (1). 
Шаг 7. Исключаем из рассмотрения элементы второй строки матри-

цы x, соответствующие виртуальным переходам. 
Шаг 8. Находим 2,minx  — минимальное значение из второй строки 

матрицы x, соответствующее переходам, срабатывание которых приводит 
к желаемому состоянию в сети. 

Шаг 9. Определяем q — число элементов второй строки матрицы x, 
которые не менее 2,min .x    

Шаг 10. Если q не равно числу переходов, срабатывание которых при-
водит к желаемому состоянию в сети, выводим сообщение об ошибке. 

Шаг 11. 1.i i  

Результат работы алгоритма показан на рис. 1, б. Маркером  отме-
чены точки, соответствующие сообщениям об ошибках, маркером + — 
точки, в которых предположение подтверждается. Согласно выделен-
ному верхнему правому квадранту, истинность подтверждается для слу-
чаев значений вероятности нахождения в позиции одной фишки больше  
0,5 2, 0, 5, 1, 2 .s

i i  
Проверим предположение на других стохастических сетях Петри. 
Пример 1. Пример стохастической сети Петри приведен рис. 2, а, 

 *0, 3 0, 2 1 1 1 1 1 0, 44
, .

0, 7 0, 8 0 0 0 0 0 0, 56
s s  

Получаем 

 * 1 0, 7 0,1 0, 7 0,14
.

0, 7 0,1 0, 7 0,14
s sx D  

В таком случае должно сработать два перехода (в соответствии с ша-
гом 7 столбцы 2 и 4 не рассматриваются). Максимальное значение 0,7, 
что указывает на переходы 1t   и  3t  [12]. Результат работы приведенного 
выше алгоритма подтверждает выдвинутую гипотезу (рис. 2, б). 
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Рис. 2. Пример 1 стохастической сети Петри (а) и результат работы алгоритма 
для этой сети (N = 1000) (б) 

 
Пример 2. Пример стохастической сети Петри приведен на рис. 3, а, 

 *0,1 0, 3 1 1 1 1 1 1 1 0, 37
, .

0, 9 0, 7 0 0 0 0 0 0 0 0, 63
s s  

Получаем 

 * 1 0, 9 0, 2 0, 9 0, 9 0, 27
.

0, 9 0, 2 0, 9 0, 9 0, 27
s sx D  

В этом случае должно сработать три перехода. Максимальное значе-
ние 0,9, что указывает на переходы 1 3,t t  и 4.t  Результат работы алгорит-
ма (рис. 3, б) подтверждает выдвинутое предположение [13]. 

Пример 3. Пример стохастической сети Петри приведен на рис. 4, а, 

 *0,1 0, 3 0, 4 1 1 1 1 1 1 0, 622
, .

0, 9 0, 7 0, 6 0 0 0 0 0 0 0, 378
s s  

Получаем 

 * 1 0, 9 0, 2 0, 3 0, 9 0, 522
.

0, 9 0, 2 0, 3 0, 9 0, 522
s sx D  
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Рис. 3. Пример 2 стохастической сети Петри (а) и результат работы алгоритма 
для этой сети (N = 1000) (б) 

Рис. 4. Пример 3 стохастической сети Петри (а) и результаты работы алгоритма 
для этой сети Петри (N = 3000) (б, в) 
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Результат работы приведенного алгоритма подтверждает выдвинутое 
предположение (рис. 4, б, в). 

Пример 4. Рассмотрим пример стохастической сети Петри с двумя 
альтернативными путями (рис. 5, а), приведем сеть к квадратному виду 
составной матрицы изменений (рис. 5, б): 

 
0, 2 0, 4 1 0, 4 1 1 1 1

,
0, 8 0, 6 0 0, 6 0 0 0 0

s    * 1 1 1 1 1 1 1 0, 712
.

0 0 0 0 0 0 0 0, 288
s  

Получаем 

 * 1 0, 2 0, 6 0 0 0 0, 6 0, 312 0
.

0, 2 0, 6 0 0 0 0, 6 0, 312 0
s sx D  

Рис. 5. Преобразование фрагмента модели процесса производства судебной 
почерковедческой экспертизы (а) к удобному для применения матричного подхода 

виду (б) и результат работы алгоритма для этой стохастической  
сети Петри (N = 3000) (в) 
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Результат работы алгоритма подтверждает истинность предположе-
ния (рис. 5, в) [14]. 

Заключение. Подтверждение истинности выдвинутого предположе-
ния позволяет применять теорию матричных уравнений для быстрой про-
верки возможности перехода исследуемой системы в требуемое состояние. 
Матричный метод и выдвинутое предположение можно использовать  
для анализа процесса производства судебной почерковедческой эксперти-
зы, построенной с использованием сетей Петри. Однако, как следует  
из представленных примеров, возможность применения матричного 
уравнения для решения задачи достижимости в стохастических сетях  
Петри имеет ограничения. Для устранения этих ограничений требуется 
проведение дальнейших исследований по модификации составления  
и разрешения матричного уравнения для стохастических сетей Петри [15]. 
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Abstract Keywords 
The purpose of the research was to develop the theory 
of stochastic Petri nets and consider its practical appli-
cation when studying discrete systems. The paper con-
siders the possibility of solving the reachability problem 
in stochastic Petri nets by means of matrix equations 
widely used in Petri nets; describes the stages and fea-
tures of generating matrix equations for stochastic 
networks; formulates the rules for introducing virtual 
elements, i.e., positions and transitions, into the sto-
chastic Petri net to generate and solve matrix equations. 
Stochastic Petri nets different in structure and composi-
tion were used to explore the possibility of applying 
matrix equations. Findings of the research show that 
the reachability of the required states of the networks  
is determined through the firing of transitions, which 
are the solution of the matrix equation. Within the 

Modeling, stochastic Petri nets, 
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study, we interpreted the obtained results and developed 
an algorithm that allowed us to validate the assumption 
made and visually determine the restrictions on the use 
of matrix equations for various initial states of the simu-
lated system. The results of the proposed algorithm are 
presented in graphical form on the examples of stochas-
tic Petri nets that model the process of forensic hand-
writing analysis. The conclusion is made about the ap-
plicability of matrix equations in stochastic Petri nets 
and the need for further research in this area 
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