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Аннотация Ключевые слова 
В современной научной литературе большое внима-
ние уделяется оптимальному моделированию упру-
гих динамических систем. Актуальность исследова-
ний связана с необходимостью непрерывной кор-
ректировки движения исполнительных органов 
высокоточных роботов-манипуляторов и механиз-
мов-автоматов в режиме реального времени с уче-
том податливостей составляющих звеньев этих 
систем. Сформулированный обобщенный метод 
Ньютона — Эйлера стал надежной платформой  
к последующему построению прогрессивных моди-
фикаций динамического анализа для широкого 
класса эластодинамических систем. Цель работы — 
совершенствование существующих расчетных алго-
ритмов для ускорения вычислительного процесса 
динамического анализа упругих манипуляторов.  
В связи с этим на основе символьно-итеративного 
исчисления сформулирована и решена смешанная 
задача динамики упругих манипуляторов без обра-
щения их матриц масс; разработана новая модифи-
кация метода Ньютона, предназначенного для чис-
ленного интегрирования уравнений движения упру-
гих манипуляторов в форме Ньютона — Эйлера; 
выполнена оценка эффективности предлагаемого 
метода динамического анализа упругих манипуля-
торов на примере динамического расчета упругого 
пространственного пятизвенного манипулятора  
за счет сравнения быстродействия вычислительных 
процессов, осуществляемых при неизменной точно-
сти моделирования задачи. Предложен прогрессив-
ный метод динамического моделирования манипу-
ляторов с упругими звеньями без использования 
процедуры обращения их матриц масс 
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Введение. В последние годы прошлого столетия в публикациях появи-
лось обобщение классического метода Ньютона — Эйлера [1, 2] на случай 
упругодеформируемых звеньев кинематической цепи многозвенных ди-
намических систем. Эту новую модификацию метода Ньютона — Эйлера 
стало принято называть обобщенным методом Ньютона — Эйлера [3]. 
Вслед за этим была опубликована работа [4], в которой на основе сфор-
мулированного обобщенного метода Ньютона — Эйлера и нововведен-
ных элементов символьного исчисления введен алгоритм численного 
решения первой задачи динамики (Inverse Dynamic Problem) упругих ма-
нипуляторов. 

Дальнейшее развитие обобщенного метода Ньютона — Эйлера при-
вело к построению алгоритмов численного решения второй и смешанной 
задач динамики (Direct and Mixt Dynamic Problems) упругих манипулято-
ров, которые нашли отражение в работах [5, 6]. Кроме того, обобщенный 
метод Ньютона — Эйлера в контексте решения смешанной задачи дина-
мики использован в [7] применительно к классу упругих древовидных 
динамических систем (Arborescent Dynamic Systems). Впоследствии было 
показано [8], что применение обобщенного метода Ньютона — Эйлера 
позволяет существенно сократить машинное время численного решения 
задач управления упругих манипуляторов по сравнению с методами, ис-
пользующими процедуру обращения их матриц масс. 

На примере исследования особенностей символьного построения пер-
вой и второй задач динамики манипуляторов с абсолютно жесткими зве-
ньями в [9] раскрыты методологическая и формальная стороны метода 
Ньютона — Эйлера, откуда неопровержимо следовало существование эле-
ментарной расчетной единицы кинематической цепи. Таким образом, вви-
ду изложенного формально-методологического осмысления проблематика 
оптимизации методов динамического анализа может вполне однозначно 
сводиться к выбору тех методов, которые используют наипростейшие виды 
структурных единиц кинематической цепи [10–17]. В то же время метод 
Ньютона — Эйлера в динамике упругих манипуляторов не утратил акту-
альности и в настоящее время [18–20]. 

В предлагаемой работе подведен итог исследованиям в области моде-
лирования манипуляторов с упругими звеньями без обращения их мат-
риц масс. После подробного изложения основополагающих уравнений 
упругих манипуляторов, алгоритма численного решения смешанной за-
дачи динамики и метода численного интегрирования уравнений движе-
ния упругих манипуляторов в форме Ньютона — Эйлера приведена чис-
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ленная реализация первой (обратной) задачи динамики на примере ис-
следования пространственного пятизвенного манипулятора. 

Обобщенная динамическая модель упругих манипуляторов. Рас-
смотрим манипулятор произвольной кинематической цепи (рис. 1), состо-
ящий из n линейно-деформируемых звеньев всевозможной геометри-
ческой конфигурации 1 2, , , ,nC C C  которые связаны между собой n  
вращательными или поступательными соединительными узлами (кинема-
тическими парами), идентифицируемыми логической переменной [2, 3]: 

 
0   вращательная кинематическая пара

, {1, , }
1  поступательная кинематическая параj

j
j n .

j
 

Рис. 1. Кинематическая цепь с упругодеформируемым звеном 
 
Согласно теории деформируемого тела, малые линейные и угловые 

деформации упругого звена jC  определяются перемещениями некоторой 
точки 0 j jE C  из недеформированной конфигурации 0 jS  в деформиро-
ванную jS  (см. рис. 1) и исчисляются в жестко связанной со звеном jC  
подвижной системе отсчета jQ  на основе разложений [2, 3]: 

  
, 0 ,

1

, 0 ,
1

( , ) ( ) ( );

( , ) ( ) ( ), {1, , }.

j

j

N
j j ej j dj i j j i

i
N

j j ej j rj i j j i
i

u E t E q t

E t E q t j n
 (1) 

Здесь , ,j dj i  , , 1, , ,j rj i ji N  {1, , }j n  — координатные функции 
Рэлея — Ритца, jN  — число интерполяционных вектор-полиномов упру-
гого звена ,jC  подчиняющихся векторному равенству [2, 3] 

 , 0 , 0( ) (1/ 2) rot ( ), 1, , , {1, , },j jrj i j dj i j jE E i N j n  

и образующих в точке 0 1, {1, , },jA j n  обобщенную матрицу форм [2, 3] 
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Динамическую модель упругих манипуляторов описывают системой 
нелинейных алгебраических дифференциальных уравнений, включаю-
щих в себя систему нелинейных дифференциальных уравнений динами-
ческого равновесия упругого звена , {1, , }jC j n  (рис. 2, а) [2, 3]: 

 
1 т 1

1
т т 1

1 1
, {1, , },

j j j r j j jjrrj rej j j j jj
j j j e j j je

erj eej j j j jj

J J C F T FV
j n

J J C R Fq
 (2) 

где , , ,j j j j
rrj rej erj eejJ J J J  — блочные матрицы инерции жесткой–жесткой, 

жесткой–упругой, упругой–жесткой и упругой–упругой совокупностей 
соответственно, которые полагаются известными; 1 1,j j

j jR T — шести-
мерные матрицы поворота и преобразования (размерность 6 × 6); 

,j r j e
j jC C  — векторы, содержащие центробежные и гироскопические чле-

ны жесткой и упругой совокупностей, также полагаемые известными. 
Векторы ,j jj jV F  размерностью 6 × 1 в системе (2) объединяют ускорения 
звеньев, внутренние и приводные усилия в кинематических парах. Пер-
вый вектор j jV  выражают через трехмерные векторы линейных и угловых 

ускорений (рис. 2, б): т т т[ , ] .j j jj j jV v  Второй вектор j jF  внутренних  

и приводных сил задают равенством т т т[ , ] ( , ) ,j j j r jj j j jj j jF f n q a  j  — 

некоторая диссипативная функция; j ja  — трехмерный единичный вектор, 
направленный вдоль оси движения j-й кинематической пары, j ja  

тт т[ ] , [ ] .j jj j j ja a    

Следует отметить, что вектор e
jq  в (2) включает в себя ускорения 

упругих переменных деформируемого звена ,jC  размерность которого 
совпадает с числом «упругих» степеней свободы jN  этого звена 

т
,1 ,2 ,, , , .

j
e e e e
j j j j Nq q q q   

Векторные алгебраические уравнения, выражающие кинематические 
зависимости скоростей (линейных и угловых) от ускорений (линейных  
и угловых) точек jA  и 1jA  упругого звена jC  (см. рис. 2, б): 
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1 1

1 1 1 1 1

1 11 1 1 1 1

, 1, , ;

, 1, , .

j j j j j e r jj j j j j jj j

j j j j j e r j jj j j j j j jj j

V T V T q q a j n

V T V T q q a h j n
 (3) 

Рис. 2. Схемы динамических (а) и кинематических (б)  
характеристик упругого звена 

Во втором уравнении системы (3) вектор j jh  включает в себя нели-
нейные кинематические члены, образуемые жесткой–жесткой и жест-
кой–упругой совокупностями деформируемого звена .jC  

Формулировка и численное решение смешанной задачи динамики 
упругих манипуляторов обобщенным методом Ньютона — Эйлера. 
Разобьем множество звеньев кинематической цепи 1 2{ } , , , nM C C C  
на два подмножества 1 1 2{ } , , , lM C C C  и 2 1 2{ } , , , ,mM C C C  

,l m n  по признаку (см. рис. 1): 

 
0  в кинематической паре  задано приводное усилие

,
1 в кинематической паре  задано обобщенное ускорение

{1, , }.

j
j r

j

j
j q

j n
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Тогда смешанная задача динамики упругих манипуляторов формулируется 
следующим образом. Предположим, что заданы законы изменения привод-
ных усилий , 1, , ,i i l  и обобщенных ускорений , 1, , ,r

kq k m  при-
надлежащих подмножествам 1{ }M  и 2{ }.M  Требуется определить законы 
изменения приводных усилий , 1, , ,k k m  и обобщенных ускорений 

, 1, , ,r
iq i l  принадлежащих подмножествам 2{ }M  и 1{ }.M  

Алгоритм решения смешанной задачи динамики упругих манипуля-
торов без обращения их матриц масс составлен с использованием эле-
ментов символьно-итеративного исчисления, успешно применяющегося 
при анализе упругих манипуляторов [4]. Он включает в себя три после-
довательно проводимых для каждого момента времени [0, ]t T  рекур-
сивных цикла [5]. 

Первый (восходящий) рекурсивный цикл — кинематический расчет 
манипулятора на основе заданных геометрических и инерционных ха-
рактеристик составляющих звеньев 

 1 1
1 1 1 1 1 , 1, , ,j j j j j e r jj j j j j jj jV T V R q q a j n  

подчинив его инициализациям 0
0 0 6 00 , 0 .e NV q  

Второй (нисходящий) рекурсивный цикл предусматривает определе-
ние символьно-итеративных величин (матриц, векторов и скаляров), 
роль которых сводится к обеспечению линейности вычислительного 
процесса искомых динамических параметров в зависимости от размерно-
сти систем [5]. Вторая рекурсия после проведения инициализации 

 
* * * *

* * т

; ; ; ;
;

n n n n n n n nrrn rrn ren ren ern ern een een
n r n r n n e n e n nn n nt n n n nt

J J J J J J J J
C C F C C F

 

предусматривает определение по следующему циклу вспомогательных 
инерционных параметров * * * * * *, , , , и , ( 1), , 1:j j j j j r j errj rej erj eej j jJ J J J C C j n  

 * * * 1 * * * 1 * *; .j j j j j j j j e j rj rrj rej erj j rejeej eej j jK J J J J m J J C C  

Если 0j  или 1,j  то 

 1
1 11; ; .j j j j j jj j j j j j j j j jjG K T H K R p K h m  

Если 0,j  то т1 .j jj j jjZ a K a  Если 1 и 0,jj  то  
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 т 1; ;j j jj j j j j j j j jjU Z K a a K G G U T  
1 т1 1; ( ) .j j j j j j jj j j j j j j j j j j jjH H U R p p K a a p Z  

Если 1 и 1,jj  то ; ; .j j j rj j j j j j j j jG G H H p p K a q   
Вычисление 

 
1 1 т 1 1 т1 11 1 1 1
1 1 т 1 1 1 т т1 11 1 1 1

; ;

; ;

j j j j j jrrj j rej jrrj j rej j
j j j j j j jerj eej jrej eej j j

J J T G J J T H

J J J J R p
  

 1 1 т 1 1 1 т т
1 1 1 1 1 1 1; .j r j r j j j e j e j j jj jj j j j j j jC C T p C C R p  

Третий (восходящий) рекурсивный цикл [5] позволяет определить 
для подмножества 1{ }M  обобщенные ускорения 

  т 1
1 1 , если 0, {1, , },r j j e jj j j j j j jj j jq Z a G V H q p j n  (4) 

для { }M  — ускорения звеньев и ускорения варьируемых параметров 
упругих перемещений, если потребуется, то и внутренние усилия в парах: 

 

1 11 1 1 1 1

1

, 1, , ;

( ), 1, , ;

, 1, , ,

j j j j j e r j jj j j j j j jj j

e j j j j eerj jj eej j

j j jj j j j

V T V R q q a h j n

q J J V C j n

F K V m j n

  (5) 

с учетом в (4) и (5) инициализаций 0 0 т т т0 3[ , 0 ]V g  и 00 0 .e Nq  Для под-
множества 2{ }M  приводные усилия имеют вид 

 т( ) sign( ) , если 1, {1, , },j j j r rj j j j sj vj jj j ja K V m F q F q j n  

где ,sjF  vjF  — коэффициенты сухого и вязкого трения в парах. 
Вследствие рассмотренного расчетного алгоритма численного реше-

ния смешанной задачи динамики упругих манипуляторов проиллюстри-
руем функционирование (см. рис. 2, а) структурной единицы кинемати-
ческой цепи, соответствующей методу Ньютона — Эйлера [9]. 

Алгоритм численного решения смешанной задачи динамики упругих 
манипуляторов на основе обобщенного метода Ньютона — Эйлера предпо-
лагает схематическую иллюстрацию преобразования кинематических  
и динамических характеристик на уровне структурной единицы кинемати-
ческой цепи. Образованный таким образом «удельный» преобразователь 
скоростей, ускорений и усилий называют кинетостатическим элементом [9, 
11]. Условная схема такого преобразователя приведена на рис. 3. 
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Рис. 3. Схемы образования (а) и функционирования (б) суперэлемента 
 
Метод численного интегрирования нелинейных уравнений дви-

жения. Метод основан на общей схеме численного интегрирования 
Ньюмарка: 

 

2( ) ( ) ( ) [(0, 5 ) ( ) ( )] ;
( ) ( ) [(1, 0 ) ( ) ( )] ,

1, , ; [0, ],

j j j j j

j j j

x t t x t x t t x t x t t t
x t t x t x t x t t t

j n t T t
  (6) 

где т т[ ,( ) ] ;r ej j jx q q    — постоянные (0 0, 5, 0 1).  В случае 
когда 0,  система уравнений (6) вырождается в явную схему инте-
грирования Ньюмарка, использование которой зачастую сопряжено  
с необходимостью выбора чрезвычайно малого шага интегрирования t  
[5, 10]. В случае 0  или 0  речь идет о неявной схеме численного 
интегрирования Ньюмарка (6) системы нелинейных дифференциальных 
уравнений. 

Решение системы линеаризованных уравнений движения упругих 
манипуляторов осуществляется с использованием метода Ньютона [5]. 
Точное вычисление якобиана (матрицы итераций) в расчетной формуле 
метода Ньютона ускоряет процесс сходимости, но предполагает громозд-
кий расчет тангенциальных матриц жесткости и демпфирования, осо-
бенно при большом общем числе степеней свободы рассматриваемых си-
стем. В то же время ассимиляция якобиана с матрицей масс манипулято-
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ра, которая оправдана для жестких систем, вызывает серьезные сомнения 
при наличии в кинематической цепи упругих звеньев [10, 11]. В связи  
с этим особый практический интерес представляет компромиссный под-
ход к преодолению указанных трудностей вычислительного характера, 
заключающийся в замещении точного выражения матрицы итерации ее 
редуцированным аналогом (рис. 4) [5]. 

Рис. 4. Структурное изображение матриц итерации 
 
Численное моделирование упругого пространственного манипуля-

тора без обращения его матрицы масс. Рассмотрим численную реализа-
цию смешанной задачи динамики упругих манипуляторов обобщенным 
методом Ньютона — Эйлера на примере численного решения обратной 
задачи динамики упругого пространственного пятизвенного манипуля-
тора без участия сил сопротивления (рис. 5). Симуляция манипулятора 
предполагается в интервале [0, T] между начальным (рис. 5, а) и конеч-
ным (рис. 5, б) его положениями при отсутствии гравитации (g = 0). Зве-
нья 1C  и 4C  манипулятора полагаются жесткими, звенья 2C  и 3C  — 
упругими, а опорная стойка 0C  — неподвижной и недеформируемой. 
Звенья 2C  и 3C  предполагаются балками с равномерно распределенными 
по всей длине упругостями. В точке, совпадающей с центром тяжести 
звена 4,C  устанавливают груз массой *m  = 200 кг, который подлежит 
транспортировке в процессе движения манипулятора [16, 17]. 

Длины звеньев заданного манипулятора (см. рис. 5): 1L  = 0,3 м, 
2L  = 4,0 м, 3L  = 5,0 м, 4L = 0,5 м при плотности i  = 2699 кг/м3, 

1, , 4.i  Жесткие звенья 1C  и 4C  полагают сплошными, круглого попе-
речного сечения с радиусом 1 4r r r  = 0,5 м. Упругие звенья 2C  и 3C  — 
полые, кольцевого поперечного сечения с радиусами внешних и внутрен-
них окружностей 2 3

e er r  = 0,5 м и 2 3
i ir r  = 0,04 м, их модули Юнга 

10
2 3 6, 895 10E E E  Н/м2. 
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Рис. 5. Схемы предельных положений упругого манипулятора 
 
Обратная задача динамики упругого пространственного манипуля-

тора формулируется следующим образом. Предполагается, что заданы 
законы изменения обобщенных ускорений , 1, , 4,r

kq k  требуется опре-

делить законы изменения обобщенных сил , 1, , 4.k k  Сопряжения 
звеньев предполагают идеальными, вследствие чего приводные усилия  
в кинематических парах отождествляются с обобщенными силами. 

Задача предусматривает определение образующегося вследствие 
упругих деформаций отклонения точки Р исполнительного органа мани-
пулятора (см. рис. 5) от фиктивного положения, занимаемого той же 
точкой в предположении абсолютной жесткости звеньев. Это отклонение 
в проекциях на оси неподвижной системы координат XYZ выражается 
через упругие перемещения звеньев 2C  и 3C  геометрическими соотно-
шениями [16]: 

 
2 2 3 2 3 1 2 3 1

2 2 3 2 3

2 2 3 2 3 1 2 3 1

[ сos( / 2) сos( / 2)]сos( ) ( )sin( );

sin( / 2) sin( / 2);

[ cos( / 2) cos( / 2)]sin( ) ( )cos( ).

y yr r r r z z rP
y yr r rP
y yr r r r z z rP

X u q u q q q u u q

Y u q u q q

Z u q u q q q u u q

 

Обратная задача динамики упругого пространственного пятизвенно-
го манипулятора формулируется при законах движения звеньев 

 1 4
/(2 )[ /(2 )sin(2 / )], 0

;
/ 2,

s s s sr r
s

T t T t T t T
q q

T t T
 (7) 
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 2 3
/(4 )[ / (2 ) sin(2 / )], 0

.
/ 4,

s s s sr r
s

T t T t T t T
q q

T t T
 (8) 

Здесь sT  = 15 с, sT  = 25 с — пределы конечных промежутков. 
Одно- и двукратным дифференцированием выражений (7) и (8)  

по времени получают аналитические выражения для обобщенных скоро-
стей и обобщенных ускорений исследуемого манипулятора. 

Начальные условия задачи в обобщенных координатах и скоростях 
определяют значениями обобщенных координат (7) и (8), а также их пер-
вых обыкновенных производных по времени в момент времени t = 0, ко-
торые соответствуют начальному положению пространственного пя-
тизвенного манипулятора (см. рис. 5, а). Начальные условия в упругих 
переменных и в их скоростях принимают нулевыми ( 2, 3):i  

 
, ,

, ,

(0) 0;
(0) 0.

e y e y
i i
e z e z
i i

q q
q q

 

Уравнения движения рассматриваемого упругого пространственного 
манипулятора могут быть выведены в явном виде путем несложных пре-
образований обобщенного формализма Ньютона — Эйлера: вследствие 
подстановки вторых дифференциальных уравнений системы (3) в систе-
му матричных дифференциальных уравнений динамического равновесия 
звеньев (2), последующего объединения полученных уравнений и исклю-
чения в них внутренних усилий. В результате образуется система нели-
нейных дифференциальных уравнений движения упругого пятизвенного 
манипулятора, которая в блочно-матричной форме записывается как 

 
0

,
r

rr r

e eer ee

QM Е
ЕM M Q

 

где т т т т т
1 2 3 41 2 3 4 2 3[ , , , ] , [0, , , 0] , [ , , , ] ,r r r r r e e eQ q q q q Q q q  причем 

блоки , ,rr er eeM M M  матрицы масс и силы , ,r eЕ Е  содержащие нелиней-
ные члены сцепления жесткой и упругой совокупностей звеньев, выра-
жаются через инерционные блоки и кориолисовы силы в исходной си-
стеме дифференциальных уравнений (2), их выражения приведены в [20]. 

Моделирование упругостей второго и третьего звеньев осуществляет-
ся в два этапа. На первом этапе указанным звеньям присваивают одну 
изгибную степень свободы, координатные функции Рэлея — Ритца в ми-
нимизирующих формах (1) принимают равными ( 2, 3):i  
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2 3

,1 ,1
2

,1 ,1

( ) ( ) 3( / ) 2( / ) ;

( ) ( ) 3 / (1 / ) ,

yi i z
i idi di

yi z i i iri ri

x x x L x L

x x x L x L
  (9) 

удовлетворяя геометрическим граничным условиям 

 

,1 ,1

,1 ,1

,1 ,1

,1 ,1

(0) (0) 0;

(0) (0) 0;

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 1.

yi i z
di di
yi i z
ri ri

yi i zi iri ri
yi i zi idi di

L L

L L

  (10) 

На втором этапе моделирования деформируемым звеньям сообщают 
две изгибные степени свободы, их также подчиняют аппроксимации кине-
матически допустимыми координатными функциями Рэлея — Ритца (9) 
( 2, 3):i  

 
4 3 2

,2 ,2
3 2

,2 ,2

( ) ( ) 8( / ) 14( / ) 5( / ) ;

( ) ( ) 16( / ) 21( / ) 5 / ,

yi i z
i i idi di

yi z i i i iri ri

x x x L x L x L

x x x L x L x L
  (11) 

удовлетворяющими граничным условиям (10) и  

 

,2 ,2

,2 ,2

,2 ,2

,2 ,2

,2 ,2

(0) (0) 0;

(0) (0) 0;

( / 2) ( / 2) 0;

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 1.

yi i z
di di
yi i z
ri ri

yi i z
i idi di

yi i zi iri ri
yi i zi idi di

L L

L L

L L

 

На первом этапе численную реализацию динамического анализа ис-
следуемого манипулятора проводят с использованием явной схемы чис-
ленного интегрирования Ньюмарка. Первичное тестирование показыва-
ет, что результаты моделирования распределенных упругостей на основе 
аппрокцимаций (9) визуально не отличаются от результатов воспроизве-
дения упругостей звеньев манипулятора, полученных в силу уточненных 
приближений (9) и (11). 

Вторичную симуляцию проводят при поддержке метода предиктора-
корректора на основе неявной схемы численного интегрирования Нью-
марка с аппроксимацией в виде редуцированной матрицы итераций.  

Результаты численного воспроизведения функции упругого отклоне-
ния точки Р манипулятора (см. рис. 5), полученные с использованием яв-
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ной и неявной схем численного интегрирования, по точности приближе-
ния практически не отличаются друг от друга. Расчетное время вычисли-
тельного процесса в обоих случаях существенно различается (50 и 6 с  
соответственно). Результаты вычисления упругого отклонения точки Р  
в проекциях на оси координат X, Y и Z при шаге интегрирования t  = 0,1 с 
приведены на рис. 6. 

Рис. 6. Упругое отклонение рабочего органа манипулятора в проекциях  
на оси координат X (а), Y (б),  Z (в) 

Сопоставление результатов численного решения задачи с соответ-
ствующими показателями из работы [16], в которой использована проце-
дура обращения матрицы масс, позволяет убедиться в достаточно высо-
кой точности моделирования вычислительного процесса задачи. 
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Полученные результаты сопоставлены с соответствующими показа-
телями, установленными на том же примере из работы [17], в которой 
применена рекурсивная методика, основанная на расчетной стратегии 
без обращения матрицы масс. При неизменной точности моделирования 
предлагаемая вычислительная методика обеспечивает решение примера  
с минимальным расчетным временем cT = 6 с, тогда как наименьшее хро-
нометрическое показание, приведенное в [17], составляет cT  = 127 с. 

Заключение. Приведен алгоритм численного решения смешанной 
задачи динамики упругих манипуляторов, составленный на основе 
обобщенного метода Ньютона — Эйлера и итерационно-символьного 
исчисления без обращения матрицы масс. Изложена модификация мето-
да Ньютона численного интегрирования нелинейных дифференциаль-
ных уравнений движения упругих манипуляторов, адаптированная  
к представлению уравнений движения в форме Ньютона — Эйлера. 
Представлен пример численной реализации алгоритма, подтверждающий 
значительный выигрыш расчетного времени при неизменной точности 
моделирования по отношению к методам, использующим процедуру об-
ращения матрицы масс. Преимущество расчетного метода установлено  
и по отношению к некоторым рекурсивным методам без обращения мат-
рицы масс. 
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Abstract Keywords 
In recent scientific literature, much attention is paid 
to the optimal modeling of elastic dynamical systems. 
The relevance of these studies is dictated by the ever-
increasing demand in the control theory of high-
precision robotic manipulators and automatic mech-
anisms, which consists in the need for continuous 
adjustment of the movement of their executive bodies 
in real time, with account for the flexibility of the 
constituent links of these systems. The generalized 
Newton — Euler method formulated in this regard 
served as a reliable platform for a subsequent progres-
sive modification of dynamic analysis for a wide class 
of elastodynamic systems. The purpose of the study  
is to improve the existing computational algorithms 
to accelerate the computational process of dynamic 
analysis of flexible manipulators. In this regard, rely-
ing on symbolic-iterative calculus, we formulated  
and solved the mixed dynamic problem of the ma-
nipulators without inverting their mass matrices. 
Furthermore, we modified the Newton — Raphson 
method, intended for a numerical integration of the 
Newton — Euler equations of motion. Finally, we 
dynamically calculated the spatial five-elastic link 
manipulator by comparing the speed of computa-
tional processes carried out at constant accuracy  
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bolic calculus, generalized New-
ton — Euler method, mixed 
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of the problem modeling, and assessed the efficiency 
of the method of dynamic analysis of the manipula-
tors. In this study, we introduce an advanced method 
of dynamic modeling of flexible manipulators with-
out the well-known procedure of their mass matrices 
inversion 
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